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Prefaţă 


Aclivitalea în domeniul concepției şi. realizării construcţiilor, prin comple- 
zitatea ei tehnico-știinţifică și prin eforturile de ordin material și. energetic ale 


„colectivităţii umane, reclamă din partea specialistului constructor cunoștințe 


temeinice necesare soluționării oplime și eficiente a problemelor privind aspectele 
de proiectare, cercetare și execuţie. Ca aspect tehnic major, în fata proiectantului 
se siluează concepția asupra siruclurii de rezistență a construcției. Structura de 
rezistentă trebuie astfel concepută şi dimensionată încil să fie optim conformată 
în vederea preluării încărcărilor fixe sau mobile, slatice sau dinamice. Este cazul 
să menţionăm o caracterisțică specifică domeniului construcțiilor, și anume marea 
varietate geometrico-structurală a constructiilor corelată cu marea varietate can- 
titativ-calitativă a acțiunilor la care acestea sînt permanent, lemporar sau excep- 
țional solicitate. Acest specific se traduce printr-un veritabil impact cu necesitatea 
obieciivă de a adopla ipotezele și metodele de calcul cele mai indicate peniru a 
cunoaste cil mai real distribuțiile de eforturi și deformaţii în structură, răspunsul 
acesteia la diversele acțiuni pe care le primește. Analiza devine mai rafinată în 
siluaţiile în care se impune, în condiții existente de fapt după o anumită perioadă 
de exploatare, reconsiderarea capacilăţii portante şi consolidarea structurii de 
rezistență la cerințe noi. ` 

Dezvoltarea științei de a construi raţional este favorizală astăzi de trei factori 
ce se găsesc în deplină interacjiune, cu ponderile calitative şi cantitative respec- 
live : teoria de calcul, cercetările experimentale și instrumentul de calcul (calcula- 
torul electronic). Teoria de calcul inclusă în ceea ce numim Mecanica construc- 
ziilor constituie elementul de bază în analiza structurilor de rezistență ale construc- 
fiilor, ea fiind verificată şi confirmată experimental şi putînd adopta ipoteze 
şi schematizări de detaliu şi rafinament datorită capacilăţii cantitative a calcu- 
latorului electronic de rezolvare numerică a unor mafi și laborioase sisteme de 
ecuaţii. 

Mecanica construcțiilor include astăzi o serie de discipline care sini tratate 
didactic și în publicaţii separat sau parțial împreună. Lucrarea de fală este 
concepută cu scopul de a prezenta sintelic şi unitar elementele fundamentale 
de mecanică generală şi de mecanica corpurilor deformabile. În cele 14 capitole 
ale lucrării s-a avut în vedere o grupare și o înlănjuire a noțiunilor de bază, 
cît mai ușor de urmărit, punîndu-se accentul pe prezentarea grafică, matemalică 
şi în scris a fenomenului fizic analizat. 

Considerăm că pe baza cunoaşterii sau a revederii celor prezentate în lucrare 
se realizează consolidarea cunoșiinjelor de Mecanica construcțiilor şi se poate 
irece la abordarea componentelor superioare ale teoriei de calcul a structurilor 
de rezislență. 
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1. Noţiuni fundamentale 


1.1. OBIECTUL ȘI DIVIZIUNILE MECANICII 


Mecanica este una dintre științele funda mentale ale naturii; ea studiază 
forma cea mai simplă de mișcare, şi anume mişcarea mecanică, care constă 
în schimbarea în timp a poziţiei unui corp material macroscopic, în raport 
cu alt corp material ales ca reper (sistem de referință). Mecanica clasică (new- 
taniană) are în vedere mișcările care se desfăşoară cu viteze mult mai mici, = 
practic neglijabile, în raport cu viteza luminii, ceea ce face ca rezultatele ei 
să fie aplicabile în activitatea tehnică curentă. 

Din punctul de vedere al obiectului de studiu, mecanica prezintă trei 
mari diviziuni, și anume: 

— mecanica teoretică (generală) studiază legile generale ale mişcării 
mecanice in cazul sistemelor materiale alcătuite din puncte şi/sau corpuri 
rigide ; 
— mecanica fluidelor studiază echilibrul și mișcarea fluidelor, conside- 
rate perfecte sau viscoase, compresibile sau incompresibile, precum şi ac- 
tiunea reciprocă dintre corpurile solide, aflate în mișcare sau în repaus, cu 
mediile fluide ambiante ; 

— mecanica mediilor deformabile studiază transtormările pe care le 
înregistrează corpurile solide, considerate deformabile şi cu o capacitate de 
rezistenţă limitată, sub diversele acțiuni aplicate asupra lor. 

Mecanica construcţiilor, ca parte a mecanicii mediilor deformabile, se 
ocupă cu studiul comportării structurilor de rezistenţă ale diverselor con- 
strucții la acțiuni statice sau dinamice, stabilind condiţii şi criterii de rezis- 
tenţă, detormabilitate și stabilitate, compatibile cu “funcţionalitatea con- 
strucţiei. - 

Mecauica construcţiilor a apărut și s-a dezvoltat din necesitatea apli- 
cării noţiunilor şi legilor mecanicii generale la problemele practicii ingineriei 
de construcţii. Ea poate fi privită ca o grupare de subramuri ale mecanicii 
aplicate, care, atît prin creşterea volumului de cunoștințe cit şi din necesi- 
tățile învăţămîntului, s-au constituit ca discipline distincte, şi anume : 

— Statica construcţiilor studiază structurile de rezistență alcătuite 
din bare, stabilind metode pentru determinarea eforturilor şi deformaţiilor 
produse de acţiunile statice. 

— Rezistenţa materialelor se ocupă cu verificarea și dimensionarea 
constructiilor și elementelor de construcție, avind în vedere eforturile din 


secţiunile acestora, proprietăţile materialelor din care sînt alcătuite şi geo- 
metria (forma și dimensiunile) secţinnilor transversale. 

— Teoria elasticităţii și plasticităţii are acelaşi obiect de studiu ca și 
Rezistenţa materialelor, dar folosește un număr mai restrins de ipoteze sim- 
plificatoare. Deși rezultatele obţinute prezintă o mai mare generalitate, 
aplicarea practică este mult îngreunată de dezvoltările matematice com- 
plicate. 

— Stabilitatea construcțiilor studiază condiţiile în care structurile de 
rezistenţă, în ansamblul lor sau elemente ale acestora, își pierd forma gceo- 
metrică devenind improprii pentru exploatarea normală. 

— Dinamica construcţiilor se ocupă de comportarea și calculul struc- 
turilor la acţiuni dinamice. 

— Mecanica rocilor aplică rezultatele teoriei elasticităţii şi plasticității 
la studiul comportării masivelor de rocă în legătură cu problemele inginereşti 
privind construcţiile subterane (tuneluri, galerii, staţii de metrou, centrale 
hidroelectrice etc.) și, în special, cu realizarea fundațiilor pentru construcții. 

Dapă natura problemelor studiate, mz=canica teoretică este alcătuită 
din trei mari părţi, şi anume : statica, cinematica și dinamica. 

Statica studiază echilibrul sistemelor materiale sub acţiuni exterioare 
cunoscute considerind şi interacţiunile dintre componentele sistemului. 

Cinematica se ocupă cu studiul mișcărilor posibile ale sistemelor mate- 
riale avînd în vedere restricțiile geometrice impuse sistemului şi condiţiile 
iniţiale ale acestuia, fără a lua în consideraţie însă cauzele care produc sau 
modifică mișcarea. Cinematica studiază deci mişcarea numai din punct de 
vedere geometric. 

Dinamica reprezintă partea cea mai generală a mecanicii teoretice. Ea 
studiază mişcările efective ale sistemelor mecanice, și anume, determină 
mișcările pe care acestea le efectuează avind în vedere acţiunile exterioare, 
proprietăţile inerțiale ale sistemului, legăturile acestuia cu mediul ambiant 
și condiţiile cinematice inițiale. 

Scopul principal al, mecanicii teoretice este de a stabili principiile ge- 
nerale pe baza cărora să fie posibilă descrierea şi prevederea fenomenelor de 
mișcare mecanică și, în particular, de echilibru al corpurilor, 


1.2. MODELE DE CALCUL UTILIZATE ÎN MECANICĂ 


Obiectele și lenom:nel= naturii sint extrem de complexe. Pentru a găsi 
răspunsuri satisfăcătoare problemeler tehnice curente este necesar ca, în des- 
crierea unor fenom:ne, să se adopte anumite simplificări care constau din 
neglijarea voită a însușirilor neesenţiale, de importanță minoră pentru fe- 
nomenul sau aspectul studiat. Rezultă deci că, pentru studiu, sistemul real 
este înlocuit cu un alt sistem, mai simplu, numit model de calcul, în care 
se regăsesc numai proprietăţile esenţiale ale sistemului real, dar care este mai 
accesibil calculului matematic. Datorită modelării, calculul capătă evident 
un caracter convenţional, mai puţin riguros, deoarece nu se analizează sis- 
temul rea! ci modelul de calcul, 

Modelul de calcul trebuie să satisfacă următoarele cerinţe principale: 

— să fie abordabil calculului și să conducă la soluţii practice efective; 

— rezultatele să fie semnificative pentru fenomenul studiat ; 

— să ofere o bună concordânţă între rezultatele calculului matematic 
şi cele obținute experimental. 
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< În mecanica teoretică se utilizează pentru schematizarea corpurilor 
două modele de bază: punctul material şi corpul (solidul) rigid. 

Punctul material constituie modelul matematic al unui corp ale cărui 
dimensiuni pot fi neglijate fie în comparaţie cu distanţele la alte corpuri, 
fie în raport cu dimensiunile corpurilor cu care corpul studiat are interac- 
țiuni. Elementele punctului material sînt reprezentate prin punctul geome- 
tric, care precizează poziţia sa în spațiu, și prin masă, această mărime con- 
stituind caracteristica sa inerţială. ` 

Corpul rigid este schematizarea unui corp fizic considerat indefor mabil, 
indiferent de mărimea forțelor aplicate asupra sa. Se presupune deci că dis- 
tanța dintre oricare două puncte ale corpului rămine invariabilă în orice 
condiţii. Din punct d: vedere inerţial, mărimea globală a masei nu este sufi- 
cientă pentru caracterizarea corpului, fiind necesară și cunoașterea distribu- 
țiel masei. 

Un sistem material este alcătuit dintr-un ansamblu de puncte mate- 
riale și/sau corpuri rigidə între care se exercită interacțiuni. 

Mecanica construcţiilor face uz și de alte modele ale corpurilor. O largă 
văspindire o are modelul mediului continuu deformabil, Acest model se ba- 
zează pe ipoteza că orice element de volum, oricît ds mic, conţine materie, 
adică are masă și se deformează sub acțiunea forțelor aplicate asupra sa. 
Prin deformaţie a unui corp se înțelege modificarea formei sale ca urmare 
a exercitării unor acţiuni exterioare. Legătura dintre caracteristica încărcă- 
rilor și caracteristica detormării corpului stă la baza diferenţierii modelelor 
de calcul ale continuului material. Relaţiile dintre aceste mărimi, proprii 
fiecărui material, se stabilesc prin încercări efectuate în laborator pe ele- 
mente de probă (epruvete). Schematizarea comportării unui material se referă 
ia alegerea unui model mecanic care să se racordeze cit mai strîns cu rezul- 
tatele experimentale. Deformaţiile pot îi elastice (atunci cînd ele dispar com- 
plet odată cu încetarea cauzelor care le-au produs și corpul revine la forma 
şi dimensiunile inițiale), plastice (deformaţiile se menţin şi după încetarea 
cauzelor) sau viscoase (detormaţiile depind de viteza de aplicare a încovo- 
ierilor). Avînd în vedere faptul că orice corp real prezintă, într-o măsură 
mai mare sau mai mică, proprietăţi elastice, plastice și viseoase, există trei 
modele fundamentale, fiecare reproducînd o anumită componentă a defor- 
mării, şi anume: 

— modelul Hooke (fig. 1.1, a), reprezentat printr-un resort, descrie 
comportarea ideal elastică ; 

— modelul Newton (fig. 1.1, b) constă dintr-un amortizor viscos şi 
corespunde comportării ideal viscoase; 

— modelul Prandtl (fig. 1.1, c) este materializat printr-un corp re- 
zemat cu frecare şi se referă la comportarea ideal plastică. 

Modelul elastic (Hooke) are în momentul de faţă cea mai largă utilizare, 
deoarece : 

— pentru nivelul acţiunilor curente din exploatare, materialele din 
care sint realizate construcţiile au o comportare foarte apropiată de com- 
portarea ideal elastică ; 

— modelul este comod de utilizat în calcule. 


=Ww= pr 


Fig. 1.1 


1! 


În cazul unui corp real, în funcție de componentele dominante ale de- 
formării, se realizează modele compuse, alcătuite din grupaje (în paralel și 
în serie) de modele fundamentale. 

În general, materialele utilizate larg în construcții prezintă stadii dife- 
rite de comportare, în funcţie de nivelul solicitării. Astfel, pentru oţelul moale, 
se pot distinge zone .cu comportare elastică (modelul Hooke) și cu compor- 
tare plastică (modelul Prandti). 

Un alt criteriu de modelare şi 'de clasificare a corpurilor îl constituie 
geometria lor, şi anume raportul dimensiunilor lor. Acest criteriu prezintă 
importanţă și în legătură cu metodele de calcul utilizate. Din acest punct 
de vedere se disting corpuri unidimensionale, bidimensionale și tridimen- 
sionale. 

Prin însuși modul lor de a fi corpurile sînt tridimensionale. Totuși, în 
anumite probleme, se obțin simplificări importante dacă se neglijează una 
sáu două din dimensiunile cor pului, atunci cînd acestea sînt mult mai mici 
în raport cu celelalte, respectiv cu a treia. 

Corpurile unidimensionale au două dimensiuni foarte mici în raport cu 
a treia. Din această categorie fac parte barele și firele, fiind definite din punct 
de vedere: geometric prin axa lor. 

Barele (fig. 1.2) prezintă rigiditate transversală (la incovoiere) și sînt 
caracterizate prin forma secţiunii transversale (dreptunghiulară, circulară, 
tubulară, profile laminate, secţiuni compuse). Din categoria barelot fac parte 
elementele de construcţie de tip grinzi şi stilpi, arcele podurilor etc. 

Firele (fig. 1.3) sînt elemente torsionabile și fără rigiditate transversală. 


Axo darei 


Axa arcului 


Sectiune transversală 


Secţun; transversale 


ODI E 


Fig. 1.2 


Corpurile bidimensionale (cu suprafață medie) sînt acelea care au o 
dimensiune (grosimea) mult mai mică în raport cu celelalte două. Astfel 
de corpuri sint caracterizate prin forma geometrică a suprafeței medii şi prin 
grosimea lor, măsurată pe perpendiculara la suprafața medie. În funcție 
de direcția forțelor exterioare aplicate asupra lor, corpurile bidimensionale 
pot fi plăci (fig. 1.4, a), situație in care forţele sînt perpendiculare pé planul 
median, sau şaibe, cind forțele acţionează în planul median (fig. 1.4, b). 


Fire 


Fig. 1.3 


Fig. 1.5 


Plăcile cu suprafața mediană curbă, a căror grosime este foarte mică și, ca 
urmare, nu prezintă rigiditate în direcţia grosimii, se numesc membrane 
(fig. 1.4. c, d). 

Corpurile tridimensionale au cele trei dimensiuni comparabile ca ordin 
de mărime. Ele sînt reprezentate de blocuri sau masive. Ca elemente de 
construcție ele se întilnesc sub forma fundațiilor izolate pentru stilpi, aparate 
de reazem la poduri (fig. 1.5, a, b). 

Modelul de calcul al unui sistem material sau al unui fenomen tehnic 
nu se stabilește în mod arbitrar. Această schematizare (simplificare) presu- 
pune cunoașterea calitativă a fenomenului, selectarea aspectelor esenţiale 
ale comportării sistemului, aprecierea volumului și complexităţii calculelor, 
evaluarea erorilor și deci a gradului de aproximare al modelului. Automati- 
zarea activităţilor cu caracter intelectual a creat posibilitatea utilizării 
unor modele tot mai complexe, capabile să reflecte în cît mai mare măsură 
comportarea sistemului real. 


1.3. MĂRIMI FUNDAMENTALE. MĂRIMI DERIVATE 


Mecanica, ca parte componentă a fizicii, este o ştiinţă a măsurării. Māri- 
mile fizice din natură nu sînt independente şi de aceea o definiţie a unei mă- 
rimi măsurabile trebuie să conțină şi regulile pentru calcularea ei în funcţie 
de alte mărimi care pot li măsurate. Este deci posibil să fie ales un număr 
restrîns de mărimi fizice independente, in funcţie de care celelalte mărimi 
fizice să fie exprimate prin anumite relații. 

Mărimile fizice independente formează clasa mărimilor fundamentale. 
Celelalte mărimi fizice care se definesc și se exprimă în funcţie de acestea 
alcătuiesc clasa mărimilor derivate. 

Pentru definirea tuturor mărimilor fizice sînt necesare trei mărimi fun- 
damentale. Două dintre acestea sînt spaţiul și timpul. A treia mărime funda- 
mentală se alege masa, deși, cu egală justificare, poate îi aleasă și forţa. 
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Spaţiul reprezintă 6 formă de existență obiectivă a materiei şi desem- 
nează sediul fenomenelor mecanice. În mecanica clasică se utilizează modelul 
spaţiului euclidian care este tridimensional; infinit, omogen, izotrop şi con- 
tinuu. i 

Timpul este una dintre formele de existenţă ale materiei şi caracteri- 
zează durata și succesiunea fenomenelor și proceselor materiale. El este con- 
siderat un continuu unidimensional, infinit, omogen, scurgindu-se într-un 
Singur sens. 

Masa măsoară proprietatea de inerție a materiei, manifestată prin re- 
zistența opusă la schimbarea mișcării sale. Masa astfel definită poartă denu- 
mirea de masă inertă şi caracterizează materia din punctul de vedere al mo- 
dificării vitezei sub influenţa unei anumite acţiini. Noţiunea de masă inter- 
vine insă și în teoria gravităţii, și anume oglindește proprietatea materiei 
de a produce cimpuri gravitaționale şi de a îi acționată de astfel de cîmpuri. 
Fenomenele inerțiale şi cele gravitaționale reprezintă deci manifestări dite- 
rite ale masei. Masa inertă şi cea gravitaţională sînt mărimi proporţionale ; 
dacă se aleg unităţi de măsură convenabile aceste mărimi devin identice peniru 
un același corp. Dependenţa masei de viteză este dată de relaţia 


m = mis I Z 0j (.1) 
unde : m, este masa corpului în stare de repaus, v — viteza iar c — viteza 


de propagare a luminii în vid. În mecanica clasică, cantitatea (v/c)? este ne- 
glijabilă în raport cu unitatea şi de aceea masa este considerată o mărime 
constantă, independentă de viteză. 

Orice altă mărime fizică poate fi exprimată în funcție de mărimile fun- 
damentale spaţiu, masă, timp. În Mecanica construcţiilor intervin numeroase 
mărimi derivate cum sint : forţa, viteza, acceleraţia, lucrul, mecanic, energia, 
deplasarea liniară, deplasarea unghiulară (rotirea), tensiunea (efortul unitar), 
densitatea etc. Mărimile fundamentale precum şi cele derivate cu utilizarea 
cea mai frecventă în Mecanica construcţiilor sînt prezentate în tabelul 1.1, 


Tabelul 1.1 


i de măsură ale unor mărimi mecanice | 


Dimensiuni in Unitaiea de măsură 


Mărimea Denumirea unității sistemul SI în sistemul SI 

Lungimea metru L> m 
Timpul secundă T s 
Masa kilogram M . kg 
Aria metru pătrat L? m? 
Volumul metru cub L? mă 
Viteza metru pe secundă LT m/s 
Viteza unghiulară radian pe secundă po = 5 
Accelerația metru pe secundă Ja 

pătrat m/s? 
Frecvența hertz Hz (s>) 
Forța newton N 
Presiunea pascal Pa (Njim?) 
Momentul forței newton-metru Nm 
Lucrul mecanic joule J 
Energia joule J 
Puterea watt wW ` 
Densitatea volumică kg pe metru cub kg/m? 
Greutatea specifică newton pe metru cub N/m? 


p PA 
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în care sînt indicate atit simbolurile cît și dimensiunile şi unităţile de măsură 
în sistemul internațional de unităţi de măsură (SI). Pentru unele mărimi 
fizice, în practica inginerească de construcţii se folosesc și alte unităţi de 
măsură, multiplii sau submultiplii unităţilor SI, cele mai întilnite fiind 


date în tabelul 1.2. 
Tabelul 1.7 


Unităţi:de măsură utilizate în tehnică 
` . 


Simborul | Relaţia cy 


Mărimea Denumirea unităţii unitatea SI 
e a 
- decanewton daN 1 daN =10 N 
Forţa 7 
kilonewton EN 1 kN=10 N 


decanewton pe cenli- 


Tensiunea (efortul metru pătrat daN fem? 1 daN/em? = 10% Pa 
ensiu a 
unitar) kilonewton pe metru 
pătrat kN/m? 1 EN'm? =10" Pa 


1.4. PRINCIPIILE MECANICII NEWTONIENE 


Mecanica teoretică, asemenea altor ştiinţe ale naturii, utilizează metoda 
abstractizării. Aplicarea acestei metode, împreună. cu generalizarea rezul- 
tatelor. experienţei umane, acumulate prin activitatea practică şi experi- 
mentală, au făcut posibilă stabilirea cîtorva legi generale pe care este funda- 
meniată mecanica, constituind deci baza sa axiometrică. Toate celelalte teo- 
reme se deduc din aceste legi generale prin argu mentatie logică sau prin calcul 
matematic. Relaţiile cantitative dintre diversele mărimi fizice sînt stabilită 
prin calcule matematice. Deşi mecanica teoretică în raport cu celelalte ramuri 
ale mecanicii apelează în mai mică măsură la experiment, aceasta nu în- 
seamnă că ea se poate concepe în afara necesităţii de verificare experimentală 
` a lâgilor sale. Istoria dezvoltării științei în general, a Mecanicii construcţiilor 
în particular, confirmă constatarea potrivit căreia numai contruntarea rezul- 
talelor teoretice cu cele ale practicii și experimentului constituie criteriul de 
validare al principiilor și ipotezelor fundamentale. 

Isaac Newton (1642—1727) a enunțat principiile mecânicii teoretice, 
așa cum sint ele astăzi formulate, contribuţii importante în această problemă 
avind şi Galileo Galilei (1584 —1642). Aceste principii au următoarele enunţuri : 
Principiul inerţiei (legea I). Orice corp îşi păstrează starea de repaus 
sau de mișcare rectilinie şi uniformă, dacă nici o forţă nu este aplicată asupra 
lui și nu-l constrînge să-și modifice această stare. 

Principiul acţiunii forței (legea a Il-a). Variația mișcării este propor- 
ţională cu forţa motoare imprimată şi este dirijată după linia dreaptă în lungul 
căreia este aplicată forţa. 

Această lege se exprimă matematic sub forma 


E (mō) = Ë a2) 
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care, avind în vedere aproximatiile admise în mecanica clasică în legătură 
cu relația (1.1), devine 5 

$ m =F sau mā = F (1.3) 
unde prin d s-a notat accelerația punctului: material. 

Principiul acţiunii şi reacţiunii (legea a III-a). La orice acțiune cores- 
punde a reacțiune egală și de sens contrar sau, acțiunile reciproce a două 
corpuri sînt totdeauna egale şi dirijate în sensuri opuse. 

La aceste trei axiome de bază se mai adaugă principiul condiţiilor ini- 
tiale al lui Galilei şi principiul compunerii forțelor, numit și regula paralelo- 
gramului, care are următoarea formulare : 

Două forţe (F, și F2), aplicate simultan asupra unui corp, au același 
efect mecanic ca şi acţiunea unei forţe unice (A), cu mărimea și sensul diago- 

nalei paralelogramului avînd ca laturi forțele consi- 


Pta derate (fig. 1.6). 

R Prin noțiunea de corp folositā de Newton în enun- 

z țul legilor mecanicii se înțelege modelul matematic de 

2 punct material, aşa cum este el definit în para- 
Fig. 1.6 graful 1.2. i 


1.5. NOȚIUNEA DE FORȚĂ 


În mecanică, se înţelege prin forță mărimea care caracterizează din 
punct de vedere cantitativ interacțiunea mecanică dintre corpurile materiale. 

Pentru studiul mişcării unui punct material, în conformitate cu re- 
lația (1.3), este necesară cunoașterea expresiei fortei F care acţionează asupra 
punctului, adică stabilirea dependenţei acestei forţe de mărimile care o de- 
termină. : 

Forțele fundamentale care stau la baza tuturor fenomenelor mecanice 
sint forţele de atracție și forțele electrice. Cit timp masele în interacțiune 
sînt in repaus sau se deplasează cu viteze mult mai mici decit viteza luminii, 
aceste forţe au expresii similare, şi anume: i 

— forța de atracţie se determină în conformitate cu legea atracției uni- 
versale, fiind proporţională cu produsul maselor inerţiale m, și îm ale punc- 
telor materiale şi invers: proporţională cu pătratul distanţei d dintre puncte, 
adică 

g ă Pam 
F= pi (1.4) 


unde f este constanta universală a gravitaţiei; 
— forța electrică (Coulomb) poate fi de atracţie sau de respingere şi are 
expresia 
Fa p NE (1.5) 
d? 
în care coeficientul de proporţionalitate k depinde de sistemul de unități 
de măsură ales iar g; şi ya sînt sarcinile electrice. 

Deşi interacțiunile gravitaționale și cele electrice stau la haza tuturor 
fenomenelor mecanice, în cele mai multe cazuri, utilizarea lor ca atare com- 
plică foarte mult analiza fenomenelor, în special a celor din domeniul macro- 
scopic. Pentru rezolvarea practică a problemelor este mai comod să se recurgă 
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la expresii aproximative ale forţelor, deduse în principiu din legile (1.4) şi 
(1.5) cu scopul simplificării formalismului matematic. În acest sens, cele 
mai utilizate expresii de forţe din Mecanica construcțiilor sint următoarele : 


— îorţa de greutate 
Fem a (1.6) 


unde mm este masa gravifică iar Ş reprezintā acceleraţia gravitațională : 
— forfa elastică ` 
-Ë = kř; (.7 


este o forţă proporțională cu distanţa F a punctului material în raport cu 
poziţia iniţială, fiind dirijată spre poziția de echilibru. Factorul de propor- 
tionalitate Xk se numește constanta elastică a sistemului și depinde de alcă- 
tuirea și caracteristicile elastice ale acestuia ; 

— forța de frecare de alunecare 


(1.8) 


în care yu este coeficientul de frecare, iar N reprezintă reacţiunea normală 
la suprafața de rezemare. Sensul forţei F este invers sensului,sau tendinței 


de mişcare ; 
— forțe rezistente ale mediului ambiant 
F = a"; (1.9) 
este o forță îndreptată în sens invers vitezei corpului (punctului) material, 
Coeticientul z depinde de forma corpului iar exponentul n se determină expe- 


rimenta), : . . 
În Mecanica construcţiilor, la analiza coinportării construcțiilor sub ac- 
ţiuni dinamice, avind în vedere că vitezele sint mici, se admite că forţele 


rezistente sînt proporţionale cu viteza (n = 1). i 


2 — Mecanica construcţiilor — cd. 39 


2. Statica corpului rigid 


Așa cum s-a arătat în paragraful 1.2, corpul rigid reprezintă modelu? 
de calcul al unui corp indeformabil. Rezultă ca o consecință a acestei ipoteze 
proprietatea forțelor, aplicate asupra unor astfel de corpuri, de a putea fi 
deplasate pe suportul lor, adică de a fi considerate vectori alunecălori. Pentru 
justificarea acestei proprietăţi se examinează un corp rigid, asupra căruia 
acţionează o'“forţă F, aplicată în punctul A (fig. 2.1, a). 


a 


Fig. 21 


Într-un punct B, aflat pe suportul forţei, se introduc două forțe egale 
şi de sensuri opuse, avînd acelaşi suport și aceeaşi mărime cu cele ale forţei F 
(fig. 2.1, 6). Această pereche nu are nici un efect mecanic asupra corpului 
şi deci nu infhiențează efectul forţei F aplicată în A. Corpul fiind indefor- 
mabil, distanţa dintre punctele A și B nu se modifică, fapt ce permite supri- 
marea concomitentă a forțelor F din A și —F din B, ele fiind egale, de sensuri 
opuse şi fără efect asupra distanţei dintre A şi B. Se ajunge astfel la situația 
din fig. 2.1, c, care este echivalentă din punct de vedere mecanic cu cea 
inițială (fig. 2.1, a), singura deosebire constînd din modificarea punctului de 
aplicaţie al forţei, prin deplasarea acesteia pe suportul său. Rezultă deci că 
o forță aplicată asupra unui corp rigid este un vector alunecător. 


2.1. MOMENTUL UNEI FORŢE 
IN RAPORT CU UN PUNCT 


În studiul efectelor pe care un sistem de forțe le are asupra unui corp 
apare necesitatea utilizării și a altor noţiuni decit cele prezentate mai înainte. 
Una dintre aceste noțiuni o constituie momentul forţei în raport cu un punct. 


18 ` E o | 


" în raport cu un punct O, este mărimea 
egală cu produsul vectorial dintre vecto- 
i vul'de poziţie al punctului de aplicaţie 
“5 al forței, raportat la punctul O, şi forța 


E : F (fig. 22). 


5 dusului, vectorial, momentul unei forțe în 
. raport cu un punct prezintă următoarele 


Prin definiţie, momentul unei forțe F, 


M =F xË.. (2.1) 
În conformitate cu proprietăţile pro- 


caracteristici + 

— are direcţia perpendiculară pe pla- 
nul determinat de punct și suportul forței Fig. 22 
considerate ; 

— sensul momentului este stabilit după regula şurubului drept, fiind 
deci sensul de înaintare al şurubului, dacă acesta se rotește astiel încît 7 să 
se suprapună peste F după unghiul cel mai mic; 7 _ 

: — mărimea este dată de aria triunghiului construit cu f şi F, adică 
Mo = TF sin a = Fd. (2.2) 


Din expresia (2.2) rezultă că momentul unei forţe în raport cu un punct 
este nul atunci cînd punctul respectiv se găseşte pe suportul forţei (d = 0). 

Momentul forţei în raport cu punctul O este invariabil în raport cu 
deplasarea forţei pe suportul său. Pentru a se demonstra această proprietate 
se consideră forţa F în două poziţii diferite, caracterizate prin punctele de 
aplicaţie A și B (fig. 2.3) şi se calculează pentru fiecare poziţie, momentul 
în raport cu punctul O, obţinîndu-se 


Moa = Fa X F; Mor = Fg xX F ` (2.3) 
dar S 
fa = Pap + BA astfel că 
Ñ oa = (Fa + BA) x F = fg x F + BA xF. (2.4) 


___ Observînd că vectorii BA şi F sînt coliniari, și deci produsul vectorial 
al lor este nul, rezultă din relaţiile (2.3) şi (2.4) că Moa = Mog ceea ce 
înseamnă că momentul nu se schimbă dacă forţa este deplasată pe supor- 
tul său. 
_ Expresia analitică a momentului se obţine dacă se exprimă vectorii F 
şi F din relaţia (2.1) prin proiecţiile lor pe axele de coordonate (fig. 2.4), 
adică : 
F= Xi + Yj+Zk; =i 


Fig. 2.3 
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şi deci 
ij kÀ 
Xe y :|=Mi +H M,j + Mk (2.5) 
XYZ 
unde 


M, =yZ —2Y; M, =:X azi Ma >~ yX (2.6) 


reprezintă proiecţiile (componentele) pe axele de coordonate ale momentului 
forţei în raport cu punctul O, ales ca origine a sistemului de coordonate. 


2.2. MOMENTUL UNEI FORȚE 

1N RAPORT CU O AXĂ 

Se consideră o forţă F și o axă å, a cărei orientare este precizată prin 
versorul ă (fig. 2.5). 

Prin definiție, se numește moment al forței F în raport cu axa A, pro- 
iecţia pe această axă a momentului forţei în raport cu un punct O arbitrar 
de pe axă, 

Conform definiţiei rezultă 


Ma = il, = E x F) = Mo cos a. (2.7) 


Momentul M, este deci o mărime scalară, al cărei semn se stabileşte 
avînd în vedere sensul versorului ğ de orientare a axei. 

Pentru ca definiţia să aibă sens, trebuie arătat că momentul forţei în 
raport cu axa nu se schimbă dacă se are în vedere un alt punct O’ al axei. 
Într-adevăr, dacă se alege un alt punct 0' se obţine | 

MA = a P x Ë). (2.8) 
Fii SII A n, 
0'0 -+ F și înlocuind în expresia (2.8) se obține 


Mi = ü(00 + î) x E] = ă(00 x F) + aţi x Ë) 


Observind că F= 


În care BOZI x F) = 0: deoarece vectorii î şi 99 
Mo sînt coliniari. Ca atare, M4 = ū(F x F) şi conform 
relației (2.7) Mi = Ma. 
Momentul forţei în raport cu axa este nul atunci 
cînd: | 
— forța FE şi cu axa A sînt concurente, deoarece 
în acest caz, ategind drept punet al axei punctul de 
concurență, vectorul Ë = Q ; 
— forța și axa sint paralele (E || d). 
Cele două situaţii conduc la concluzia că momentul 
unei forțe în raport cu o axă este “nu! atunci cînd 
forţa și axa sint coplanare. 


Fig. 2.5 
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cuplul; 


O altă interpretare a mo- . 3 
mentului forței în raport cu o : 
axă este arătată în fig. 2.6, 
in care forta este descompusă 
in două componente, și anume: 


componenta F, paralelă cu axa 
și componenta F, paralelă cu 
un plan perpendicular pe 
axă. Procedind astfel, există 
relaţiile 


Fig. 2.6 


Ma = a x F) = ült + BA) x (È, +f] = 


= à(P x F) +a + F.) + ū(BA x F) + MBA x F.) 
Observind că îi este paralel cu F, şi BA se obține 
Ma = d x F,) 
sau _ 
Ma = a( x F) = FA (2.9) 


unde F; reprezintă proiecția forţei F pe un plan perpendicular pe dreapta A, 
iar d este distanța de la punctul 0, în care dreapta intersectează planul H, 
la proiecția F, 

Pe baza relaţiei (2.9) se obţine o regulă practică pentru calculul mo- 
mentului unei forțe în raport cu o axă, şi anume: momentul unei forțe în 
raport cu o axă este egal cu produsul dintre proiecția forței pe un plan per- 
pendicular pe axa respectivă și distanța de la punctul de intersecţie al planului 
cu axa pină la suportul proiecției forţei. 

Din definiția dată momentului unei forțe în raport cu o axă, rezultă că 
expresiile (2.6) ale proiecţiifor momentului forţei respective în raport cu ori- 


“ginea unui sistem de axe reprezintă tocmai momentele forței în raport cu 
aceste axe. 


2.3. CUPLURI DE FORȚE 


Un cuplu de forțe este alcătuit din două forje egale, de sensuri contrare, 
cu suporturile distincte și paralele (fig. 2.7, a). Cuplul prezintă următoarele 
elemente caracteristice : 

— planul cuplului este planul definit de cele două forţe care alcătuiesc 


— momentul cuplului Fri este un vector liber, perpendicular pe planul 
cuplului, 

Pentru a arăta că A este un a vector liber se consideră un punct arbitrar O, 
situat în afara planului cuplului şi se evaluează momentul celor. două forțe 
în raport cu acest punct, obţinîndu-se 


M = fa x Ë Fg x (F) = x Ë ++ (ia) xE 
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M 


Fig. 2.8 


de unde 
A = (Fa — Fr) x F = BA xF 


ceea ce înseamnă că, indiferent de punctul O, momentul cuplului este un vector 
constant, avînd mărimea egală cu produsul dintre valoarea uneia din forţe 
şi distanţe d dintre suporturile celor două torţe. Sensul momentului se sta- 
bilește după aceeași regulă ca cea a momentului unei forțe în raport cu un 
purict. 

Două sau mai multe cupluri pot fi înlocuite printr-un cuplu rezultant, 
acesta avind „același efect. mecanic ca cel al cuplurilor componente. Operația 


poartă denumirea de compunerea cuplurilor şi constă din însumarea vecto- | 


rială a momentelor cuplurilor. În figura 2.8 se prezintă compunerea a două 
cupluri, ale căror momente sînt vectorii liberi 7, și M,, reprezentanţi într-un 
punct arbitrar O. Vectorul rezultant M = J, 4 M, este dat de diagonala 
paralelogramului avînd ca laturi cei doi vectori. 

Din cele arătate mai înainte rezultă că două cupluri sînt echivalente dacă 
au acelaşi moment, adică M, = 
să fie situate în plane paralele. (în particular să fie situale în același plan). 

să aibă acelaşi sens şi același modul al momentului. 


2.4. REDUCEREA SISTEMELOR DE FORȚE 


Construcţiile şi elementele de construcţie sînt supuse la acţiuni foarte 
diverse. O pilă a unui pod, de exemplu, este solicitată datorită greutăţii 
proprii, greutăților suprastructurii podului, elementelor căii, instalațiilor 
montate pe pod; de asemenea, asupra ei se exercită efectul convoaielor care 
circulă pe pod, precum și “acţiuni climatice (presiunea vîntului), acţiunea 
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ə Aceasta implică ca cele două cupluri | 


“seismică ete. Efectul acestor acţiuni asupra pilei se poate considera ca fiind 


produs de un sistem de forțe aplicate pe elementul de construcţie respectiv. 
Unele din acţiunile enumerate mai înainte se exercită în permanenţă asupra 
elementului de construcţie analizat (de exemplu greutatea proprie), în timp 
„e altele (acţiuni climatice, seismice) au un caracter accidental sau extra- 
ordinar. 

Exploatarea normală a construcţiei impune ca elementul respectiv să 
aibă o comportare corespunzătoare la orice combinaţie posibilă de acţiuni. 
Din acest motiv, apare necesitatea de a examina următoarele aspecte: 

a) modalitatea de a înlocui un sistem de forţe cu un altul, echivalent 
din punct de vedere mecanic, dar cu alcătuirea cea mai simplă; 

b) criteriul pe baza căruia două sisteme de forţe pot fi comparate. 

Modalităţile de abordare a celor două aspecte au în vedere, aşa cum 
se arată in continuare, simplificările acceptate la modelarea sistemelor ma- 
teriale. 


2.4.1. OPERAȚII ELEMENTARE DE ECHIVALENȚĂ 


Se numesc sisteme echivalente două sau mai multe sisteme de forle care, 


aplicate independent asupra unui corp rigid, produc în orice puutt al acestuia 


efecte mecanice identice. Pentru a analiza echivalența a două sisteme de forţe 
este necesar ca ele să fie reduse la cea mai simplă formă. Reducerea este, deci, 
operaţia prin care se determină sistemul cel mai simplu, care are aceleaşi 
| =efecte mecanice cu cele ale sistemului de forţe iniţial. 

O astfel de problemă s-a pus și în cazul for telor concurente, situație în 


- care forțele se pot înlocui cu rezultanta lor, aceasta fiind determinată așa cum 


s-a arătat în fig. 1.6. 

Pentru obţinerea unui sistem de forțe echivalent cu un sistem dat, se 
aplică forţelor o serie de operaţii simple, astfel ca după fiecare operaţie sis- 
temul să rămînă echivalent cu el însuși. Aceste operaţii se numesc operaţii 
elementare de echivalență și sînt următoarele : 

— o forţă care acţionează asupra unui solid rigid poate fi deplasată 
în lungul suportului ei; 

— în orice sistem de forţe se pot suprima sau introduce două forțe egale, 


` cu acelaşi suport dar cu sensuri opuse; 


— două sau-mai multe forţe concurente sînt echivalente cu rezultanta 
lor ; i N: : 

— o forţă poate fi înlocuită prin componentele sale. 

„Justificarea operaţiilor elementare de echivalență se bazează fie pe 
principiile mecanicii teoretice, fie pe introducerea ipotezei de corp rigid avută 
în vedere ja modelarea corpurilor. a 


2.4.2. TORSORUL DE REDUCERE. 
INVARIANȚII UNUI SISTEM DE FORŢE 
S 

Fiind dat un corp rigid, asupra căruia acționează într-un punet Aal 
său forța F, se pune problema de a găsi mărimile mecanică echivalente apli- 
cate intr-un alt punct O (fig. 2.9, a). Aceasta înseamnă, de fapt, schimbarea 
punctului de aplicaţie al forței F în afara suportului său, adică reducerea 
forței intr-un punct care nu este situat pe suportul forței. Pentru. aceasta 
-5e consideră în punctul O două forţe (F şi —F) egale, de sensuri opuse şi 
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paralele cu forţa iniţială (F) din punctul A (fig, 2:9, b). Avind în vedere opera- 
tiie elementare de echivalență, situația nou creată este echivalentă cu si- 
tmaţia iniţială. Se observă însă că perechea de forţe F (din 4) şi —F (din B) 
"formează un cuplu reprezentat prin momentul M, = VA x F, astfel că se 
obține, în final, situaţia din fig. 2.9, c alcătuită dintr-o forță aplicată în 
punctul de reducere 0 avînd sensul și mărimea aceleaşi cu cele ale forței ini- 
țiale, fiind paralelă cu aceasta şi un moment Ñ}, egal cu momentul forţei în 
raport cu punctul de reducere. i 


Fig. 2.9 


În cazul în care asupra corpului sînt aplicate mai multe forțe F}, Fp, .... 

Fi, -.., Fa, şi acestea urmează să fie reduse toate în acelaşi punct O, se pro- 
cedează, cu fiecare forţă în parte, așa cum s-a procedat în situaţia din figura 2.9. 
O astiel de operaţie este arătată în fig. 2.10, unde forţele I-III CR 
Fi -. «a Fn urmează să [ie reduse în punctul O (fig. 2.10, a). Fiecare forță F, 
(i=1, 2,..., n) se reduce în punctul O la o forţă egală şi paralelă cu forţa 
inițială, avind acelaşi sens cu aceasta, și la un moment My = 04, x Ë, 
ceea ce face ca în punctul de reducere să se obțină un sistem de forțe concu- 
rente (fig. 2.10, b} şi un sistem de vectori moment (fig. 2.10, c). Forțele con- 
curente și vectorii moment se compun apoi separat, conform regulii paralelo- 
gramului, astfel că se determină o rezultantă R şi un moment rezultant M, 
(fig. 2.10, d), conform relaţiilor următoare : i ali 
R = SF; Ñh, = EM = FOA; x Fo). (2.10) 

În concluzie, un sistem de forțe oarecare se reduce într-un punct O la 

o forță rezultantă A, egală cu suma veelorială a forţelor, şi la un vector re- 
zultant Îi, obtinut prin însumarea geometrică a momentelor fortelor în ra- 


Fig. 2.10 
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port cu: punctul de reducere. Ansamblul acestor două mărimi vectoriale (Ñ, 


` M) poartă numele de torsorul de reducere al sistemului de forțe în punctul O 
şi se notează cu to 


Pentru exprimarea analilică a relaţiilor (2.10) se utilizează un sistem 
de axe rectangulare cu originea în punctul de reducere. Noting cu Xi Ya Z: 
proiecţiile torțelor pe axele Ox, Oy, Oz şi cu Ta Ye 2; coordonatele punctelor 
de aplicaţie, prin înmulțirea scalară a primei relații (2.10), succesiv cu ver- 


sorii Í, j, k ai axelor rezultă 


i X = EX;; Y= EY,; Z = DZ. (2.11) 
şi, în baza relației (2.6) 
M, = (Zi — 3Y); My = ze — tt); 
M, = E(x; Y; — p Xd (2.12) 
în care X, Y, Z sint proiecţiile rezuitanlei, deci 
R = Si Yj+4 Zk (2.13) 


iar Me My M, reprezită proiecţiile momentului 47, pe axele de coordonate 
sau momentele forțelor în raport cu axele Oz, Oy şi Oz, de unde 
Jh > Mà + Myj + Mk. (2.14) 
Prin urmare, torsovu! de reducere (24) al unui sistem de forţe reprezintă 
ausimblul mecanic cu alcătuirea cea mai simplă, aplicat în punctul de redu- 
cere, echivalent din punct de vedere mecanic cu sistemul de forțe considerat. 
Torsorul de reducere al unui sistem de forțe face posibilă evidenţierea unor 
proprietăţi intrinseci ale sistemului de forte. În acest scop se studiază văriația 
torsorului de reducere în raport cu schimbarea punclului de reducere. Se 
consideră sistemul de forte F, ..., Fo ..., E, din fig. 2.11, al cărui torsor 
de reducere în punctul O este compus din Fio şi R. determinate cu relațiile 
(2.10). Pentru reducerea în alt punct, de exemplu 0”, se procedează în mod 
similar, obținîndu-se 


Ro = EÑ; Alp = (0A; x F) (2.15) 
Observindu-se însă că DA: = T0 + Da, rezultă, 
Jio = S(00 + 04) ⁄ F = DO x (SF) + E0A x Fe 0.16) 


Dacă în relaţia (2.16) se pun în evidență elementele torsorului de redu- 
cere în punctul O, se obţine 


iy =M + 0'0 x Ë (2.17) 


Relaţia (2.17) arată variația momen- 
iului la schimbarea punctului de reducere 
și anume cind se trece de la punctul O 
la alt punct 0”. Din prima relaţia. (2.15) 
se enpslată că Ĝy = È ceea ce înseamnă 
că forța rezultantă Ë nu depinde de 
punctul de reducere, ea fiind deci un 
invariant al sistemului de forțe. 


Fig. 211 
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Un alt invariant al sistemului de forțe rezultă dacă se iamulţește scalar 
relația (2.17) cu vectorul A, astfel : 


Rily = Rh + 00 x R) 
Deoarece ROO x Ř) = 0, rezultă 
Rily = Rh 


ceea ce înseamnă că produsul scalar dintre vectorul rezultantă și vectorul 
moment este constant în raport cu punctul în care se face reducerea siste- 
mului de forţe, această cantitate constituind deci al doilea invariant al siste- 
mului de forțe, și anume invariantul scalar. Prin utilizarea proiecțiilor pe 
axe ale mărimilor vectoriale F şi Mọ produsul lor scalar se scrie 


Răi, = XM: + YM, + ZM, 


semnificațiile notațiilor fiind cele din relaţiile (2.11) şi (2.12). 

Membrul al doilea al relației (2.18) se numește trinomul invariant al 
sistemului de forțe. O altă interpretare a invariantului scalar se obţine prin 
exprimarea produselor scalare (2.17) sub forma - 


(2.18 


RM cos 8 = RM, cos a (2.19) 
relație care, după simplificarea cu R, devine 
My cos a = My cos £. ` (2.20) 


Relaţia (2.20) conduce la constatarea că în orice punct al spațiului, pro- 
iecția vectorului moment pe direcția vectorului rezultantă este aceeaşi 
(v. fig. 2.11). Notind această valoare cu M, se obține 


M RMe XM, + YM, + ZM, 
g R NEHEZ 
Analizind modificarea torsorului de reducere atunci cînd se trece de la 
un punct de reducere la altul, rezultă că orice sistem de forţe prezintă două 


mărimi mecanice, Ë şi FM, care nu depind de punctul de reducere, ele con- 
stituind deci invarianții sistemului de forţe. s 


(2.21) 


Dacă momentul M, este descompus în două componente, şi anume după ` 


direcția rezultantei (47,) şi după direcția normală la aceasta (41) aşa cum se 
arată în fig. 2.12, a, avînd. în vedere relaţia (2.21) se constată că variaţia 


Fig. 2.12 
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momentului se datorește numai modificării componentei M, deoarece cea- 
altă componentă este constantă. Această observaţie pune problema deter- 
` minării punctelor din spațiu care au proprietatea că vectorul moment este 
- minim. Forsorul alcătuit din R și Mu este numit torsor minimal, Minimul 
modulului momentului se înregistrează, evident, atunci cind M, = 0, ceea 
ce inseamnă că momentul total este coliniar cu vectorul rezultantă (R). 
„Pentru stabilirea locului geometric al punctelor care au această proprietate 
se consideră situația din fig. 2.12, b, în care, pentru sistemul de forțe stu- 
diat, este figurat torsorul de reducere in punctul O, tg = (R, Mo) Fie un punct 
` O'(a, y, 2) al locului geometrie căutat ; prin urmare, în acest punct, torsorul 
de reducere este minim. Așa cum s-a arătat, vectorii R și Mo sînt coliniari, 
proprietate care se poate exprima sub forma 
My A = 8 (2.22) 
unde ?} este un scalar. 
Modificarea momentului atunci cînd se trece de la punctul de reducere O 
* Ja alt punct O”, este dată de relaţia (2.16) care poate fi scrisă și astfel 


iy =M, — 00! x R. (2.23) 
Aviud în vedere că vectorul QO’ are expresia 
00' = ri +yj+ zÉ (2.24) 


- iar ÎI şi R se pot exprima prin proiecţiile lor pe axele de coordonate, se obține 
expresia momentului minim sub forma 


XI, = [Me — (Z — zY)]i [A — CX 
i — (Y = y3)ă. 


Coliniaritatea vectorilor M, şi R. aș: cum se arată în relația (2.22), 
presupune proporționalitatea proiecţiilor respective pe axele de coordonate, 
adică 


22)]j + [M, 


(2.55) 


Ma — UŽ —:Y) M ,—CGX—azZ) M,—(@Y—yX) (2.26) 
X Y Z 
-în care x, y, z reprezintă coordomtele unui punct curent al locului geometric. 
Se recunosc în relațiile (2.26) ecuațiile unei drepte în spațiu, această dreaptă 
'- fiind numită axa centrală a sistemului de forțe. f 
În situaţia particulară în care trinomul invariant (2.18) este nul, atunci 
și vectorul M, este nul şi deci definiția dată axei centrale, exprimată sub forma 
(2.22), este lipsită de sens. În acest caz, axa centrală reprezintă locul geome- 
tric al punctelor în care vectorul moment M este nui. 7 
În concluzie, reducerea unui sistem de forțe într-un punct situat pe axa 
antrală conduce la un torsor minimal, alcătuit din forța rezultantă R 
-ectorul moment M — M,, coliniar cu F, sau în particular la M = 0. 


243. CLASIFICAREA SISTEMELOR DE FORŢE 


S-a arătat în paragralul precedent că orice sistem de forțe poate [i i 
într-un punct la elementele mecanice cele mai simple, şi anume la vectoru 
forță E şi vectorul moment Mo acestea avind expresiile (2.10), componentele 

-lor pe axe fiind obținute cu relaţiile (2.11) și respectiv (2.12). 
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Reducerea sistemelor de forțe într-un punct și evidențierea învaria nților 
acestora fac posibilă gruparea sistemelor de forțe în clase de echivalență. 
adică clasificarea sistemelor de forţe. Criteriul de clasificare se stabileşte avind 
în vedere teorema de echivalență a două sisteme de forțe, şi anunte : condiția 
necesară și suficientă ca două sisteme de forţe să fie echivalente este ca ele- 
mentele torsorului de reducere Într-un punct să fie xespeciiv identice, adică, 

RU (2 - jga {p2 9 97 
RO = RO; MP MW. (2.27) 

În acest fel, mulțimea tuturor sistemelor de forļe se clasifică în patru 
clase de echivalență, şi anume: 

D R £ 0, Mo £ 0, reprezintă cazul cel mri general, în care sìnt posibile 
două situaţii, în funcție de valoarea trinomi lui invariant (2.18). 

a) RM, = 0, ceea ce înseamnă că cei coi vectori sînt perpendiculari- 


În acest caz, reducerea sistemului de forțe într-un punct O! situat pe axa ` 


centrală conduce numai la vectorul rezultantă Ř, vectorul Mo fiind nul. 
_ În concluzie, un astfel de sistem de forţe este echivalent cu o forţă unică 
R = 24, numită rezultantă, situată pe axa centrală a sistemului (fig. 2.13, a). 

b) RM, # 0; spre deosebire de cazul precedent. cei doi vectori formează 
un unghi diferit de z/2 și deci M, # 0. Într-un șurct:0" aparținind axei 
centrale, sistemul de forțe se reduce la un vector forță A și un vector mo- 
ment M, coliniar cu È (fig. 2.13, b). ! 

II) A z0;M, = 0. Sistemul de forțe este echivalent cu o forță unică È 
numită rezultantă, al cărui suport este axa cen'rulă. Această situație repre- 
zintă un caz particular de forma I a, în czre punctul de reducere O este situat 
chiar pe axa centrală. p 

IH) R= 0; M, #0. În acest caz sistemul de forțe se reduce in orice 
punct la același moment M, care este un vector liber. Aşa cum s-a arătat 
în legătură cu cuplurile de forțe (v. §2.3), vectorul liber Ñg se poaie înlocui 

priutr-o pereche de forţe paralele, 

egale şi cu sensuri opuse, conţinute 
într-un plan perpendicular pe vec- 
torul moment. Rezultă deci că sis- 
E temul de forțe este echivalenl cu 

o pereche de forțe care formează 

un cuplu situat într-un plan per- 


Fig. 214 pendicular pe Ñ$, (fig. 2.14). 
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IV).A =0; Ma = 0- În orice punct al spaţiului, torsorul. de reducere 
are ambele elemente nule. Sistemul de forţe este echivalent cu zero, ceea ce 
înseamnă că forțele sînt în echilibru și deci, aplicate asupra unui corp rigid, 
nu -au nici un efect mecanic. 


044: REDUCEREA SISTEMELOR PARTICULARE DE FORȚE 


„. „Se numesc sisteme particulare de forțe sistemele care se reduc la o forță 
unică; numită rezultantă, situată pe axa centrală. Trinomul invariant al 
acestor sisteme este nul (RM, = 0). Din această categorie fac parte forţele 


| coplanare, forţele paralele şi forțele concurente. 


Teorema lui Variynon. Se considară un sistem particular de forțe 
Pe 5 Fi.» Fa, echivalent deci cu forţa unică R al cărui suport este axa 
centrală (fig. 2.15). Prin reducerea forțelor într-un punct O, situat în afara 


-.- axei centrale, se obține momentul H, evaluat conform relației (2.10) adică : 


i = ER x Fa (2.28) 
Într-un punct a. axei centrale momentul rezultant My este nul. Acest 
moment poate fi însă cilculat cu relația (2.16), plecind de la torsorul de 
reducere din punctul O. obţinîndu-se 
te My =M, + 0'0 xR=0 
din care, pe baza proprietății 0'0 = —00', rezultă 
i M, =00' x È. (2-28 a) 
Se observă că membrul al doiler reprezintă de fapt momsntul rezul- 
tantei sistemului de forțe în raport cn puactal O. Avìnt în vedere și relația 
{2.28) se pune in evidență egalitatea 
Si, x F, = 00! x R. (2.29) 
Relația (2.29) reprezintă teorema lui Varignon- ṣi exprimă o proprietate 


“importantă a sistemelor particulare de forțe şi anume că momentul rezultantei 


în raport cu oricare punct al spațiului este egal cu suma momentelor tuturor 
forțelor sistemului în raport cu același punct. Teorema lui Varignon are un 
enunţ similar în cazul considerării momentelor în raport cu o axă. Într-adevăr, 
dacă se înmulțește scalar relaţia (2.29) cu versorul d, se obțin momentele 
forţelor, respectiv momentul rezultantei, in raport cu axa definită prin ver- 
Sarul considerat. i 


Fig. 2.15 Fig. 2.16 


Reducerea forţelor concurente. Se consideră sistemul de forțe concurente 
din fig. 2.16. Rezultanta forțelor se poate determina prin aplicarea succesivă 
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a regulei paralelogramulni, dar în calculul practic se utilizează compunerea 
analitică. Pentru aceasta se alege sistemul de referință cu axele rectangulare 
și cu originea în punctul de concurenţă. Proiecţiile rezultantei pe axele de 
coordonate se obțin cu relaţiile (2.11) iar vectorul rezultantă Ž are expresia 
(2.13). Cunoscindu-se proiecţiile rezultantei pe axe, se determină mărimea 
rezulta ntei, și anume 


R= yX Y2 (2.30% 
iar direcția și sensul acesteia se obțin prin cosinușii directori. 
cos (E, î) = X/R; cos (Ř, j) = Y/R; cos (Ř, E) = Z/R. 2.31) 


Avind în vedere regula paralelogramului. rezultă că suportul rezul- 
tantei trece prin punctul de concurență al forțelor. 

Sistemele de forțe concurente se pot găsi în două cazuri de reducere, 
şi anume: 

I) R 3 0 forțele se reduc la o forță rezultantă determinată aşa cum 
s-a arătat mai înainte. 2 

TI) R = 0 forţele sint echivalente cu zero, ele fiind deci în echilibru. 

Reducerea fortelor coplanare. Pentru simplificarea calculelor sistemul de 
axe se alege astfel încît forţele să fie conţinute în planul xOy (fig. 2.17). 
În această situaţie, proiecţiile forțelor pe axa Oz sint nule şi în consecinţă 
rezultanta nu are componentă pe această axă (Z = 0). De asemenea, forţele 
fiind coplanare cu axele Ox și Oy momentele respective sint nule (M, =0, 
M, = 0). Torsorul de reducere a forțelor în punctul O are expresiile 


R= Xi + YJ; Ñh = MĂ (2.32) 


fiind uşor de verificat că trinomul invariant (2.18) este nul. Se observă că 
momentul rezultat M, este perpendicular pe planul forțelor, astfel că în re- 
prezentarea din fig. 2.17 este indicat numai sensul său de rotire. 


y 
x Sati 
TOO PERI RI 
lu Š 
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ZM R 
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Fà 0 x 
Mo] - a 
N 
~= a 
Fig. 2.17 j - 
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Axa centrală, deci suportul rezultantei Ë, se obţine prin particularizarea 
ecuaţiilor (2.26) pentru z—0; Z=0; Ms =0; M, =0, adică 


0 0 _ M-Y- yi) (2.33) 
: i tale 0 o i : 
de unde rezultă ecuaţia 
Yr — Xy = Mo 23D 


~- Poziţia rezultantei poate fi obținută și pe baza teoremei lui Varignon, 
avînd în vedere că momentul rezultantei în raport cu punctul O trebuie să 


- fie egal cu suma momentelor forțelor. Suportul rezultantei este reprezentat. 


în acest caz de dreapta care are coeficientul unghiular m = tga = Y/X 
și este situată la distanța da față de punctul O, dată de relația 


dr = MIR. (2.35) 


Așa cum se observă în fig. 2.17, există două drepte tangente la cercul 
cu rază dy și care au coeficientul unghiular m. Dintre acestea, suportul re- 
zultantei îl constituie dreapta pentru care momentul rezultantei în raport 
cu O are același sens cu Mo. 

Cazurile de reducere sînt următoarele: 

D R#0; M#0. În acest caz sistemul de forțe este echivalent cu o 
rezultantă R situată pe axa centrală, a cărei ecuație este (2.34) sau care se 
determină cu relaţia (2.35). 

II) R #0, Mo=—0. Sistemul se reduce la o forţă rezultantă al cărei 
suport trece chiar prin punctul O. 

III) R =—0, M, + 0. Sistemul de forțe se reduce la un cuplu al cărui 
plan este chiar planul forțelor și al cărui moment este My 

IV) R=—0, M, = 0. Sistemul este echivalent cu zero, deci forțele sînt 
în echilibru. 

Principiul paralelogramului forțelor face posibilă reducerea forţelor 


-coplanare și prin procedee grafice. Compunerea grafică se bazează, de ase- 
. menea, pe operația elementară de echivalență potrivit căreia o forță poate fi 


înlocuită prin componentele sale. Pentru exemplificare se consideră sistemul 
din fig. 2.18, a. O cale de determinare a rezultantei constă din compunerea 


` succesivă a forțelor și determinarea de rezultante parţiale, utilizînd de fiecare 


dată paralelogramul fortelor, adică 
Re =F, + Fa: Ra = Rao + Fo: R = Ra + Fe 


Fig. 2.18 
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Procedeul este greoi și ca atare nu este aplicabil pentru operarea practică. 
de aceea se utilizează o construcție grafică suplimeutară care are și avan- 
tajul de a prezenta o anumită interpretare fizică. Pentru aceasta, se can- 
struiește poligonul forțelor, care constă din înșiruirea forţelor Ñ, ..., Fe 
desenate la o scară aleasă (fig. 2.18, b). Latura A,A; determinată de originea 
primei forțe și extremitatea ultimei forte a sistemului. reprezintă tocmni 
vectorul rezultantă dat de prima relație (2.10), stabilind deci mărimea, qi- 
recţia şi sensul rezultantei. În vederea precizării suportului rezultantei se 
urmăreşte găsirea unui punct de pe suportul respectiv. În acest scop, se alege 
un punct arbitrar O în afara laturilor poligonului forţelor (fig. 2.18, b) şi 
se unește acesta cu punctele A, ..., sa adică cu vîrfurile poligonului, obți- 
nindu-se razele polare A,0, 4,0, A50. Aceste raze pot fi considerate 
drept componente ale forțelor sistemului, astfel: F, = H, +(-H); F, = 
= h + (BA); F, = f, + (— Hp: Fi = Ñ, + (Ë; de unde 


R= P, +F -P tP Bz CB). 


Trecind la sistemul de forțe (lig. 2.18, a), observin? că forța F, are drept 
componente razele F, şi (—Â,) şi că aceste trei forțe treb ic să fie concurente, 
se alege un punct arbitrar B, pe suportul forței F, din care se duc paralele 
la razele polare 4,0 și 40. Forţele Ă, și (—H,). aplicate în punctul B, 
sînt, așadar, ec “ivalente cu_ forța F, În continuare se procedează în acblași 
mo şi cu componentele F, și (—H,) ale forţei Fa, dar punctul B, nu mai 
este arbitrar, el determinîndu-se plecind de la constatarea că H, și (—F,) 
au același suport. Operația se repetă pînă la ultima forţă a sistemului, asttel 
că aceasta este înlocuită prin componentele Fast), aplicate i în punctul B4- 
În acest fel, forțele F}. . F; au fost înlocuite” prin componentele lor, respectiv 
perechile 


(E (E); a) (8); (A) (CA); Ha) (E). 


Construcția astfel obținută poartă numele de poligon funicular. Deoa- 
rece componentele de pe laturile intermediare ale poligonului funicular sînt 
două cîte două egale și cu sensuri opuse, în baza operațiilor elementare de 
echivalență, ele pot fi suprimate și ca atare întregul sistem de forţe este echi- 
valent cu componentele F, și E 13) de pe laturile extreme ale poligonului 
funicular. Rezultanta acestor două forțe Lrebuie să treacă prin punctul lor 
de concurenţă, care se obţine prin prelungirea laturilor H, și H; ale poligo- 
nului funicular pînă la intersecția lor în punctul k. Prin acest punct se duce 
apoi o paralelă la latara A,A4ş a poligonului forțelor obținindu-se astfel su- 
portul rezultantei R. Poligonul funicular se interpretează ca fiind forma de 
echilibru a unui fir flexibil, inextensibil şi fără greutate avind lungimea 


MB, B,B3B4N, prins în punctele M și N aflate pe laturile extreme ale poli- . 


gonului, acționat ge forţele F, ..., F}. Dacă polul O s-ar alege la stînga poli- 
gonului de forțe, componentele F., ..., f, ar reprezenta forţele de compre- 
siune in laturile poligonului funicular, situație în care configurația poligonului 


funicular este interpretat ca formă de echilibru a unui sistem de bare drepte, ` 


articulate în punctele M, Bp Ba By By N. 

Cazurile de reducere a forţelor coplanare se regăsesc şi pe cale grafică. 
Primul caz este cel prezentat în fig. 2.18, la care, în poligonul de forţe, ori- 
ginea A, nu coincide cu extremitatea Ag și deci, poligonul de forţe este des- 
chis, iar în poligonul funicular laturile extreme sînt distincte şi concurente. 
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Fig. 2.20 


Sistemul se reduce la o rezultantă Â. determinată din poligonul forţelor, 
care trece pria punctul de intersecție a laturilor extreme ale poligonului 
funicular. 
Dacă la un sistem poligonul forţelor se închide, adică extremitatea ul- 
timei forțe coincide cu orizinca primei forte. rezultanta sistemului este nulă. 
Un astfel de sistem este arătat în fig. 2.19, a. Aşa cum se observă în fig. 2.19, b 
prima rază a poligonului forțelor se confundă cu ultima și ca atare laturile 
extreme ale poligonului funicular sînt paralele. iar componentele respective 
sînt egale și.cu sensuri opuse. Dacă laturile extreme ale poligonului funicular 
> sînt dislincte, cum se prezintă, de exemplu. cazul din fig. 2.19, a, atunci 
forțele respective se reduc la un cuplu al cărui moment este M = Hd. 

Ultimul caz de reducere este al sistemelor echivalente cu zero. situație 
` În care poligonul fortelor este inchis, deci R = 0, iar laturile extreme ale 
poligonului funicular se confundă (fig. 2.20). 

Reducerea iorţelor paralele. Se consideră sistemul de forţe paralele din 
î fig. 2.21. a. Direcţia comună a forţelor este definilă prin versorul_ă, astfel 
tele pot fi exprimate în funcţie de acest versor sub forma F; = Fñ. 
< Vectorul rezultantă se obţine din relația (2.10), astfel 


R = ZF, = SF = ùF, = üR (2.36) 
și deci 
R = ZF. 
Momentul forțelor în raport cu punctul O este 
A = Eñ x F; = Ei xF = Fi, xi (2.37) 
3 — Mecanica construcțiilor — cd. 39 33 
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astfel că, avînd în vedere relaţia (2.36), trinomul invariant devine 


RU, = (REF, x d) =0 (2.38) 


și ca pie este aplicabilă teorema lui Varignon. 
Relaţia (2.36) arată că mărin atei ă 
ația (2. a fi n ică 
Aaa ul e amom ea rezultantei este egală cu suma algebrică 
ri „entru a determina suportul rezultantei se aplică teorema lui 
Varignon în raport cu punctul O 


Fx Ř =R xP, sau Fx Rā = Xf; x (Fā). 
Avind în vedere proprietățile operațiilor vectoriale se obține 
(RF x ū) = EFi, x ū; (RF — EFF) x ü= 0. (2.39) 


; pronnan vectorial (2.39) este nul atunci cînd unul din cei doi termeni 
este nul sau cind vectorii sînt coliniari. Elimi nîndu-se cazul imposibil u= 0. 
sint analizate în continuare celelalte situații, adică 7 


RF — ZF; = 0 


reale Sie, conduce la stabilirea suportului rezultantei prin vectorul de 
poziţie al unui punct C prin care trece rezultanta sistemului 


D EF, F, E FF, 
i Ir, R’ (540) 
Condiţia ca cei doi vectori di ă fi iniari 
TEN | doi vectori din produsul (2.39) să fie coliniari se poate 
RI — SRI; = hü 
de unde 
= SF, À 
F= +—aă 
a Fi E (2.41) 


sau, avînd în vedere relația (2.40) 


F 


(2.42) 


in care A este un scalar Oarecare. 
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Expresia (2.42) reprezintă ecuația unei drepte care trece prin punctul 
de aplicaţie al rezultantei (notat cu C) şi care are direcția definită prin ver- 
sorul ā adică direcția comună a forțelor şi a rezultantei. Această dreaptă 
reprezintă tocmai suportul rezultantei, fiind deci axa centrală a sistemului 
de forțe (fig. 2.21. b). 

Se observă din relaţia (2.40) că vectorul F, nu depinde de versorul ăi 
și prin urmare punctul C nu depinde de direcția comună a forţelor. Aceasta 
înseamnă câ prin rotirea simultană a tuturor forțelor cu acelaşi unghi z, 
poziția punctului C nu se modifică și deci rezultanta forțelor paralele trece 
prin acest punct indiferent de orientarea forlelor paralele (fig. 2,22). Din 
acest motiv, punctul C se numește centrul forțelor paralele, avind deci pro- 
prietatea că axa centrală a sistemului de forţe trece în permanenţă prin el 
atunci cînd loate forțele se rotesc cu același unghi. 

> Într-un sistem de referinţă Ozyz, coordonatele centrului forțelor paralele 
se obțin prin proiectarea relației (2.40) pe axele sistemului 
Su. Pa 
STA 

Centrul forţelor paralele prezintă încă donă proprietăți importante, 
şi anume: 

— pozilia centrului forțelor paralele nu se modifică dacă toate forțele 
sint multiplicate cu același scalar a; într-adevăr, dacă F; = gF, expresia 
(2.40) . devine ; 


(9.43) 


Er, 


pa IF i (2.44) 
EF, 


— poziţia centrului forțelor paralele este invariabilă în raport cu for- 
tele, deci nu depinde de sistemul de axe ales. Fie un alt sistem de axe Ori? 
față de care se determină pozilia centrului fortelor paralele F, (fig. 2.23). 
Originea sistemului de referință iniţial are veelorul de poziție 7. Se observă 
că între vectorii de poziţie ai punctului de aplicaţie al forței Îi, există relația 


Fu =F +; şi deci expresia (2.40) raportată la sistemul Oz,y,2 devine 


fue EF Fa +F) EN ify + Fifa (2.45) 
R R 

de unde rezultă fje = f + Fo ceea ce înscamnă că vectorul de poziție al cen- 

trului forțelor paralele s-a modificat ca și vectorul de pozitie al oricărui alt 

punct, de exemplu al punctului A; și deci pozitia punctului C este legată de 

sistemul de îorţe. 
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Orice sistem de forţe paralele se încadrează într-unul din următoarele 
cazuri de reducere : , 

D) RO, Ma #0, sistemul de forţe este echivalent cu o forță unică, 
numită rezultanta sistemului, al cărui suport este axa centrală. 

II) R #0, M = 0 reprezintă o situaţie particulară a cazului I și anume 
aceea cînd rezultanta sistemului, deci axa centrală trece prin punctul 0. 

II) R =0, Mo 0, sistemul de forţe se reduce la un cuplu al cărui 
moment este Ay- 

IV) R=0, M= 0, sistemul este echivalent cu zero ceea ce înseamnă 
că fortele sint în echilibru. 


2.5. CENTRUL DE GREUTATE (CENTRUL MASELOR) 


Aşa cum s-a arătat la paragraful 1.5, una din forţele fundamentale care 
se dezvoltă în cazul interacțiunilor mecanice o reprezintă forla de greutate 


â = mă 


unde g reprezintă acceleraţia terestră iar m esle musa gravifică. 

Intensitatea g a cîmpului gravitațional al Pămîntului variază în funcţie 
de latitudine şi altitudine, prezentînd o valoare medie a modulului său de 
9,80665 m/s?. Direcţia accelerației terestre poate fi considerată cu suficientă 
exactitate că este dirijată spre centrul Pămîntului. 

În cazul sistemelor materiale (puncte și corpuri) răspîndite într-un 
domeniu relativ restrîns și ale cărui dimensiuni sint neglijabile în raport 
cu dimensiunile generale ale Pămîntului, așa cum sint de fapt situaţiile din 
practica curentă, forţele de greutate pot fi considerate forțe paralele. Această 
constatare face ca toate rezultatele şi concluziile paragrafului 2.4, referitoare 
la forţele paralele să fie aplicabile și pentru forţele de greutate. 


2.5.1. CENTRUL DE GREUTATE AL UNUI SISTEM MATERIAL. 
EXPRESII GENERALE 


Se consideră sistemul alcătuit din punctele materiale avînd masele 
My Ma... Mp... My ale căror poziţii sint precizate prin vectorii Fy 
Pas a Fin os Pa (Eig. 2.24). Se numește centru de greutate al sistemului 

centrul forțelor paralele reprezen- 


z Gi tate de greutăţile punctelor mate- 

A An riale respective. Vectorul de poziţie 

i al centrului de greutate se obţine 

| cu expresia (2.40) F 

f Gn _ O OZGE, O IGře 

P, = = 2. 

l e= 35, - (2.46) 
în care G = EG; este greutatea 
întregului sistem. 

< Dacă se are in vedere că G; = 
Y = mg și se înlocuiește în relația 
(2.46) rezultă 
z F: Em, gF: Im.ñ Îmi, (0.472) 
Fig. 2.24 Em9 Em: M 
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MI, = Em; (2.47b) 


unde M = Em; reprezintă intreaga masă a sistemului material. Se observă 
că in expresia (2.47a) poziţia centrului de greutate este obținută în funcție 
de distribuţia maselor sistemului material fapt ce conduce la noţiunea mai 
generală de centrul maselor. 

Dacă ta Ya z (= 1, 2,..., n) reprezintă coordonatele punctelor ma- 
teriale cu masele My Mə -ccs Mi -cs M ale căror greutăți sint respectiv 


Gp Ga <- -Gu <- -s Gu din relațiile (2.46) și (2.47a) se deduc expresiile coor- 
donatelor te Ye Ze ale centrului de greutate (centrului maselor) 
Em: SGa, P 
Ñ [= a = EA (2.48a) 
Emy, IGu: 9 AIh 
gime e (2.48b) 
Emz TGr 
z =A a, (2.480) 


Em; IG, 


Cantităţile Xm, Emp Emi reprezentînd suma produselor dintre 
masele punctelor materiale și distanțele lor pînă la planele de coordonate, 
se numesc momente statice în raport cu aceste plane 


Spor = Emi; Sros = Smith; Szou = Eme (2.49) 


Cu notaţiile (2.49), coordonatele centrului de greutate devin 


Suoz S:o+ ui Sro» 2.50 
i d a At ; 
Žo ari Ve Da o Fa M (2:00) 


Expresiile (2.50) îşi păstrează valabilitatea și în cazul unui corp rigid, 
acesta fiind considerat ca mediu continuu. Determinarea momentelor statice 
are în vedere în această situaţie o masă elementară dm (fig. 2.25), astfel că, 
prin însumarea pe întreg volumul V a momentelor statice ale maselor ele- 
mentare, rezultă 


Syo: = fă adm; Sos = fr ydm; Szoy = fz dm. (2.51) 


Momentele statice sìnt mărimi care pot avea orice valoare reală, ele pu- 
tînd deci să fie, după caz, pozitive, negative sau nule, deoarece coordonatele 
Zi Vs z; din relaţiile (2.49) la rindul lor pot avea orice semn. 

Centrul de greutate are următoa- 
rele proprietăţi generale : 

1) Este legat invariabil de sis- 
temul material, depinzind numai de 
distribuţia maselor acestuia. 

2) Dacă sistemul material are un” 
plan de simetrie, momentul static în 
raport cu acest plan este nul și deci 
centrul de greutate se găsește în acest 
plan. Într-adevăr, presupunînd că sis- 
temul de puncte materiale are un plan 
de simetrie a aceasta inseamnă tă 
fiecărui punct de masă m, situat la 


distanţa d, de plan, îi corespunde un alt punct, cu aceeași masă m; și la aceeaşi | 
distanţă fată de plan, dar situat de cealaltă parte a planului, deci la distanţă - 


—d;, iar priu însumare, se obține 
Sa = Emid; + Emi —d;) = 0. 


Poziţia centrului maselor, în raport cu acest plan, rezultă din (2.50) 


şi anume 


M 


ceea ce înseamnă că centrul maselor este conținut de planul de simetrie æ. 

În mod similar se poate arăta că centrul de greutate al unui sistem ma- 
terial care are o axă de simetrie se găsește pe această axă, iar dacă sistemul 
material are un centru de simetrie centrul maselor coincide cu acest punct. 

3) Dacă un sistem mecanic este descompus într-un număr de n subsisteme 
Su Sa ..:» Sh ale căror mase parțiale M, Ma, ..., M, şi centre de masă 
Cs Ca -.., Cn Sînt cunoscute, centrul de masă al intregului sistem coincide 
cu centrul de masă al unor puncte materiale de mase M, Mo ..., Mu CON- 
centrate în centrele de masă C,, Ca ..., Ca ale subsistemelor. Într-adevăr, 
centrul de mase al întregului sistem se obține cu relaţia (2.47a) care devine 


Emit m t-t EMF 
S, S, 5, 


B HSL (2.52) 
mtm +...+ Em 
1 S: Ss 
Avînd însă in vedere (2.47b) rezultă 
Mie =mi; Male = D Miñ e e Ma?ne = D Mie (2.53) 
S, S: Sr 
Prin substituirea expresiilor (2.53) în (2.52) se obține 
a a Mřie t Mase t.e. t Mane _ EMFu (2.54) 
ă M, + Ma pt Mu SM, 
relaţie care este identică cu (2.47a), dacă se consideră masele M,, M,, ..., Ma 
concentrate în punctele Cp Ca, ..., Cr 
Această proprietate se aplică şi atunci cînd sistemul total S- provine 
dintr-unul sau mai multe subsisteme (S;, S} ..., Sa) din care se elimină unul 
sau mai multe subsisteme (S7, S7, ..., Sx). În acest caz, masele subsistemelor 


eliminate sînt considerate în relaţia (2.54) ca fiind negative, ceea ce conduce 
la expresia 

i E Mie + SA Moe 
£ g> 


T, = 


(2.55) 
SM, +Y (M) 
M+, 


Relaţiile (2.54) şi (2.55) sînt de mare utilitate în calculul practic privind 
determinarea centrului de greutate al unor corpuri cu alcătuire complexă, 
situație în care aplicarea relaţiilor generale (2.50), (2.51) ar conduce la dez- 
voltări matematice foarte complicate. 


2.5.2. CENTRUL DE GREUTATE AL CORPURILOR OMOGENE 
UNI-, Bi- ȘI TRIDIMENSIONALE 


În cazul problemelor concrete formulele. generale (2.50) şi (2.51) privind 


stabilirea poziţiei centrului maselor capătă forme particulare determinate 
de modelul de calcul al sistemului mecanic analizat. 
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Corpuri unidimensionale omogene; 2 
eu secțiunea transversală constantă. Se 
consideră bara -omogenă din fig. 2.26, 
avind secţiunea transversală constantă. 
Masa elementară dm se exprimă în funcţie 
de densitatea materialului sub forma 
dm = pdV, în care dV = A dl, astfel că 
expresiile (2.50) şi (2.51) devin 


f zeA dl aa f yA al, 
e 3 Ye ; 
f, på dl f eA di 
f, z704 dt 
=» ig. 2.26 
e p pad EE 


unde L reprezintă domeniul de integrare adică lungimea curbei. Avind în 
vedere că densitatea p și aria A sînt constante, în relațiile precedente aceste 
mărimi se simplifică, obţinîndu-se 


r ij z - 

nm BET, ym LET, za BET, (2:56) 
j, at J, u s, dl 

relații care conduc la noțiunea de centru de greutate al unei curbe (linii ma- 

teriale), deoarece intervine arcul elementar dl. 

Pentru exemplificare se determină centrul de greutate al unui arc de 
cerc cu raza R şi unghiul la centru 2a (fig. 2.27). Deoarece bara are o axă de 
simetrie rezultă că v, = 0. Se observă că di = R dọ ; y = Reoso iar inte- 
grarea se face între limitele —a şi +x. 


+a 
(R cos ọ) R dọ 
y= Janin Ra (2.57 
j R dọ a 


=a 


În această expresie unghiul æ se exprimă în radiani. 
z 


mda 
î i A 
keni “i 
3 ; 
=| iară w aa y 
a 
9 x x 
Fig. 2.27 Fig. 2.28 


Corpuri bidimensionale omogene şi cu grosime constantă. În fig. 2.28 
este reprezentată o placă omogenă (p = const) şi cu grosimea h constantă. 
Considerind un volum elementar dV = hdA acesta are masa elementară 
dm = ph 44, utilizată apoi în relaţiile (2.50) şi (2.51), care devin 

Î „rohdA f vekda f zhdA 
= , azi a 


e e 
f ohda ? Jiphda > ® JfiphdA 


te 


ze 


Prin simplificare cu ph = const, se obțin expresiile coordonatelor cen- 
trului de greutate al unei plăci omogene cu grosimea constantă 
f xda f yda fizda 


e zag ; z 
i T aa Ye posi e Sa 


(2.38) 


unde domeniul de integrare A este reprezentat de suprafaţa plăcii. Relaţiile 
(2.58) în care intervine aria elementară dA au un caracter geometric, astfel 
Că ta Ye Te pot fi interpretate ca fiind coordonatele centrului de greutate 
al unei suprafete. Ca exemplu, se determină centrul de greutate al suprafeţei 
mărginite de o parabolă de gradul 2, de axa Oz şi dreapta x = a (lig. 2.29). 
Fiind date lungimile a şi b, ecuaţia parabolei esle y = (b/u2)a2. Aria elemen- 
tară d este asimilată cu un dreptunghi cu laturile dz şi respectiv y(x), deci 


dA = y dt = Ldr 


a 


iar coordonatele sale sînt x şi y/2, astfel că din relaţiile (2.58) rezultă 


a b 
firas f 7% de 
0 0 a 


Xy a (2.59a) 
b 4 
ftar ab a 
dă i, a? 


Ç{ Y Ju da) ( Le aide 
n (2.59b) 


Fig. 2.29 


Corpuri tridimensionale omogene. Este cazul general, reprezentat în 
fig. 2.29, Masa elementară are mărimea dm = dV = pdz dydz. Deoarece 
p = const, din formulele (2.50) și (2.51) se obțin, după simplilicări, expresiile : 

îzaY par 


Te 3 He 3 “e 


sar i, aY J, aY 


PEZA 


(2.80) 


Fie un con circular drept, cu raza bazei R și cu înălțimea H (fig. 2.30). 
În vederea determinării centrului de greutate se alege sistemul de axe astfel 
încit axa Oz este dirijată după înălţimea conului. Din motive de simetrie 
te =0 și ye =0. Volumulselementar rezultă prin decuparea unei fișii de 
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grosime dz. situată la distanţa z față de planul xOy, deci dV = xr?dz și cu coor- 
donatele v = 0, y =0 şi z. Variabilele r și z sint legate prin relaţia 


R 
"= — (H — Z). 
r= -2 


şi deci 
E, R? 
IV = z-— (H —z¥dz. 
g H? ( ) 


astfel că, din relaţia (2.60). după simplificarea cu zR2/H2 se obține 


n, E 
fi RU RT 


H A 
are St, 


În tabelul 2.1 sint dale centrele de greutate ale unor figuri (suprafețe) 
și corpuri simple. 


2.5.3. CENTRUL DE GREUTATE AL CORPURILOR CU FORMA OARECARE 

În problemele concrete ale ingineriei de construcţii corpurile care alcă- 
tuiesc sistemele mecanice au, în general, o geometrie complicată ceea ce face 
inaplicabite pentru calculul practic formulele generale (2.50) și (2.51) de deter- 
minare a poziţiei centrului de greutate. În această situaţie, se partiționează 
sistemul mecanic în subsisteme cu geometria simplă, ale căror centre de greu- 
tate și mase (lungimi, arii, volume) sînt uşor de determinat deoarece lie că au 
expresii cunoscute fie că sint întabelate. Se face apoi uz de proprietățile 
generale ale centrului de greutate, prezentate în paragraful 2.5.1. Avind în 
vedere aceste proprietăţi, se concentrează masa fiecărui subsistem în centrul 
său de greulale, reducirdu-se astfel problema la accea de determinare a cen- 
trului de mase al unui sisiem alcătuit dintr-un număr finit de puncte materiale 
şi de aplicare a expresiei (2.54). Dacă se utilizează sistemul de reterinlă Ozyz, 
coordonaiele centrului de greutate au următoarele expresii, obţinute prin 
proiectarea pe aceste axe a relaţici (2.54) 


SM: SM 
pp; a i (2.62) 


Sipo e Da, 


Prin parlieularizări pentru corpuri uni-, bi- și tridimensionale, relațiile 
(2.62) capătă formele următoare : 
— Corpuri uniuimensionale 


Ye Zi 7 Se (2.63) 


pE = 
El; Eh 


unde ; reprezintă lungimea arcelor de curbă sau tronsoanelor de bară ìn care 
s-a partiţionat corpul. 
— Corpuri bidimensionale 


EAT, SA EAs, i 

rem HEE, p a A, p E, (2.64) 
SA, Sa, SA, 

S-a notat cu A, ariile figurilor componente. 
— Corpuri tridimensionale 

St XV aj EV; E, 

e E pi ze E, (2.65) 
EV; EV, EY, 


Centrele de greutate ale unor čōrpuri ` 


Tabelul 2.1 


A Coordonatele centrului de greutate 
Corpul 
T, LE fi 
q y 
S 
E R sin 4 
Ei 0 — — 
E o | a « 
3 R 
5 
2 X 
2 hA 
3 IESE p 
2R sin æ 
E ————— D — 
g 3a 
3 
= 
5 
E 
a 
5 
3 3 
—b >h — 
5 8 
3 E 
b 2 h 
10 
z 
0 0 ih 
z 4 
3 y 
a 
E€ 
k 
& 
0 0 —R >° 
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în care V; reprezintă volumele cor- 
purilor în care s-a partiționat între- 
gul domeniu. 

În relațiile (2.63), (2.64) şi (2.65) 
Xp Yo Z; Sînt coordonatele centrelor 
de greutate ale subsistemelor com- 
ponente. 

Aplicația 2.1. Un exemplu de 
aplicare a relațiilor (2.64) este pre- 
zentat în legătură cu fig. 2.31 
care reprezintă secțiunea transver- 
„sală a unei grinzi din beton pre- 
` comprimat. La partea inferioară a 
grinzii sint plasate golurile pentru 
introducerea armăturii pretensionate 
astfel că se va determina centrul de 
greutate al secţiunii nete. 

Centrul de greutate se găseşte 
pe axa de simetrie a figurii şi deci 


SA ge 


Je = — = 
Ye EA, 


din suma ariilor parțiale 1—5. 


£, = 0. Determinarea coordonatelor y, se face cu relaţia (2.64) iar calculul se 
prezintă sub formă sistematizată în tabelul 2.2, astfel că rezultă 


= 91,24 cm, 


Este de observat că ariile parţiale ale elementelor 6 —70 s-au considerat 
negative deoarece secțiunea netă totală se obţine priu scăderea acestor arii 


Tabelul 2.2 


Elementul A; V, A 
Li em? cm cm 
1 1 500,0 133,50 200 250 
2 1140,0 78,50 89 490 
3 930,0 15,50 14 415 
4 112,5 121,00 13 612 
5 112,5 121,00 13 612 
6 — 63,6 27,18 —1 728 
7 — 63,6 27,18 -1728 č * 
8 —28,2 19,00 — 537 
9 —28,2 8.00 — 220 
10 —28,2 8,00 — 226 
3.5831 > 326 934 


2,5.4. TEOREMELE LUI GULDIN-PAPPUS 


Teorema ]. Se consideră arcul de curbă plană de lungime L, care se rotește 
în jurul unei axe Oz coplanară cu arcul și care nu îl intersectează (fig. 2.32). 
Arcul generează o suprafaţă de rotalie a cărei arie urmează să [ie calculată. 
În acest scop se determină aria suprafeței descrisă de arcul elementar d? 
aceasta fiind aria laterală a unui cilindru cu înălțimea di și cu raza cercului. 
de bază y, deci dA = 27ydl. Prin însumarea tuturor ariilor elementare se 
obţine aria totală care este 


A = f, dA = 27 f, yal. (2.66) 
Dar, conform relației a doua (2.56), există egalitatea 


f yd = ye f, Al 


sau 
fay al = yek- (2.67) 
Din relaţiile (2.66) şi (2.67) se obţine aria suprafelei laterale sub forma 
d = (27y) (2.68} 


În această relație se observă că 27y, reprezintă lungimea cercului descris 
de centrul de greutate al arcului de curbă astfel că prima teoremă are urmă- 
torul enunţ : aria suprafeței generate de un arc de curbă plană care se roteşte 
complet în jurul unei axe situate în planul său şi pe care nu o intersectează 
este egală cu produsul dintre lungimea arcului descris de centrul de greulate 
al arcului de curbă și lungimea acestui arc. 


4 
1 
i 
1 
1 
' 
i 
[i 
j 
1 
1 
1 
1 
i 
1 


Sia ~or 


Fig. 2.32 Fig. 2.33 


Teorema IT. Fie o curbă plană închisă care delimitează o suprafață cur 
aria A (fig 2.33). Prin rotirea curbei în jurul unei axe coplanare cu ea şi pe 
care nu o intersectează, de exemplu axa Oz, se generează un corp de rotație al 
cărui volum urmează să fie determinat. Fie dV volumul determinat prin rotirea 
ariei elementare dA. Acest “volum se obţine prin diferența volumelor a doi 
cilindri astiel : 


dV = z(y + dy)? dz — zy? dz. 


44 


După efectuarea calculelor şi eliminarea infinițitor mici de ordin superior, 
avînd în vedere că da dy = dA, rezultă 
dV = 27y dA 
de unde 
V =f, dV =27 f y dA. (2.69) 


Din relația (2.58) se obține însă 
fay dA = ye f dA 


sau 

fiy dA = yet. (2.70) 

Prin substituirea rezultatului din relația (2.70) în relația (2.69) se găseşte 

V = (27) A (2.71) 

rezultat care conduce la formularea teoremei a IT-a astfel : volumul corpului 

generat prin rotirea unei curbe plane închise în jurul unei axe coplanare pe 

care nu o intersectează este egal cu produsul dintre aria mărginită de curbă 
şi lungimea cercului descris de centrul de greutate al suprafetei. 

Aplicația 2.2, Se dă sistemul de forțe din tig. 2.34 la care F, =2/2F 

F, =A/3F, Py =2F şi M, = 2/2Fa. Se cere determinarea torsorului de 

reducere în O și caracterizarea sistemului de forțe. 


7 


Fig. 2.34 


Proiecțiile rezultantei se calculează pe. baza expresiilor (2.11), de unde 
rezultă 


X evn% H (-V/5F) i LO=r 
y 


Y = 0 + (=F) + 0 = -F 
NE) 
Z= (2/38) + E pet 20 =F 
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şi deci R= Fi + (COPIL FĂ şi R = /3F. 
Direcția rezultantei este precizată prin unghiurile definite prin următoarele 
valori ale cosinuşilor : N 
cos, R) = 1//3; cos G, R) = —1//3; cos (k, R) = 1/3. 
Pentru calculul componentelor Ma, M, Me se are în vedere faptul că 


acestea reprezintă suma momentelor forțelor date în raport- cu axele Ov- 
Oy, Oz, la care se adaugă proiecţiile pe axe ale momentului M, ohținindu-se 


M, = 0 + (BF VBa) + ENa) + (2 BF (22) = 6 Fa 

M, = OV2FX 220) — (VIPAVI) — Fa) +0 = —Fa 

M: = 0 + DAVIA — VEINAVN] + 

+0 — 0/2FO(/2/2) = ~ Fa. 
Rezultă 
h = (GFoi + (Faj + (Fa) k; My = y3 Fa. 

Pentru a caracteriza sislemul este necesar să se determine torsorul in- 
variant (2.18) a 
RĂI, = (FX6Fa) + (FX Fa) + FXF) = bF, 


Deoarece R #0, Xi, #0 şi AM, # 0 sistemul de forte se reduce la o 
forță A situată pe axa centrală şi la un moment minim AI, coliniar cu rezul- 
tanta, avînd mărimea dată de relația (2.21), adică 


M, = Ea = SA = 2/3Fa. 


R NB: 


S 
Axa centrală a sistemului de forțe are ecuațiile (2.26) adică 
6Fa — (Fy + Fz) Fa—(Fz:— Fx) Fa — (—Fx — Fy) 
E —F F 


care, după efectuarea calculelor, conduc la 
gz -y — 2z -+ 5a=0 


2g 4y —z — 2a = 0. 


3. Echilibrul sistemelor mecanice 


3.1. CARACTERIZAREA GEOMETRICĂ 
A MODELELOR MECANICE DE BAZĂ 


Studiul sistemelor mecanice are ca scop determinarea mărimilor de natură 
geometrică care precizează poziţia (configuraţia) sistemului și a unor mărimi 
mecanice care se referă la starea acestuia, 

Din punct de vedere geometric, un sistem mecanic este caracterizat prin 
gradele sale de libertate adică prin numărul parametrilor independenţi necesari 
pentru a defini configurația sistemului. Astfel, poziţia unui punct material P 
în spaţiu este complet determinată dacă sint cunoscute coordonatele sale 
£p, Yp, Zp, într-un Sistem de axe, așa cum se arată în fig. 3.1, a. Aceasta 
înseamnă că un astfel de punct prezintă trei grade de libertate. Modul de ale- 
gere și natura acestor parametri nu sînt unice dar pentru un același sistem 
numărul lor este invariabil. Un exemplu este arătat în fig. 3.1, b, c unde 
de această dată poziţia punctului P este stabilită fie prin mărimile geometrice 
Or, Pr Zm fie prin Op, ea, pp. Este evident că se pot stabili relaţii de trecere 
de la un grup de coordonate la alt grup, ceea ce înseamnă că, din cele nouă 
mărimi geometrice arătate în fig. 3.1, a, b, c, numai trei sînt independente, 
celelalte şase determinîndu-se din acestea prin relații liniare. 

Un punct material se spune că este liber dacă, din punct de vedere geo- 
metric, el poate ocupa orice poziţie. Dacă punctul material este obligat să 
respecte anumite condiţii geometrice, ceea ce înseamnă că i se impun restricții 
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de această natură, se spune că punctul mate- 
rial este cu legături. Din această categorie face 
parte, de exemplu, un punct obligat să rămînă 
pe o suprafață sau pe o curbă. În aceste cazuri, 
coordonatele punctului trebuie să satisfacă 
ceuația suprafeţei, adică o relaţie de forma 
fæ, y, 2) =0, respectiv ecuaţiile curbei și 
anume H(z, y, z) =—0, far, y 2) =0. Con- 
stringerile geometrice impuse punctului mate- 
rjal se numesc legături, iar exprimarea ana- 

Fig, 3.2. litică a acestor restrictii se realizează prin 

relalii de legătură. 

Fiecare condiție impusă poziţiei punctului material, exprimată printr-o 
relație de legătură, reduce numărul gradelor de libertate cu o unitate. Astiel, 
un punct material situat pe o curbă prezintă un singur grad de libertate, şi 
anume coordonata curbilinie sp (fig. 3.2), celelalte două grade de libertate fiind 
anulate prin ecuaţiile curbei. ip 

În domeniul ingineriei de construcții prezintă interes practic clasificarea 
legăturilor după următoarele donă criterii ; 

a) sensul în care se manifestă restricția geometrică, din acest punct de 
vedere existind : 

— legături bilaterale, care funcţionează in ambele sensuri, ca de exemplu, 
o bilă plasată între două suprafete plane, paralele, reprezentînd un punct 
material situat într-un plan (fig. 3.3, 0); | 

— legături unilaterale, acestea manitestindu-se într-un singur sens, cum 
este cazul unci bile suspendate cu un fir, situaţie in care bila este obligată să 
rămînă pe cercul determinat de lungimea firului numai dacă firul este efectiv 
întins (tig. 3.3, b). 


Fig. 3.3. 


b) natura legăturilor, şi anume: y BeN 

— legături ideale sau lucii, la care forțele de frecare sint neglijabile 
ca efect mecanic 

— legături reale sau cu frecare, la care forţele de frecare moditică semni- 
ficativ fenomenul mecanic şi ca atare acestea urmează să fie considerate în 
calcule. 

În cazul sistemelor de puncte materiale pot exista atit legături interioare, 
între punctele materiale care alcătuiesc sistemul, cît și legături exterioare 
între sistemul analizat şi alte sisteme (corpuri). 

În mod similar cu cele prezentate în legătură cu poziţia unui punct ma- 
terial, se definește noţiunea de grade de libertate in cazul unui corp rigid. 
Astfel, pentru cunoaşterea poziţiei în spațiu a unui corp rigid este suficientă 
precizarea poziției a trei puncte Pp Pa P; necoliniare ale sale, deci în total 
sint necesare nouă coordonate (Xo Yo 2o i = 1, 2, 3). Avind însă în vedere 
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id, 
că distanţele dintre cele. trei puncte sint invariabile, deoarece corpul 'este 
rigid, cele nouă coordonate nu sînt independente, ele trebuind să satisfacă 
trei relaţii de forma 


dis = Vi 


Pr (gi Ga zii = 2, 3 


ceea ce conduce la constatarea că un corp rigid liber în spaţiu are şase grade 
de libertate. 

În cazul particular cînd unui punct material i se impune să rămînă într-un 
plan această restricție se manifestā ca o legâtură simplă şi gradul de libertate 
se micșorează cu o unitate. În consecinţă, un corp care se mişcă într-un plan 
va dispune numai de trei grade de libertate iar punctul material numai de două. 

Se notează : 


Ge — numărul gradelor de libertate ale unui punct material liber sau 
ale unui corp rigid liber; 

l — numărul legăturilor simple ; 

G, — numărul gradelor de libertate efective. 


S-a arătat că există relaţia 
Gi=6 — l (3.2) 
in care G? are valorile din Gradele de libertate ale modelelor mecanice 
de bază 
tabelul 3.1. 


+ Relaţia (3.2) şi elementele IRI CE PIE CAISE N 
din tabelul 3.1 servesc pentru me tes erele Gi 


Tabelul 3.1 


Modelul mecanic 


caracterizarea sistemelor me- Spaţiu Pian 
canice complexe, alcătuite din : f 5 
puncte materiale şi/sau corpuri  Punet materin) 3 = 
rigide, la care apar legături Corp rigid s 3 


atit interioare cit și exterioare. 


3.2. ECHILIBRUL CORPULUI RIGID LIBER 


Aşa cum s-a arătat în paragraful precedent, un rigid liber poate ocupa 
din punct de vedere geometric orice poziţie în spaţiu, poziţia sa efectivă fiind 
determinată exclusiv de sistemul de forţe care se aplică asupra lui. 

Problemele echilibrului corpului rigid liber se încadrează într-unul din 
următoarele aspecte: 

a) se cunosc forţele care acționează asupra rigidului și se cere să se preci- 
zeze poziţia sa de echilibru, adică să se determine totalitatea parametrilor 
corespunzători gradelor de libertate ; 

b) se dau o parte din parametrii de poziţie iar sistemul de forţe este cu- 
noscut doar parţial, cerindu-se să se determine restul parametrilor de poziţie 
iar sistemul de forţe să fie complet determinat ; ” 

c) poziţia rigidului este complet precizată urmînd să se determine siste- 
mul de forţe care conduce la această poziţie de echilibru. 

În primul caz problema are, în general, o soluţie unică ; în celelalte două 
situaţii sint posibile mai multe soluţii şi aceasta deoarece orice sistem de forţe 
poate îi înlocuit cu un alt sistem echivalent cu sistemul initial; rezultă deci 
că, în vederea obținerii unei soluţii unice sînt necesare condiții suplimentare. 
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Rezolvavea problemelor menționate mai înainte se bazează pe exprima- 
rea conditiei ca un sistem de forţe să fie în echilibru, adică să fie echivalent 
cu zero, şi anume ca ambii vectori ai torsorului de reducere să fie nuli 


A =0; A =0. (3.3) 


Condiţia de echilibru (3.3) este necesară şi suficientă deoarece, dacă 
vectorii torsorului de reducere în punctul O sînt nuli, ei își păstrează aceste 
valori în oricare alt punet al spaţiului. 

Avind în vedere relațiile (2.11) şi (2.12) condiţiile vectoriale (3.3) conduc 
la următoarele şase ecuaţii scalare de bază, ele fiind liniar independente 


IX, =0; EY, =Q; 
SM =0; EM =0; 


Se face observaţia că numărul ecuaţiilor scalare de echilibru pentru un 
corp rigid, aşa cum rezultă din ecuaţiile (3.4) și (3.5), este egal cu cel al gradelor 
de libertate pe care le prezintă corpul liber în spaţiu, 

Ecuațiile scalare de echilibru pot fi exprimate și sub altă formă şi anume 
una, două sau toate cele trei ecuaţii de proiecții (3. 4) inlocuindu-se prin ecuații 
de momente în raport cu alte axe decit ecuaţiile (3.5). În acest caz este necesar 
să se analizeze în ce condiţii cele șase ecuații obținute sînt independente. 
Alegerea modalităţii practice de exprimare a echilibrului se face în funcție 
de particularilăţile fiecărei probleme concrete, astfel încît volumul calculelor 
să fie cît. mai redus. 

Dacă asupra corpului rigid sînt aplicate sisteme particulare de forțe, 
numărul ecuaţiilor scalare de echilibru se reduce în mod corespunzător. 

Astfel, în cazul forţelor concurente, pe baza relaţiilor (2.32) condiţiile 
vectoriale (8. 3) conduc la trei ecuaţii scalare de echilibru. Într-adevăr, alegind 
sistemul de axe așa fel ca forţele să fie conţinute în planul xOy se obtin con- 
diţiile 

EX, =0; SY, =0; SMa = 0. (3.6) 


Se observă că ecuația de momente în raport cu axa Oz se interpretează 
ca fiind ecuaţie de momente in raport cu un punct și anume cu originea siste- 
mului de axe. Această ecuaţie poate fi înlocuită printr-o ecuaţie de momente 
în raport cu oricare alt punct din planul forțelor. 

Ca şi la forţe în spaţiu, una sau ambele ecuaţii de proiecţii se pot înlocui 
prin ecuaţii de momente în raport cu puncte situate în planul zOy, 

În concluzie, rezultă că în cazul forțelor coplanare, cele trei condiţii de 
echilibru se exprimă într-una din următoarele variante : 

a) forma de bază, dată de relaţiile (3.6), cele trei ecuaţii rezultînd inde- 
pendente ; 

b) o ecuaţie de proiecţie pe o direcţie ccplanară cu forţele și donă ecuaţii de 
momente în raport eu două puncte din același plan. Pentru ca ecuațiile să fie 
independente este necesar ca dreapta determinată de cele două puncte să nu 
tie normală pe direcţia proiecțţiilor. 

e) trei ecuaţii de momente în raport cu trei puncte coplanare cu fortele 
şi necoliniare. 

Alegerea uneia din cele trei variante de exprimare a echilibrului este de- 
terminată de particularităţile sistemului de forţe, scopul urmărit fiind acela 
de a obţine relaţii cit mai simplu de exprimat. 


(3.4) 
(3.5) 
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2 În cazul sistemelor de forţe para- 
lele, dacă se alege axa Oz cu aceeaşi 

direcție cu cea a forțelor (fig. 3.4), 

Â B 5, |? atunci trei din cele şase condiţii (3. 4) 
E | (3.5) sint identic satisfăcute și anu- 
me EX;=0, ZY;=Ù, EMa=0, echi- 
| Hibrul fiind deci condiţionat de satis- 
facerea celorlalte trei ecuatii, adică: 

| 


o 


- 
| EZ, =0; SMa=0; EM, =0. 
i (3.7) 


Fig. 34. Este posibilă şi altă variantă de expri- 
mare a echilibrului, şi anume prin ecu- 
ații de momente în raport cu trei axe, cu restricția că aceste axe nu trebuie 
să fie nici concurente in același punct şi nici paralele. 
Un sistem particular îl reprezintă, de asemenea, forțele concurente, si- 
tuaţie în care condiția vectorială de echilibru se reduce la R = 0, ceea ce 
conduce la trei condilii scalare, şi anume : 


EX, =0; EY, =0; I2 =0. (3.8) 


În tabelul 3.2 este prezentată sinteza condițiilor de echilibru în cazul 
unui corp liber. 


3.3. ECHILIBRUL CORPULUI! RIGID CU LEGĂTURI 


În paragraful precedent s-a analizat echilibrul corpului rigid liber, sta- 
bilindu-se condițiile în care un sistem de forțe aplicat asupra unui astfel de 
corp constituie un sistem echivalent cu zero. În practică însă, elementele de 
construcție şi construcţiile în ansamblul lor, modelate drept corpuri rigide, 
nu sînt izolate și ca atare nu sint libere, Elementele de construcție sint legate 
între ele astfel incit să formeze, in general, un ansamblu invariabil, iar con- 
strucţiile sint fixate la o bază de rezemare. Astfel, o grindă de pod este sus- 
ținută în anumite puncte ale ei pe suporţi care, la rîndul lor, se sprijină pe 
teren (fig. 3.5) Legătura dintre grindă şi suporţi se realizează constructiv 
astfel incit deplasările relative să fie parţial sau total împiedicate. Analizată 
izolat, grinda nu mai este un corp liber deoarece poziţiei sale i se impun con- - 
strîngeri geometrice în punctele de rezeniare, puncte în care apar interacțiuni 


Srindă corp rigid) 
ai Cati 


a 
k J 


u__J R=reozem llegăturâ? La 2 


Fig. 3.5. 


Tabelul 3.2 


Condiţiile de echilibru a! sistemelor de forțe 
PR E N a ae 


ME: Sr. ceuați-| Forma de bază a condițiilor Varianta de exprimare a 
Sistespul, de doirte]: Jor de de echilibru condiţiilor de echilibru 
echilibru 


PI O RR, BO a e a 


3 ecuaţii de proiecţii pe trei | a) 2 ecuaţii de proiecţiipe2 axe; 
4 ecuaţii pe momente în ra- 
port cu 4 axe 

b) 1 ecuaţie de proiecţie pe o 
axă; 

5 ecuaţii de momente in ra- 
port cu 5 axe 

c) 6 ecuaţii de momente în ra- 

2 port cu 6 axe 

` Obs, Cele șase ecuaţii trebuie să 
fie liniar independente 


Forțe oarecare 6 
in spaţiu n direcții oarecare ; 

3 ecuaţii de momente in ra- 
port cu 3 axe oarecare 


ecuații de proiecţii pe dauă | a) 1 ecuaţie de proiecţie pe o 
axă coplanară cu forțele: 
2 ecuații de momente în ra- 
port cu două puncte din pla- 
nul forţelor 
Dreapta care uneşte cele două 
puncte să nu fie perpendicu- 
lară pe axa de proiecție 

b) 3 ecuaţii de momente în ra- 
port cu 3 puucte căre să nu 
fie coliniare 


Forțe coplanare 
oarecare direcţii distincte copianare 
cu forţele; x 

1 ecuație de moment in ra- 
port cu un punct din pla- 
nul forțelor 


La] 
«e 
1o 


1 ecuaţie de proiecții peo'| a) 3 ecuații de momente in ra- 
direcție paralelă cu forţele ; port cu 3 axe care nu sint 
ecuaţii de moment în ra- nici concurente „in același 
port cu două axe care nu punct și nici paralele 

sint paratele cu forțele 


Forțe paralele 3 
a) în spațiu 


w 


ú 
b) in plan 2 į 1 ecuație de proiecţie pe o | a) 2 ecuaţii de momente ìn ra- 
direcţie din planul forțe- port cu două puncte din 
dor fără a fi perpfendicu- planul forţelor cu condiţia ca 
lară pe direcţia forţelor; dreapta determinată de aceste 
1 ecuaţie de moment în ra- puncte să nu fie paralelă cu 
port cu uu punct din planul forţele 
forţelor 
Forțe concurente! 
a) in spaţiu 3 3 ecuaţii de proiecţie pe trei 
axe oarecare 
b) în plan 2 2 ecuaţii de proiecţii pe două 
X axe oarecare din planul 
forțelor 


| 
| 


mecanice. Legătura în. aceste puncte se realizează prin inlermediul unor ele- 
mente speciale numite aparate de reazem a căror descriere în detaliu se face 
la disciplinele de specialitate, Din punctul de vedere al problemelor Mecanicii 
construcțiilor se”va considera că aparatul de rezemare face parte din corpul 
de rezemare care va fi, în continuare, numit reazem. 


3.3.1. TIPURI DE REAZEME. FORȚE DE LEGATURĂ 


Se constată că legătura dintre un corp şi reazemul său se realizează pe o 
anumilă zonă de contact (fig. 3.6, a). În fiecare punct al zonei de contact. se 
dezvoltă forţe elementare de legătură, egale și direct opuse (fig. 3.6, b), 
ansamblul lor alcătuind două sisteme de forle de legătură, fiecare sistem re- 
partizat pe cîte unul din cele două corpuri, Distribuţia forţelor elementare 
de contact depinde de numeroși factori Lizici, dar în mecanică, pentru simpliti- 
care, se are în vedere doar efectul global al Lorţelâr de legătură. În acest 
scop, se reduc forlele în punctul teoretic de rezemare ohținindu-se torsorul 
forţelor de legătură alcătuit din vectorii R, şi M, (fig. 3.6, e). 


Fig. 3.6. 


În cazul cel mai general, deplasarea unui punet al rigidului este caracle- 
rizată prin doi vectori, și anume o translație 5 și o rotire 0. Dacă se utilizează 
un Sistem de axe, cei doi vectori pot fi exprimati prin componeulele lor sub 
tor ma 


S = ai + Baj + 3 (3.92) 


O = 8i + Oyj + 0k | (3.9b) 


Fiecare dintre cele șase componente din relaţiile (3.9 a, b) reprezintă o depla- 
sare simplă, definind deci o deplasare (translație sau rotire) după o singură 
direcție. 

În concordanță cu realizarea lor constructivă, reazemele au rolul“de a 
împiedica (bloca) una sau mai multe deplasări simple, exercitind astfel con- 
stringeri geometrice asupra poziției corpului. Efectul de anulare a unei depla- 
sări simple se numeşte legătură simplă--Rezultă deci că, în ceea ce privește 
tipurile de reazeme, există o multitudine de posibilități de realizare în functie 
de numărul și natura deplasărilor simple pe care le suprimă sau, altfel spus, 
al legăturilor simple pe care le introduce. Totuşi, în practica curentă a iB- 
nerici de construcţii sînt utilizate numai citeva tipuri de reazeme. 

Pentru a examina echilibrul corpului cu legături este necesar ca acesta 
să fie adus în situația corpului liber ale cărui condiţii de echilibru au forma 
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(3.4). (3.5). Aceasta este posibil pe baza axiomei legăturilor care are urmă- 
torul enunţ : orice legătură poale fi suprimată cu condiția introducerii efectului 
său mecanic care constă dintr-o forță de legătură corespunzăloare. Rezultă deci 
că, pe direcția unei legături Simple care anulează o translație, se dezvollă o 
forţă de legătură de tip forţă concentrată iar pe direcția unei legături simple 
care impiedică o rotire apare o forţă de legătură de tip moment concentrat. 
Asttel, legătura completă a corpului cu reazemul său (fig. 3.6, «) presupune 
deci § = 0, 6 =0 şi conduce la forţele de legătură R, și ÎI, reprezentate în 
figura 3.0, c 

Pentru reprezentarea diverselor tipuri de reazeme se folosesc sehematizări 
care pun în evidenţă restricţiile geo metrice (legăturile) pe care aceste reazeme 
le manitestă asupra corpului. În general, la schematizare se utilizează bare 
drepte, dublu articulate, indeformabile (penduli), grupate astfel incit să 
realizeze restricţiile geometrice specifice fiecărui tip de reazeme. 

În continuare, sînt prezentate tipurile uzuale de reazeme, atit pentru 
problemele spaţiale cît şi pentru cele plane. 

Probleme spațiale. În acest caz se examinează : 

— Reazemul simplu, care constă din rezemarea corpului înlr-un singur 
punct (fig. 3.7, a).- În acest fel, orice translație a punctului de reazem, conți- 


nută in planul tangent la suprafaţa corpului, este posibilă. Este permisă, de, 


asemenea, rotirea 0 în raport cu orice axă care trece prin punctul de reazem. 
Rezultă deci că, din totalul celor șase deplasări simple distincte, puse în evi- 
denţă în relaţiile (3.9 a, b), este blocată o singură componentă, și anume 
transtaţia după direcţia normală la suprafaţa corpului în punctul de reze- 
mare. O modalitate de materializare constructivă a reazemului simplu constă 
dintr-o sferă de dimensiuni relativ mici interpusă între corp și baza sa de spri- 
jinive. Schematizarea reazemului se reprezintă ca în fig. 3.7, b în care legă- 
tura simplă este realizată printr-o bară dreaptă orientată după direcția depla- 
sării blocate. 

În conformitate cu axioma legăturilor, suprimarea reazemului impune 
deci introducerea unei forţe de legătură de tip forţă concentrată al cărui su- 
port este dat de pendulul din fig. 3.7, b. Din punct de vedere static reazemul 
simplu prezintă o singură necunoscută, și anume mărimea forței de legătură 
(lig. 3.7, ©. i 

— Reazemul artieulal sau arliculafia împiedică în totalitate transla ția 
punctului de reazem (5 = 0), astfel că acest Lip de reazem conţine trei legături 
sumple, aşa cum rezultă din expresia (3.9 a), Reazemul permite rotiti în raport 


Fig. 37. 


cu oricare axă aparţinind familiei de drepte 
care trec prin reazem. Un exemplu de realizare 
constructivă a unui reazem articulat este pre- 
zentat în fig. 3.8. Legătura dintre corp și 
reazem este asigurată printr-o sferă care pă- 
trunde în două cavităţi — de asemenea sfe- 
vice — practicate atit în corpul examinat cît 
și în reazem. Schematizarea reazemului se face 
fie prin trei penduli concurenţi în punctul 
teoretic de rezemare şi care au o dispunere 
spațială ca în fig. 3.9, d, fie ca în fig.3.9, b. 

Forţa de legătură corespunzătoare reazemului articulat constă dintr-o 
forță concentrată care trece prin articulaţie, avînd deci mărimea şi direcţia 
necunoscute (R, x, fi din tig. 3.9, c). O altă modalitate de reprezentare a forței 
de legătură are în vedere precizarea acesteia prin componentele: sale pe trei 
axe distincte (Xp, Ya, Za). În ambele variante reazemu! articulat. introduce 
irei necunoscute statice (scalare). 


Fig. 3.9. 


— Arliculația cilindrică este arătată în fig. 3.10 și se compune dintr-un 
manşon solidar cu corpul în interiorul căruia glisează o bară cilindrică atașată 
reazemului. Din modul de realizare a reazemului se observă că sint permise 
două deplasări simple, și anume translaţia în lungul barei și rotirea în jurul 
acesteia. Atașind reazemului un sistem de axe, se pot identifica deplasările 
simple blocate (nule) care sînt: 5,, dz, Op, Oa Scheinatizarea reazemului este 


- alcătuită din patru penduli în grupe de cite doi penduli concurenţi, determi- 


nind plane perpendiculare pe direcţia comună a barci și manşonului (fig. 3.11, a). 

Cele patru legături simple conduc la patru necunoscute statice : componentele 

Ya, Zn ale reacţiunii forţă R şi respectiv M, M., componentele reacţiunii 
ui N 


eu 


Fig. 3.10. 


corpul de reazem 


Fig. 3.11. 


moment Jf (fig. 3.11, 5), vectorii E şi AI fiind conţinuţi în planul yOz, În locul 
acestora se poate considera grupul echivalent de nec unoscule R, M, x, R. 
adică mărimea și direcția fiecăruia dintre cei doi vectori R ș 


— Reazenuul încastrat sau încastrarea se realizează 


ză atuuci cînd corpul 
este complet fixat de reazem şi ca urmare toate deplasările punctului de reze- 


mare sînt blocate (3 = 0, 6 = 0), aşa cum se prezintă situația din Tig. 3.6. a. 


Reazemul încastrat introduce deci șase legături simple, corespunzătoare celor * 


şase componente ale deplasărilor din expresiile (3.0 a, b). Schematizarea 
grafică se obișuuiește să se reprezinte ca în fig. 3.12, 4, deoarece schemati- 
zarea prin şase penduli este mai complicată, 

Necunoscutele ` statice scajare (forțe de legătură simple) sînt date de cele 
șase componente ale vectorilor reacţiunii R şi Å, aceştia avind o orientare 
oarecare în spaţiu (fig. 3.12, b). 


Fig. 3.12. 


Probleme plane. Aşa cum s-a arătat, un corp în plan fără legături dispune 
de trei grade de libertate, poziția sa fiind complet precizată prin cunoașlerea 
a trei parametri geometrici. Altfel exprimat, deplasarea unui astfel de corp 
este caracterizată prin două componente simple de tip translație și o deplasare 
simplă de tip rotire, corpul rămînînd în permanență în același plan. În această 
situaţie, reazemele (legăturile) corpului sînt aşa fel alcătuite incit să blocheze 
una, două sau toate celé trei deplasări simple. 

—  Reazemul simplu (reazemul mobil) sprijină corpul astfel încit sint 
permise două deplasări simple : translaţia în jungul tangentei din punctul 
pe contact şi rotirea în jurul acestui punct. Este împiedicată translaţia după 
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direcția normalei fiind deci anulat un singur grad de libertate ffig. 3.13, a)- 
Materializarea constructivă a reazemului mobil este foarte variată și depinde, 
în principal, de mărimea forței de legătură și de materialul din care este 
realizat. În fig. 3.13, b, c sint arătate două modalități de alcătuire, și anume 
cînd se utilizează oţelul, respectiv betonul armat, precizîngdu-se prin linii 
intrerupte deplasările permise de fiecare reazem.. 

Sehematizarea gratică simplificată se face fie printr- un pendul care indică 
deplasarea simplă blocată, ca în fig. 3.14, a, fie ca în fig. 3.14, b. Supri- 
marea legăturii impune introducerea unei reăcțiuni forță, cu suportul precizat 
de axa penduluiui şi cu mărimea necunoscută R (fig. 3.14, c) ceea ce înseamnă, 
că reazemul mobil introduce o singură necunoscută statică. 


Heazem 


Fig. 3.14. 


— Reazemul articulat (reazemul fix sau articulația) blochează ambele com~ 
ponente ale translației punctului teoretic de reazem, permiţind deci rotiri ale 
corpului în jurul acestui punct, Articulația anulează două grade de libertate 
deoarece prezintă două „legături simple. Pentru schematizare se pot utiliza 
doi penduli concurenţi în punctul teoretic de rezemare (fig. 3.15, a). Se obiș- 
nuiește însă ca reprezentarea unui reazem articulat să se facă ca în 
fig. 3.15, d. ` 

Reacţiunea constă dintr-o forță care trece prin punetul leoretic de reze- 
mare și care are valoarea şi direcţia necunoscute (fig. 3.16, a). În locul acestora 
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se pot introduce alte necunoscute, și anume com- 
ponentele reacţiunii pe două axe, de regulă orto- 
gonale (fig. 3.16, b). 

Un exemplu de realizare constructivă a unui 
reazem articulat (fix) este cel din fig. 3.17 în 
care este pusă în evidenţă deplasarea simplă 
permisă de reazem. 

— Articulația cilindrică plană prezintă două 
legături simple astfel dispuse îucit împiedică o 
componentă a translaţiei și rotirea. Schemaliza- 
rea constă din doi penduli paraleli foarte apropiaţi, dar distincţi, dirijați 
după normala la direclia translaţiei posibile (tig. 3.18, a). Cele două necunos- 
cute statice sinl reprezentate de o reacțiune forţă R cu direcţie comună cu 
cea a pendulilor și o reacțiune moment M. 


— Încostrarea suprimă orice posibilitate de deplasare anulind toate cele 
trei grade de libertate ale punctului de rezemare și deci ale întregului corp: 
Încastrarea asigură continuitatea corpului cu reazemul său, așa cum se vede 
în fig. 3.19, a. Schematizarea reazemului se face fie ca în fig. 3.19, b, unde 
sînt puse în evidență cele trei legături simple pe care le conţine încastrarea. 
fie ca în fig. 3.19, c, unde se indică blocarea totală a secţiunii de încastrare. 
Forțele de legătură corespunzătoare celor trei legături create de reazem sint 
arătate în fig. 3.19, d. Un reazem încastrat introduce deci irei necunoscute 
statice scalare. 


Fig. 3.18. Fig. 3.19. 


În calculul automat al structurilor condițiile de rezemare se descriu sub 
o formă codificată. Astfel, avind în vedere expresiile (3.9 a, b), codul cine- 
matic al unui reazem este compus din șase cifre, zero sau unu, tare precizează, 
în ordine, gradele de libertate corespunzătoare celor şase deplasări simple 
raportate la un sistem de coordonate cartezian. Cifra zero semnifică existenţa 
gradului de libertate după direcţia corespunzătoare poziţiei pe care cilra o 
ocupă iu cadrul codului, iar cifra unu indică prezenţa unei legături simple 
şi ca atare blocarea gradului de libertate respectiv. Utilizînd această codificare, 
tabelul 3.3 conţine sub formă sistematizată tipurile de reazeme, în spaţiu 
și în plan, precizindu-se atit caracteristicile lor cinematice cît şi numărul şi 
natura forțelor de legătură. ` 
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Tabelul 3.3 (continuare) 
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3.3.2. FIXAREA CU REAZEME A RIGIDULUI. 
CARACTERIZAREA STATICĂ 


Un rigid este fixat, adică are o poziţie invariabilă, independentă de siste- 
mul de forte aplicat asupra sa, dacă toate gradele sale de libertate sint complet 
şi efectiv anulate (blocate) cu legături. 

Problema fixării prin rezemare a unui rigid prezintă două aspecte, și 
anume: 

— aspectul cântitativ se referă la numărul minim at legăturilor, create 
prin reazeme, necesar pentru fixare; 

— aspectul calitativ are în vedere dispunerea legăturilor astfel încît 
vigidul să prezinte o poziţie efectiv invariabilă. 

Din punct de vedere cantitativ, numărul minim al legăturilor simple 
trebuie să fie egal cu cel al gradelor de libertate pe care le prezintă rigidul liber 
(v. tabelul 3.1), fiind deci şase pentru probleme spatiale şi trei pentru pro- 
hleme plane. Asigurarea acestui număr se realizează prin combinaţii ale tipu- 
rilor de reazeme prezentate in tabelul 3.3. Se observă că un reazem încastrat 
este suficient pentru fixarea completă a unui corp, atit în spaţiu cit şi în plan. 

Grupările de reazeme care asigură [ixarea unui corp cu un număr mi- 
nim de legături sint prezentate în tabelul 3.4. 


Tabelul 3.4 


Fixarea cu reazeme a unui rigid 
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racter necesar, nu însă 


Numărul minim al reazemelor 
Tipul Cazul de 
problemei rezemare Reazem Reazem Articulate | castrari Observaţii 
simpul articulat cilindrică neastrare 
PO CNO N N OU O IN 
Piană I 3 o= — — |. Analiza ca- 
Jitativă a 
; dispunerii 
I L 1 - = 
III — H 1 — Fără res- 
tricpie 
; Spațială I 6 
5 zi Analiza ca- 
3 - E Jitativă a 
iE 3 1 ii 3 dispunerii 
IH 2 - 1 i 
IV - — - 1 Fără res- 
Š tricție 


Condiţia cantitativă, referitoare la numărul minim de legături are un ca- 


i suticieat. Pentru ca un corp să aibă asigurată o strictă 


invariabilitate geometrică se impune o dispunere judicioasă a legăturilor în 
aşa fel încit corpul să fie electiv fixat. Cunoscîndu-se tipurile de reazeme 
precum Și numărul de legături simple. pe care le prezintă fiecare din acestea, 
se pot analiza condiţiile de fixare ale unui corp atit în plan cit şi în spaţiu. 

Examinarea echilibrului unui rigid cu legături se bazează pe axioma legă- 
turiloc potrivit căreia orice legătură poate fi suprimată (înlăturată) cu condiţia 
introducerii forţei de legătură corespunzătoare. Procedind în acest fel cu toate 


. 
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y ) A 
reazemele rigidului, acesta devine liber şi ca atare sint aplicabile condiţiile 
de echilibru (3.3). Necunoscutele problemei sînt, în acest caz, forţele de legă- 
tură introduse în conformitâte cu cele prezentate în tabelul 3.3. 

Pentru ca soluţia problemei să fie unică și finită este necesar ca numărul 
ecuaţiilor de echilibru să fie egal cu cel al necunoscutelor iar determinantul 
sistemului să fie diferit de zero. O astfel de situaţie este static determinată 
deoarece ecuaţiile de echilibru static (3.3) sint suficiente pentru determinarea 
necunoscutelor problemei. Este evident că, orice legătură introdusă în plus. 
faţă de numărul minim conduce la creșterea numărului de necunoscute, în 
timp ce numărul ecuaţiilor se menţine acelaşi. În acest caz, forţele de legătură 
nu pot fi calculate, problema fiind static nedeterminală. 

Dacă corpul posedă ntmărul minim de legături necesare invariabilității 
geometrice, dar dispunerea acestora este defectuoasă și ca atare el nu este 
electiv fixat, se spune că rigidul prezintă legături critice, constituind un sis- 
tem critic simplu. În general, pentru ca un corp în spaţiu să aibă asigurată 
o strictă invariabilitate geometrică este necesar ca cele șase legături simple 
să fie astfel dispuse încît să nu existe nici o axă in raport cu care momentele 
forțelor de legătură să tic toate nule. 

Se ya examina, în continuare, problema fixării corpului în plan, anali- 
zindu-se modalităţile de alegere şi de dispunere a reazemelor. 

Cazul 1. Fizarea cu trei reazeme simple. Dispunerea judicioasă a celor 
trei legături simple este aceea în care aceste legături nu sînt nici concurente 
în același punct şi nici paralele, evitindu-se astfel situaţiile critice prezentate 
în fig. 3.20, a, b. La sistemele critice, încărcările oarecare conduc la valori 
infinite ale forţelor de legătură. Astfel, dacă se consideră încărcarea oarecare P, 
aplicată asupra rigidului din fig. 3.20, c, ecuaţia de echilibru ZM, = 0, 
conduce la valori infinite ale reacţiunilor R, R» R, De asemenea, se obțin 
din ecuaţia de proiecție pe direcția perpendiculară pe direcția comună a for- 
telor de legătură valori infinite ale reacţiunilor corpului din fig. 3.20, d. În cazul 
încărcărilor particulare P,, aplicate ca în fig. 3.20, c, d, sistemele devin 
static nedeterminate, iar reacţiunile nu pot fi calculate. Această situaţie se 


Fig. 3.20. 
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respectiv de forțe E ig. 3.20, i iar ecuaţiile vectoriale de isa ibru 
(3.3) conduc: în fiecare caz în parte la numai două condiţii scalare, şi anume 
de forma 4b, respectiv 3b din tabelul 3.2. Din punct de vi edere geometric poziția 
cor pului nu este strict invariabilă. Astfel, dacă reazemele simple sint concu- 
rente în acelaşi punct (lig. 3.20, a), esle posibilă rotirea corpului în jurul punc- 
tului de concurență, k; în cazul cînd reazemele sînt paralele (fig. 3.20, b) 
corpul poate avea o translație pe direcția perpendiculară pe direcția reazeme- 
lor, ambele mișcări fiind compatibile cu legăturile rigidului. 

Prin utilizarea schematizării celorlalte reazeme plane prin penduli 
și anume, articulaţia (fig. 3.15, a), articulaţia cilindrică (fig. 3.18, «) și încas- 
trarea (fig. 3.19, b), dispunerea corectă a acestor legături se bazează pe con- 
cluziile rezultate din analiza fixării corpului cu trei reazeme simple. 

Cazul 2. Fizarea cu un reazem simplu și unul articulat. Dispunerea corectă 
a legăturilor este arătată în fig. 321, a. Sistemul este critic dacă legătura 
creată de reazemul simplu trece prin reazemul articulat (fig. 3.21, b), situaţie 
în care se regăseşte cazul din fig. 3.20, 

Cazul 3. Fizxarea cu un reazem simplu şi o articulaţie cilindrică (Lig. 3.22). 
Cele trei legăluri simple nu trebuie să fie paralele deoarece această rezemare 
este similară cu cea din fig. 3.20, b şi deci sistemul este critic. 

Cazul 4. Fivarea printr-o încaslrare. Schematizarea incastrării ca în 
fig. 3.19, b pune in evidenţă faptul că cele trei legături simple nu pot fi 
nici paralele și nici concurente, ceea ce conduce la concluzia că un reazem în- 
castrat crează o fixare efectivă a corpului. 


Fig. 3.22. 


Fig. 3.21, 


Fiecare din cele pătru modalităţi de fixare a corpului în plan crează o 
situaţie static determinată. Orice reazem introdus suplimentar face ca rigidul 
să devină static nedeterminat, numărul de necunoscute statice depășind 
deci numărul ecuaţiilor de echilibru. 

Se numeşte grad de nedeterminare statică al unui sistem mecanic dife- 
rența dintre numărul necunoscutelor forțe de legătură și .cel al ecuaţiilor de 
echilibru static. 

Se notează : 


Gns — gradul de nedeterminare statică ; 
E — numărul ecuaţiilor de echilibru; 
N — numărul necunoscutelor statice. 


Rezultă, conform definiţiei 
Gas =N —E (3.10) 


În relaţia (3,10), numărul necunoscutelor este egal cu cel al legăturilor 
simple (N = 1,), specificate pentru fiecare tip de reazem, în tabelul 3.3. În 
„ceea ce privește numărul ecuaţiilor de echilibru, acesta este dat in tabelul 
i 2 în funcţie de particularitățile sistemului de forţe al cărui echilibru se ana- 
izează. 


63 


k Avind în vedere caracterizarea geometrică sintetizată prin relația (3.2) 
Și caracterizarea statică exprimată prin relația (3.10), rezultă că G = =G 

É A É > It ii ns S ur. 

În concluzie, modelele mecanice de bază (punctul material si corpul rigid) 

se pot găsi în una din situațiile prezentate în tabelul 3.5. ` i 


Tabelul 3.3 


Caracterizarea geometrică și statică a unui rigid 


G é Aspeelul geometric Aspeelul saie 
: "ns - Ni 
Semmiticaţie Caracterizare Semnificație | Caracterizaye Sceunoseute 
a _ ; ; > 
>0 <0 (a Mecanism NE Determinat | Forțe de 
legătură 
Parametri 
de poziție 
o — i > 
0 D ml Fixat cu nu- N=E Determinat | Forțe de 
nur minint ătură 
leaătur 
de tegături seura 
<0 >0 GP <t, Fixat cu sur- A>E Nedeter- Forțe de 
Mus de le- minat legătură 
a egătură 
Se face observaţia că, în ceea ce privește solidul rigid. tabelul 3.4 se re- 


Îeră -numai la ve aliie de natură cantitativă, fixarea efectiv a corpului 
realizindu-se printr-o dispunere corectă a legăturilor. 


3.3.3. EXPRIMAREA ECHILIBRULUI 

i Examinarea echilibrului corpului rigid se bazează pe axioma legăturilor 
e ă i i « re 

i or mitate cu care legăturile se pot suprima cu condiţia introducerii 
fetelor pepanice ale acestora, și anume a forțelor de legături specificate în 
abet „3. În această situatie, corpul devine liber, iar asupra lui sint aplicate 
două categorii de forțe, și anume: ' 

— forțe active, provenind din acțiunile exterioare ; 

— forțe de legătură (reacțiuni). i 
in Echilibrul corpului Se exprimă sub forma condițiilor vectoriale (3.3) 

care. pentru a diferenția cele două categorii de forțe, se fac notatiile : i 


hi -Moa — elementele torsorului de reducere al forțelor active; 
„ Th = elementele torsorului de reducere al Tortel, 
| i ot elementele torsorului de reducere al! fortelor legătură 
Cu aceste notații, condiţiile generale de echilibru devin r de legătură, 
P +R = 
Aloa HT =0. i 
Similar cu cele arătate în legătură itii 3) 
, l arăta g ă cu condițiile (3.3), ecuatiile v ri 
(3.11) conţin șase ecuaţii scalare de forma generală BA și (3 gre vectoriale 


Studiul concret al echilibrului i 
vului cor > zături ăi laşi 
mod: cae a ap aeret al eohili pului cu legături se electuează în același 
eat al puiul liber, cu observația că.necunosentele scalare ale pro- 
ei Sînt a cătuite, în general, din forțele de legătură şi para metrii de poziţie 
așa cum se precizează în tabelul 3.5. i 


(3.11) 
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Algoritmul de rezolvare a problemelor privind echilibrul corpului cu legă- 
turi conţine urinăloarele etape: 

1) Precizarea fortelor active aplicate asupra corpului. 

2) Identificarea legăturilor (reazemelor), caracterizarea geometrică şi 
statică (tabelul 3.5). 

3) Supritnarea legăturilor şi introducerea fortelor de legătură corespun- 
zătoare (tabelul 3.3). 

4) Stabilirea necunoscutelor problemei. 

5) Alegerea axelor de coordonate şi exprimarea condiţiilor scalare de 
echilibru care derivă din relațiile vectoriale (5.11). 

6) Rezolvarea sistemului de ecuaţii algebrice, interpretarea rezullatelor. 

Deoarece la suprimarea legălurilor componentele reacțiunilor au fost ” 
alese cu sensuri arbitrare, sensurile reale ale acestora se stabilesc în functie 
de semnul cu care au rezultat aecunosentele scalare în urina rezolvării sis- 
temului de ecuaţii. Astfel, necunoscutele pozitive au sensul real identic cu 
cel ales, iar cele negative au sensul real invers celui atribuit iniţial. În cazul 
legăturilor cu fire, forta de legătură din orice Tir trebuie să fie de întindere; 
in caz contrar, legătura respectivă nu se poate manifesta şi ca atare la exami- 
narea echilibrului ea se elimină fără a se introduce o forță de legătură. 


3.3.4. FRECAREA ÎN REAZEME 


După cum s-a arătat, legăturile oricărui corp — utilizat ca elemenl str 
toral — sint introduse cu scopul de a fixa corpul şi/sau de a-i asigura deplasări 
dirijate numai după anumite direcții. în ușa fel încît acesta să salistacă atit 
cerinţele functionale. cit şi criteriile de rezistent abilitate și detormabilitate. 
În paragrafele precedente au fost analizate condiţiile de echilibru ale unui 
corp considerind că legăturile acestuia au o funcţionare teoretice ideală, ne- 
glijînd deci o serie de aspecte generate de faptu! că legăturile au o maleria- 
lizare conerelă, fiind realizate din maleriale care au proprietăţi fizice bine 
precizate (deformabilitate, capacitate de rezistentă limitată etc.). Dintre 
fenomenele care apar în cazul reazemelor reale, fenomenul de frecare mo- 
dilică seannificativ condiţiile de echilibru si de aceea, în cele mai multe cazuri, 
acest fenomen nu poate fi neglijat. 

Prevarea în reazemul simplu. În conformilate cu modul de definire 
a acestui reazem, contactul dintre corp şi reazem se realizează îulr-un punci, 
iar singura deplasare simplă împiedicată este transtaţia acestui punct în di- 
reciia normalei la planul tangent comun (v. fig. 3.13). Aceasta înseamnă 
că echilibrul este posibil numai dacă rezultanta [ortelor exterioare Ñ împreună 
cu forța de legătură Ñy (v. fig. 3.14, c) formează un sistem echivalent cu zero, 
adică Ñ, + B, =U deci şi Ñ, este normală pe planul tangent. În practică, 
se observă că echilibrul se menţine şi dacă directia rezultaatei Æ, diferă de 
cea a normalei cit timp însă unghiul dintre aceste direcții nu depășește o 
valoare limită. Acest. fenomen este explicat prin faptul că, în realitate, da- 
torilă delormării, contactul dintre corp şi reazem se stabilește nu punctiform 
ci pe o anunnilă zonă, în fiecare punet al aceslei zone dezvoltindu-se forte de 
legătură, aşa cum se arată în fig. 3.6, b. Prin reducerea acestor forje în punctul 
de contact se oblin elementele torsorului forţelor de legătură, şi anume E, 
şi M, (v. fig. 3.6, c), Noting cu Ñ, şi Al, elementele torsorului de reducere 
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"al forțelor exterioare, echilibrul se reali- 
zează dacă sînt satisfăcute. relaţiile (3.11), 
adică. 
Rat B0; Me +M, =0, 

situație care este arătată în fig. 3.23. 

Pentru a pune în evidentă efectele pe 
care rezemarea reală le are asupra condiţiilor 
de echilibru se descompun vectorii Ra, Ri 
Ma M, în componente normale pe planul 
tangent şi respectiv conținute în acest plan, 
rezultînd : 


Ras R, +R; B=NI+T (3.123) 
Me = +M; M, =M, +i, (8.12b) 
Proiectarea condițiilor vectoriale de echilibru (3.11) pe două direcţii, 


şi anume direcția normală și o direcție din planul tangent, conduce la urmă- 
toarele ecuaţii scalare : $ 


N RaO (3.13) 
ai: mi (3.135) 
My tu A (3.14) 
M, —M,=0. (3.14b) 


Componentele 7, M, și M, ale forțelor de legătură se dezvoltă în zona 
de contact, datorită deformărilor locale, şi poartă numele de forțe de Irecare 
“în reazemul simplu. Mărimea, sensul şi suportul fiecărei dintre ele sint în co- 
relație directă cu mărimea, sensul și suportul componentei corespunzătoare 
a forțelor active, astfel încit,. în situaţia de echilibru, să fie satisfăcute re- 
laţiile (3.13) și (3.14), ceea ce înseamnă că: 

~ apar numai dacă forţele active conduc la componente după aceste 
direcţii, adică la componentele R, Mp, Mi; - 

— Sensurile lor sînt direct opuse tendinței de mișcare imprimate de 
forțele active; : 

— valorile lor sint cuprinse între zero și o valoare limită a cărei eva- 
luare se bazează pe date experimentale, i 

În continuare se va analiza fiecare dintre relațiile de echilibru (3.13) 
şi (3.14). i 
„¿ Componenta normală a forțelor active, notată cu R,, este echilibrată 
de forța de legătură Ñ, numită reacţiunea. normală. Această reacțiune poate 
fi oricît de mare deoarece, aşa cum S-a arătat, corpul de reazem se consideră 
cu capacitatea de rezistență nelimitată. 

Forţa R, tinde să deplaseze corpul în planul tangent. O astfel de miş- 
care poartă numele de alunecare și ea este împiedicată de către forța. de 
legătură 7, numită forță de frecare de alunecare. 

Pe bază experimentală, Coulomb a stabilit legile frecării uscate și anume: 

— valoarea maximă a forței de frecare este independentă de mărimea 
suprafeţelor în contact ; 


— valoarea maximă a forței de frecare depinde de natura şi starea supra- 
feţelor în contact ; 


— forţa maximă de frecare este proporțională cu valoarea reacţiunii 
normale N (coeficientul de proporționalitate stabilindu-se experimental). 
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Din cele trei legi rezultă 


Tmar = UN, 


cocficient de frecare de alunecare. 


Tabelul 3.8 


Coeficienți de frecare 


Natura 
corpurilor 
PO N N N NP ORI O a 

Jsa 0,15—0,30 


ţel = 
sa dă Unse 0,10 
Uiseale 0,19 
Otel pe fontă 
sau pe bronz Tiisa 0,10 
Otel pe sheaţă 0,027 


| 


în care p este un coeficient adimensional numit 


Dacă forla maximă de frecare este depăşită 
şi deci corpul se pune în mișcare, coeficientul 
de frecare scade pe măsură ce viteza re 
creşte (fig. 3.24). Valoarea maximă a coeli 
în stare de repaus, se mai numeşte $ 


Uscate 9,70 
iatr: VO i Sa 
Lemn pe piatră Gi T 
Useale 0,10—0,60 
Lemn pe lemn PER Rae a 
Cauciuc pe asfalt Lseate 0,70 
imidă pe Liscale 0,50.—-0,60 


cărămidă 
m_m 


în vedere condiția (3.14a) se obţine 


Componenta M,a ; 
rostogoli corpul prin rotire 


arată că ac 


mensiunile unei lungimi. 


Pentru echilibru este necesar ca M, să 


M, = Mp SYN. 


la suprafata de contact. Mișcarea este însă lega ăi 
frecare la rostogolire M, numit moment de frecare i e KAREE 
est moment prezintă, de asemenea, 0 valoare ă, $ 


Mr, mas > SN 


j 
(3.15) pe 


Dernei OR 


Fig. 3.24. 
relativă i a 
ientului de frecare, înregistrată 
i coeficient de aderență, ua: În 
tabelul 3.6 sint date citeva valori 
ale coelicientului de frecare u uti- 
lizate în probleme tehnice. 
Din cele arătate mai înainte 
rezultă că, în ceea ce priveşte ten- 
dinta de alunecare, echilibrul se 
menține cît timp este satisfăcută 
inegalitatea frecării 


RT < yN. (3-16) 


Momentul normal M, are ca 
efect tendința de rotire a corpului 
in jurul axei normale şi este denu- 
mit moment de pivotare. Acestei 
tendințe i se opune momentul for- 
delor de frecare la pivotare Mp a 
cărui valoare maximă poate fi ex- 
primată sub forma 


Mp, mas = YN (3.17) 


unde v reprezintă coeficientul de 
frecare la pivotare iar N are aceeași 
semnificație ca în relația (3.15). 
Coelicientul v depinde atit de cocfi- 
cientul u, cit şi de forma suprate- 
tei de contact dintre corp și reazem. 
Din punct de vedere dimensional, 
acest. coeficient este o lungime. A 

nu depăşească Mp, mez Avind 


(3.18) 


momentului forțelor exterioare are tenana le 
a lui în jurul unei axe conţinute în planul Lange: 


ă de cuplul forţelor de 
togolire. Experiența 


(3.19) 


ici recar i ire şi are di- 
în care s poartă denumirea de coeficient. de frecare la rostogolire $ 
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Cil timp cuplul fortelor exterioare M, este mai mic sau egal cu moment u 
maxim de frecare la rostogolire, mişcarea nu este posibilă și corpul este în 
repaus, Rezultă deci că, din punctul de vedere al roslogolirii, pe baza relației 
(3.14b). condiţia de echilibru are lorma 


W= M, ss. (3.20) 


Se mnitica lia fizică a coeficientului s poate fi pusă în evidenţă dacă se 
examinează un caz simplu, şi anume fenomenul de rezemare a roții unui 
Vehicul pe o cale (fig. 3.35). Se consideră o roată cu greulatea pe osie G actio- 
nată de v lorlă de tracţiune F. Ca urmare a deformării materialelor, reze marea 
efectivă se realizează pe o anumită zonă, excentrică faţă de punctul teoretic 
de rezemare şi anume deplasată către sensul de mers. Pe suprafața de reze- 
mare se dezvoltă forte distribuite, ṣi anume forțe unitare normale o şi forțe 
unilare tangenliale z. Distributia 7 conduce la o rezultantă T care, tu suli- 
cientă aproximație, poate fi considerată că trece chiar prin punctul O şi are 
direcția orizontală. Presiunile o se reduc la o forţă verticală N și un moment 
AI, care este tocmai momentul de frecare la rostogolire. Se observă însă că 
ansamblul N, M, din punctul O este echivalent din punct de vedere mecanic 
cu o forţă verticală N deplasată însă în sensul de mers cu o excenlricitate s, 
în așa le! incit M, = sN. La limita echilibrului Mr mar = SN, ceea ce în- 
seamnă că s reprezintă distanta maximă cu care se deplasează, reacliunea 
normală. în „sensul tendinței de rostogolire. în condiţiile menlinerii echi- 
librului roții (W, < M, me). Coeficientul s depinde de raza roții şi'de natura 
materialelor corpurilor in contact. De exemplu, pentru roțile wchicutelor 
de cale ferată care rulează pe şine de oțel. coeficientul s este cuprins intre 
0,05 şi 0,5 mm, iar pentru roți cu pneuri de dimensiuni obişnuile s = 2... 
3 mm. 


Frecarea in articulaţie. În ingineria de construcții, frecarea în articulație 
prezintă interes practic în special pentru dispozitivele de ridicat și manevrat 


care au în compunerea lor sisteme de seripeli. Un exemplu simplu este arătat 


în fig. 3.26. a și constă dintr-un scripete simplu cu care se ridică greulatea Q 
prin aplicarea fortei motoare P. Se consideră situaţie limită, şi anume aceea 
corespunzătoare valorii maxime a forţei P, la care echilibrul încă se mentine. 
Momentul de frecare din articulație se dezvoltă în sens invers tendinței de 
rotire a scripetelui. Sistemul de forțe din articulație este prezentat detaliat 
în fig. 3.26, b. Avînd în vedere că unghiul a este loarte mie (cos x œ 1, sina x 
= tg o =a), utilizind conditiile de echilibru pentru fortele coplanare şi 
inegalitățile (3.16) şi (3.20) se obtine condiția de- echilibru sub forma 


Mo < Fr(u + sir) 


în care r este raza fusului. 
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Tencinţo de mişcare 


Fig- 3.26. 


î Ir, expresia (3.21) devine 
Notind, u’ =u +- sir, expresia (3.21) 


(3.22) 


Mo < Fry’. 


ă 7 şi direct opus momentului de 
Avind în vedere că Demisia Mo Sie egal rar ppn Ale oa 
în articulatie W, iar forta F este, de asemenea, egală ș t 
frecare în articulaţie Wy iar fort s ea, ej oppisi 
din articulație, rezultă expresia momentului de frecare sub form 


M; sur (3.23) 
cu următoarele explicitări 
— articulaţii plane , 
My < wry i (3.21a) 
— articulații spațiale (sferice) 
(3.24b) ` 


My < wr Ii E Yh t Zi 


iunii di i ie, În cazul 
šj aati e6 tele reacţiunii din articulaţie. AU 

Xp Yr Zu reprezintă componen LU III CAI A AE 
ande AR din fig 3 26 a, momentul de frecare din articulație are expresia 


exemplulu , 
(3.25) 


My < w'riP +Q) 


iar sensul său este invers tendinței de mișcare. ut ETA 

Frecarea tirclur. La construcțiile de poduri, pentru „det Ea Ep 

portării grinzilor de beton se utilizează tehnica precomprimării. p š 
g 


i ifici i rezis- 
aceasta constă din generarea unor eforturi artificiale in tractata lalea 
tență, aşa fel încît să se diminueze eforturile în beton pro u k: e 
acţiuni (greutatea proprie, convoaiele mobile). Un eee ce lila 
fig. 3.97 unde un “cablu. de oţel este introdus într-un cana 


grinzii, cablu care, după un anumit timp, este tras de la nnu sau de la ambae 
capete cu ajutorul unor prese hidraulice. După pretensionare, a aluzii 

şi eliberat din prese astfel că efectul de pretensionare se a bici ii, 
care este astfel precomprimată. În timpul pretensionării Sau Sida nu 
alungeşte, apărind deci deplasări relative intre pile ae e pl TS 
Deoarece cablul ia contact cu peretele canalului pe aceas supr; aa eo eA 
forţe de frecare, dirijate în lungul cablului și care se nee Sei eee 
El ag FN rea Seira ue deci ia lungul cablului 
Pau aA totuna, Veille de E istență, 'deiormabilitate și fisurare 
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Cablu pretensionat 


- Fig, 3.27. 


care se fac asupra grinzii necesită cunoașterea în fiecare secțiune a cablului 
a forţei de precomprimare, ceea ce presupune deci evaluarea pierderilor vin 
frecare. Cablul poate fi considerat ca element unidimensional și flexibil fa ă 
rigiditate la încovoiere). ` i l i 
Cazuri asemănătoare, privind frecare: firelor, se intilnesc si în alt 
probleme din tehnică. Situatia se prezintă ca în fig. 3.28, a unde un fi i 
trecut peste o roată fixă, acţionat la cele două extremiLăţi de forţe diferite ; 
trebuie să rămină în echilibru în raport cu roata. Echilibrul este posibil î 
timp forțele de frecare dezvoltate la contactul dintre fir şi roată H siut de 
pășite. Fenomenul este similar și dacă firul este fix iar roata artie lată în 
centrul ei, este acționată de un cuplu motor. i ae 
Problema care se pune constă în a determina relația dintre tensiunii 
de la capetele firului astfel incit deplasarea relativă dintre fir și roată să i 
fie posibilă. Sistemul mecanic este caracterizat prin unghiul la centru 0 și 
coeficientul de frecare dintre fir și roată u. E i 
Se detașează din fir un are elementar AB, al cărui unghi la centru est 
ds (fig. 3.28, b). Forţele care își fac echilibru sînt : tensiunile în fir (T, 7 + AT). 
veac iunea roții (N), forţa de frecare (F,). Ecuațiile scalare de echilibru se 
obțin prin proiectarea tuturor forțelor pe axele Ox și Oy, obţiniudu-se s 


7 do i - 
EX, = ~T cos -r+ (Ta T) cos E z (3-26a) 
F- „do m E 
EY: = N —T sin $ — (T + dT)sin = 0, (3.26b) 
Unghiurile fiind mici, se fac aproximaţiile A 
cos $ — 1; sin 42 = de 
2 2 2 i 
y 


Tendinţa de mişcare 


gr TaT 


Lai ă Fig. 328. 


cr moi SREE et T 


aste > 


vea ti RD 


şi 
E 
i 
HA 
i 
$ 


i ; i 
Deoarece se examinează situaţia limită de echilibru, forța de -frecare 
are valoarea maximă deci Fy = uN. 
Prin prelucrarea relaţiilor (3.26 a, b) avind în vedere aproximaţiile ad- 
mise şi negtijîndu-se termenul dT do/2 ca fiind infinit mic de ordin superior, 
se obține sistemul de ecuații 


T —uN = 
PEUN o (8.27) 
N — Te = 0. 


Din sistemul (3.27) rezultă ecuația diferențială 


tT = ude (3.28) 
care se integrează sub forma 
e Sù y de (3.29) 
T T 


obținindu-se Soluţia pentru echilibrul limită, adică 
T = Te"? (3.30) 


în care e = 2,718281, iar 6 se măsoară în radiani. Relaţia (3.30) reprezintă 
formula Euler pentru frecarea firelor. 
În general, pentru echilibru, este necesară satistacerea condiţiei 
Ta < Tae. (3.31) 
Dacă se analizează cealaltă tendință de mișcare posibilă atunci cînd 
T, > Ta, printr-un raţionament similar rezultă 
Tı < Tae, (3.32) 
Din relațiile (8.31) şi (3.32) se obține Tabelul 3,7 
condiția generală de echilibru a unui fir Coeticienţii de frecare la elemente 
cu frecare sub forma de beton precomprimat 


Ta oe E vG 


[i 


et’ g get’. + (3.33) 


Modul de realizare a canaluiui u 

În cazul elementelor de beton armat 
cu armătura pretensionată, coeficientul Teacă din tablă 0,35 
de frecare u depinde de sistemul de reali- 
zare a canalului și are valorile din ta- 
belul 3.7. 

Deoarece la pretensionare cablul se 
deplasează faţă de canal, forțele de fre- Canal format cu ajutorul 
care au valoarea maximă astfel că pier- unor țevi care se extrag 0,45 
derea de efort înregistrată intre două din betonul neintanit 
secțiuni definite prin unghiul 6 este 


AT=T, -T,= TA e} -> (3.34) 


Teacă din PVC 0,30 


e — 


Se observă că pierderea de tensiune este cu atit mai mică cu cit coefi- 
cientul de frecare este mai mic şi unghiul de abatere este mai redus. 


(ai 


= i 


3.3.5. EXPRIMAREA ECHILIBRULUI RIGIDULUI - 
IN. CAZUL REAZEMELOR CU FRECARE 


Ca şi în cazul corpului cu legături ideale, pentru examinarea echilibrului 
"corpului care prezintă reazeme cu frecare se eliberează corpul de legături prin 
suprimarea acestora și introducerea forțelor de legătură. Deoarece fortele 
și momentele de frecare apar şi se dezvoltă numai în măsura in care se ma- 
nifestă tendința de mişcare după anumite direcții, soluţiile problemelor de 
echilibru nu se prezintă sub forma unor valori unice ale necunoscutelor. Aşa 
cum s-a arătat, forțele și momentele de frecare pol avea valori cuprinse între 
zero și o valoare limită. De aceea, în general, și necunoscutele problemei 
vor rezulta sub lorma unui interval de valori posibile, astfel că valorile extreme 
ale soluţiei corespund valorilor exlreme ale forțelor şi momentelor de frecare. 
Pentru a stabili sensul corect al foţelor şi momentelor de frecare, este necesar 
să se identifice și să se analizeze lendinţele de mişcare posibile ale corpului. 
Analiza echilibrului limită, corespunzător fiecărei tendinţe de mişcare, permite 
determinarea marginilor intervalului de soluţii ale problemei. 

Prin suprimarea legăturilor se aduce corpul în situaţia unui corp liber 
asupra căruia sint aplicate următoarele tipuri de forțe: i 

— Torţele active, efectiv aplicate, produse de acţiunile exterioare ; 

— forţele de, legătură (reacţiuni) ; 

— fortele de frecare. 

Toate aceste torţe sînt considerate în condiţiile de echilibru (3.3). Deoa- 
rece fortele de frecare apar ca necunoscute suplimentare, la ecuaţiile scalare 
care derivă din condiţiile vectoriale (3.3) se adaugă inegalităţile frecării care 
au, după caz, formele date de relaţiile (3.16), (3.18), (3.20), (3.23) sau/şi (3.33). 
Rezolvarea acestui sistem de ecuaţii și inegalităţi conduce la identificarea 
soluţiei problemei. 


3.4. ECHILIBRUL PUNCTULUI MATERIAL 


A 


Condiţiile de echilibru al unui punct material rezultă ca un; caz parti- 
cular al condiţiilor generale de echilibru (3.3), (3.11), şi anume avind în vedere 
că forţele aplicate asupra punctului material sint concurente şi deci condiţia 


vectorială Mo = 0 este identic satisfăcută. 


3.4.1. ECHILIBRUL PUNCTULUI MATERIAL LIBER 


Pentru ca un punct material să fie in echilibru este necesar şi suficient 
ca rezultanta sistemului de forţe concurente să fie nulă, adică 


R= SF, =0. (3.35a) 


Această condiţie vectorială conduce la trei ecuaţii scalare de forma - 


(3.8). În cazul forțelor coplanare, numărul ecuaţiilor de echilibru se reduce; 
astfel, dacă se alege sistemul de axe așa fel ca forțele să fie cuprinse în planul 


Oy, rezultă numai două condiţii de echilibru, şi anume: SĂ 


EX: =0; Sb, =0. (3.35b) 
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Problemele privind echilibrul punctului materiak liber se prezintă sub 
două aspecte: ` a | 

a) se cunosc forţele aplicate asupra punctului şi se cere poziţia de echi- 
libru a acestuia. În acest caz, necunosculele problemei sînt coordonatele punc- 
tului material, în număr de trei la problemele spațiale şi de două în plan; 

b) poziţia de echilibru este precizată și se cer forțele care, aplicate asupra 
punctului, îl menţin în echilibru. Necunoscutele sint alcătuite din mărimile 
şi/sau direcţiile forţelor. Dacă nu se impun forţelor şi alte condiţii, solutia 
este nedeterminată deoarece există o infinitate de sisteme de forţe concu- 
rente care sînt echivalente din punct de vedere mecanic. 


3.4.2. ECHILIBRUL PUNCTULUI MATERIAL 
CU LEGATURI IDEALE 


Un punet material este supus la legături dacă el este obligat să rămină 
pe o suprafaţă, pe o curbă sau să aibă o poziţie fixă în spațiu. Așa cum s-a 
arătat, în aceste cazuri, gradele de libertate scad cu cîte o unitate pentru fie- 
care restricţie exprimată printr-o relaţie matematică. 

Punet material rezemat pe o suprafaţă. Fie punctul material P, rezemat 
pe o suprafață a cărei ecuaţie este f(x, y, z) = 0. Se presupune că rezultanta 
fostelor exterioare este îi. Pentru ca: punctul să fie în echilibru este necesar 
ca forta de legătură R, impreună cu rezultanta Ña a forţelor aclive să formeze 
un sistem echivalenl cu zero, adică R, + R, = 0. Aceasta inseamnă că cele 
două forțe trebuie să fie egale şi direct opuse (fig. 3.29). Fie II planul tangent 
la suprafaţă în punclul de rezemare. În scopul de a analiza anumite aspecte 
ale condiţiilor de echilibru se descompun vectorii Ja și R, în componente con- 
ţinute în planul tangent, respectiv după normala la plan, adică 


`, 


R= R, tR; RNP. (3.36) 


Deoarece rezemarea se consideră ideală (fără frecare) forţa de legătură T 
nu poate exista din punct de vedere fizic. În aceste condiţii, satisfacerea re- 
lațiilor de echilibru (3.36) este posibilă numai dacă R, =0, ceea ce înseamnă 
că poziţia de echilibru a punctului material este astfel incit normala la su- 
prafată să coincidă cu suportul rezultantei forțelor active. Forţa de legătură 
(reacţiunea) este deci dirijată după 
direcţia normalei şi are valoarea 
necunoscută N. 

Ecuația vectorială de echili- 
bru este . 

(3.37) 


astfel că ecuaţiile scalare au forma 
EX: + N:=0; EY: + N, =0; 
EZ + N. =0 (3.38) 


unde N,, N, și N,_ reprezintă pro- 
iecţiile reacţiunii N pe axele de Fig. 3.29. 
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coordonate. Avînd în vedere că reacţiunea Ñ este normală la suprafaţa dată 
prin ecuația f(x, y, z) = 0, ecuaţia (3.37) še poate scrie 


Ra tafi t LE R =0 (3.39) 
de rgae TE 
rezultînd deci condițiile scalare 
EX tat =0; DY + 0; 
aa êy 
SZ +r =0 (3.40) 


unde à este un parametru scalar care precizează mărimea reacţiunii. 

Dacă toate forțele active sint complet definite, de exemplu, prin pro- 
iecţiile X, Ya Z:(i==1, n), necunoscutele problemei sint alcătuite din: 

— mărimea reacţiunii N; i 

— poziţia punctului material (coordonatele curbilinii u, v pe suprafaţă). 

Punct material rezemat pe o curbă. Se consideră punctul material P 
obligat să rămînă pe curba I ([ig..3.30). Deoarece rezematea este fără frecare, 
echilibrul se realizează în acea poziţie a punctului material pentru care re- 
zultanta forţelor exterioare este conținută în planul normal la curbă. Una 
dintre necunoseutele scalare ale problemei este deci coordonata curbilinie s. 
Pentru a pune în evidenţă celelalte necunoscute, se utilizează ca sistem de 
referinţă triedrul lui Frenet. Deoarece reacţiunea N este, de asemenea, con- 
ţinută în planul normal ÎI, ea este determinată prin componentele sale după 
axa normală Ny și respectiv după binormală Ng, aceste mărimi reprezentind 
celelalte necunoscute. 

Ecuația vectorială de echilibru are forma (3.37). Dacă curba este defi- 
nită analitic prin ecuațiile fi(®, y, 2) = 0, fa(z, y, 2) = 0, atunci relația (3.37) 
devine 

RA | êh gph 3 Al Ba êh qa Èh Fy Ëh i) 0, 


ax dy [a öx ây êz 


și este echivalentă cu următoarele. ecuații 
scalare, 


(3.41) 


unde scalarii A, și Aa precizează mărimea 
reacţiunii. 

Punct fix. În acest caz poziţia punctului este cunoscută. Condiţia vecto- 
rială de echilibru este 


Fig. 3.30. 


R, + E, =0 (3.42) 


sau ` 5 


EX: Ar =0; EY + Y =0; EZ +Z =0 (3.43) 


necunoscutele problemei fiind deci X, Y, Zu adică proiecţiile reacţiunii pe 
trei direcții în spaţiu. ; 

Aspectele problemei privind echilibrul punctului material supus la le- 
gături fără frecare sînt prezentate sintelic în tabelul 3.8. 


Tabetul 3.8 
Echilibrul punctului materia! cu legături ideale 


n 


Necunoseute scalare 


Tipul legălurii Condiţii de echilibru 
Gieometrice Siatice 
e Îi 
Nezemare pe o supra- Coordonatele curbilinii 
faţă u, p N 
Rezemare pe o curbă in Coordonata curbilinie s Ny 
spațiu Ng 
Rezcmare pe o curbă Coordimata curbilinie, $ N 
plană 
Punct complet fixat S$ Ne 
Nu 
N, 


—— O ——— 


În cazul particular al rezemării pe o curbă plană s-a ales sistemul de 
axe astfel încit curba şi forţele să fie conţinute in planul z0y, 


3.4.3. ECHILIBRUL PUNCTULUI MATERIAL REZEMAT 
CU FRECARE 


Fenomenul frecării în cazul punctului material este guvernat de legile 
îvecării uscate prezentate în paragraful 3.3.4. Analiza echilibrului are în ve- 
dere prezenţă forţei de frecare determinată pe baza legilor lui Coulomb. 

La examinarea echilibrului se utilizează axioma legăturilor. Pe lingă 
necunoscutele geometrice şi statice ale problemelor fără frecare, în aceste 
cazuri apare ca necunoscută suplimentară forța de frecare. Relaţia suplimen- 
tară- necesară pentru rezolvarea problemei este furnizată de inegalitatea 
frecării. 

Rezemarea pe o suprafață. Se consideră situaţia din fig. 3.29. Echilibrul 
este posibil dacă mărimea componentei R, este egală sau mai mică decit forţa 
maximă de frecare, condiţie care se exprimă sub forma (3.16). Avind în ve- 
dere că T = R, sin a şi N = R, cos a, condiţia (3.16) devine 


Sin & < ucosa 


sau , 
tg a < tgo (3.44) 

unde s-a notat 3 
u= tgo. (3.45) 
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Unghiul ọ, astfel definit, poartă denumirea de unghi de frecare. Con- 
ditia (3.44) permite o interpretare geometrică şi anume : echilibrul unui punct 
materia! rezemat cu frecare pe o suprafată este posibil dacă rezultanta forțelor 
active Ra este în interiorul său pe suprafaţa laterală a conului a cărui ge- 
neratoare face unghiul ọ cu normata la suprafată în punctul considerat (fig. 
3.31). Acest con este denumit con de frecare. Din examinarea fig. 3.31 se 
observă că dacă rezultanta R, este in interiorul său ła limita conului de 
frecare, atunci a < ọ și deci sint îndeplinite condiliile (3.44) şi (3.16). 


nj 


Zon de trecara” | 


Fig. 3.31. Fig. 3.32. 


Rezemarea pe o curbă în spaţiu, Fie punctul Prezemat pe o curbă (fig. 3:32). 
Condilia de echilibru este R, + R, = 0, semniticaţiile termenilor tiind cele 
din relaţia (3.11). Datorită prezentei forţei de frecare T, punctul material 
rămîne în echilibru cit timp relaţia 3. 16) este verificată. Fie I planul normal! 
la curbă în punctul de rezemare și a unghiul rezultantei R, cu acest plan. 
Se observă că T = R, sin a şi N = R; cos a și deci, pentru echilibru, este 
necesar ca a < o, unde unghiul ọ are interpretarea din relația (3. 45). Punctul 
este deci în echilibru dacă for ţa de legătură Ř;, deci implicit și 'rezultanta 
forţelor active Ă,, fac cu planul normal un unghi a < 9. Imagin înd o Supra- 


faţă conică definită de generatoarele care fac unghiurile [3-2) cu tangenta 


la curbă, aceasta constituie tocmai locul geometric al poziţiilor limită ale 
rezultantei forţelor active pentru care punctul este. în echilibru și poarta 


denumirea de con de frecare. 
În concluzie, un punct material rezemat cu frecare pe o curbă este în 


echilibru «dacă rezultanta forțelor active se găsește ìn afara sau pe suprafața 


conului de frecare din acel punct. 
Concluziile privind echilibrul punctului material rezemat cu frecare sint 


prezentate în tabelul 3.9. 

Se face observaţia că, în general, se obţine o infinitate de soluţii de echi- 
libru, delimitind, atit pe suprafeţe cit şi pe curbe, zone în care echilibrul 
este posibil. 
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Tabelul 5.9 


Echilibrul punctului material Supus la legătură cu frecare 


Neeunosceute scalare 


Tipul legă urii - Conditii de 
Geametrice e] Staliee | aeh 
Rezemaren pe 0 supra. Coordonatele 
faţă curbilinii u, v N Tu Te 
Hezemarea pe o curbă Goordunata 
in spațiu y curbilinie s Ny Np T 
hezemarea pe o curbă Coornonata > N ($ 
in plan curbilinie s XA $ N z o; T SuN 
A ; pă 


3.5. ECHILIBRUL SISTEMELOR MECANICE 


a anul alcătuit din mai multe corpuri vigide şi/sau puncte materiale 
Să are se exercilă interacțiuni mecanice, semnificative într-o anumită 
E mă, poartă denumirea de sistem mecanic. Citeva exemple sînt arătat 
în fig. 3.33, Sai SPA a 
Aa fate span mecanice se manifestă, în general. datorită legăturilor 

cte existente între componentele sistemului. Sistemul mecanic este legat 
(rezemat) pria intermediul reazemetor la o bază de spr 

Rezultă deci că, la un sistem mecănic, se disting: 

= legături exteriosro (reazeme). cărora le corespund forje de legătură 
exterioare sau reacțiuni ; j 


— legă 
egături interioare care. prin suprimare, conduc la forțe de legătură 
interioare. l di 


Studiul unui sistem mecanice se referă la următoarele aspecte : 

— caracterizarea statică şi geometrică a sistemului În scopul precizării 
numărului şi naturii necunoscutelor problemei ; 

— analiza aspectelor calitative privind dispunerea legăturilor asifel ex 
sistemul să fje electiv fixat, adică să prezinte o configurație invariabilă în 
raport cu baza de rezemare ; i 

— determinarea necunoseutelor geometrice şi statice. 

Forţele care acționează asupra unui sistem mecanic se clasilică în: 

a) forțe efectiv aplicate, provenite din a {iuni exterioare sistemului, 
acestea numindu-se forţe exlerioare sau active ; 

b) forțe care se exercită între componentele sistemului ca urmare a 
existenţei legăturilor interioare și ca urmare se uimesc forțe interioare. 

Se face observaţia că noțiunea de lorţă este utilizată în sens generalizat, 
înțelegindu-se atit forțe propriu-zise (concentrate. distribuite) cit și momente 
(concentrate. distribuite). 

Legăturile dinire corpuri sînt de tipul celor prezentate în tabelul 3.3, 
cu excepţia incastrărilor care, considerate ca legături interioare, capălă un 
caracter convențional. Deplasările simple permise de fiecare tip de legătură 
în cazul sistemelor mecanice, deplasări relative, adică deplasări 
Numărul şi natura forţelor de 


reprezintă, 
înlre diversele componente ale sistemului. 
legătură interioare simple sint prezentate, de asemenea, În tabelul 3.3. 
Dacă toate forțele aplicate asupra unui sistem mecanice sinl în ace 
plan iar legăturile interioare ș reazemele sint de asemenea plane și coplanare 
cu forţele, sistemul se numește plan; în acest caz. toale forțele de legătură sint 
conţinute în planul comun. Foarte multe probleme inginereşti pot fi modelate 
ca sisteme plane și tratate ca atare, fapt ce simplifică substanţial analiza echi- 


tibrului. y 


3.5.1. CARACTERIZAREA GEOMETRICĂ ȘI STATICĂ 


Așa cum s-a arătat, legăturile interioare pe care le prezintă un sistem 
mecanic au ca efect îinpiedicarea unui număr de componente ale deplasărilor 
relative, În timp ce legăturile exterioare impiedică deplasările în raport cu 
baza de rezemare. 

Pentru a caracteriza din punet 
nic, se evaluează numărul gradelor 
tează : 


de vedere geometrie un sistem meca- 
ale de libertate. În acest scop se no- 


l — numărul total al legăturilor simple (interioare şi exterioare) ; 
G, — numărul gradelor de libertate ale sistemului ; 
C — numărul corpurilor din sistem ; 


N, — numărul punctelor materiale. 
Avind în vedere că o legătură simplă 
zultă 


anulează un grad de libertate re- 


(3.46) 


Gr Za + BN, — la 
unde a şi B reprezintă numărul gradelor de libertate ale unui corp liher, res- 
pectiv ale unui punet material liber și au valorile din tabelul 3.1, adică : 

— pentru probleme spaţiale z= 0, 8=3; 

— pentru probleme plane u = 3, p =2 - 


Numărul total al legăturilor simple se stabilește pe baza tabelului 3.3, 
avînd în vedere numărul şi tipul legăturilor interioare şi exterioare pe care le 


prezintă sistemul mecanic. 


În cazul sistemelor spaţiale relația (3.46) devine 


| Gi = 6C + 3N, — (6i — da, +3a, Hrs) (3.47a) 
iar pentru sisteme plane se obţine 

| | Ga = 3C 4 2N, — (Bi 20, + 2a, + 73) (3.47b) 
în care: i este numărul total al voazemelor încastrate; a. — numărul 


articulaţiilor cilindrice ; ă 
culaţ 25 0; — numărul articulaţiilor si i Ă 
iculaj d t simple (dintr = 
puri); rs — numărul reazemelor simple, Pie intre dong gor 
A A igo N RRE 
ÎN anede aone alim pala de natură cantitativă, Gna sistemul 
i > se găseşte, din punct de v j ie, într-una din urmă! 
oră , Į edere geomelric, într-una din următoarele 
a) G.>0, i inseamnă că legături i 
ai Ta PR an ce inseamnă că legăturile existente nu anulează decit. 
o parie Laau alea gradelor de libertate ale corpurilor și punctelor mate- 
E a n ulese sistemin şi ca atare sistemul este un mecanism ; 
a, = Ü reprezintă cazul sistemului mecani ari 
aibă nt 7 d ecanic care are n y jÑ- 
turi Siet necesar (minim) pentru fixare: ae 
c) G; < 0 situaţie în care sis îr j 
. t e sistemul îndeplineşte conditi itativă 
Oea nel ş ndiția cantitativă d 
iane, aul un surplus de legături. i îi ui 
e face rotis ă i Dpr s H Fă 
RL ue la a ero ar nenies în care se intilnesc n corpuri împiedică 
af ativ utre un corp (ales ca reper) și celelalt iși 
asal i dia d și celelalte (n — 1) corpur 
ca AINS ca reprezintă (n — 1) articulaţii simple. i í e ii 
Aşa cum s-a at şii z ixării 
a fi ta il ul ul fă in e fixării cu reazeme a unui singur corb 
à gradelor de libertate pe baza relației (3.46) permi ; 
iza fa a ui lor de bază ației (3.46) permite o 
See pl de or din cantitativ, în sensul că G; < 0 reprezintă ; condiție 
se jad ai mi suficientă, pentru ca sistemul să lie fixat. Analiza calitativă 
dala aa aa panel ea legăturilor, permite să se stabilească dacă sislemul 
Ss etiv fixat şi nu constituie deci un sistem critic. 
acă sis sani e i 
ie ie al sa le este complet fixat (G, < 0) atunci ca necunoscute 
E A Piri ol hr (interioare și exterioare); în cazul unni 
a i „ pe lingă forţele de legătură sint, de as e 
ir mă 0) ng f » legătură sint, de asemenea, necu- 
E >u i număr egal cu (î, de parametri de poziţie (unghiuri şi/sau dista nte) 
aracterizarea statică referă ă inoseutelor delegas 
i a dan statica se referă la numărul necunoscutelor forte de legă- 
H en | : emei iu raport cu numărul condiţiilor scalare de echilibru şi se 
azează pe relația (3.10), astiel că rezultă: dă 
— pentru probleme spaţiile 


N =Bi + da, +30, tre (3.48 a) 
E =6C; (3.48 b) 
— pentru probleme plane 
= 3i + 2a, +20, p re (3.49 a) 
E =3C i (3.49 b) 


î PA iata Tei ce i A 
Mota d la an aceeași semnificație ca în relaţiile (3.46), (3.47 a) (3.47 b) 

saracterizării. statice, sistemele mecanice pot fi s Piter x 
Gas < 0) sau s ta necanice pot fi statie determinate 

au static nedeterminat: iuni si Paar 

graful 3.3.2. e (Gas > 0) noțiunile fiind definite în para- 
E S a a ut 
z referitoare la fixare: 7 i Fii 3 i d 
în tabelul 3.5. area cu reazeme a unui corp și sînt sintetizate 
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3.5.2. STUDIUL ECHILIBRULUI 


Examinarea echilibrului unui sisten de corpuri în vedere determinării 
neeunoscutelor (forțe de legătură şi parametri de poziţie) se bazează pe axioma 
legăturilor şi pe constatarea că un sistem mecanic este în echilibru dacă, și 
numai dacă, fiecare parte componentă a sa se allă în echilibru. y 

Aşa cum se va arăla în continuare, condițiile de echilibru se pot exprima 
atit pentru fiecare parte componentă (corp rigid sau punct imaterial) consi- 
derată în mod izolat cit şi pentru o parte (subsistem) a sistemului mecanic. 

Metoda ize corpurilor (punctelor materiale). Se consider isi emul de 
corpwi din fig 3. a cămin i se înlătură toate În ăvurile. efectul mecanic 
al acestora fiind iutrodus prin forţele de legătură (fig +) Conform princi- 
piului acțiunii şi reicțiunii, fortele de legătură interioare sint două eile două 


egale şi direc opuse. adică 
j (3.50) 


şi deci SE T E 
i Fi Pr = (3.50) 
Deoarece fortele F; şi Fp au acelaşi suport, momentul lor în raport cu un 
punct arbitrar este nul p Re 
px Fo BP = 0. (3.52) 
În relatia (3.52) F și F reprezintă vectorii de poziție ai unor puncte de pe 
ti DEE îi ana Pi R 
suportul cumin al forțelor interioare Fs, și Fe i 
Prin desfacerea legăturilor sislemul mecanic s-a transformat într-un 
ansamblu de corpuri izolate, libere, cărora Îi se exprimă echilibru pe baza con- 
diţiilor vectoriale (3.3). Ataşînd corpului k un sistem de axe. cu uolaţiile: 


Na Ve Za — țroiecţiile fortelor active; i | 
Ne Ya Zi -~ proiecţiile forțelor de legătură interioar 
N Yp Z, — proiectile reacțiunitor şi, în mod similur, 


o Mire Myos Meo Mon Myr Mer Mar Myr Mar — momentele în raport 
cu axele. ale lorjelor active. forțelor de legătură interioare şi respectiv ale 


reacliunitor. . j i că E 
Condiţiile vectoriale (3.3) conduc la Forma de bază a ecuaţiilor scalare de 
echilibru ale corpului k examinat, sub forma 2a 
EN, HAN + EX, =0; EUa + pa + EMs = 0 
i k k l; 


a 3 ; . p) ; EM, = 3.53 
Par Ei YY, =0; EM, + SA + Mur 0 (853) 


SZ + EZ, + BZ =: E Ma + EM i EM =0. 
k t k k N k 


Ecuaţii similare şe iu 
pentru toate corpurile (k = 1, 
2... C) ubținindu-se, în final, 
un sistem de ecuaţii algebrice din 
a căvui rezolvare se determină 
necuncseutele problemei. Metoda 
devine incomodă pentru eeuk 
practic la sistemele de corpuri cu 
alcătuire complexă, lu care parli- 
ționarea sistemului de ecuaţii în 
Fig. 3.54. subsisteme nu este posibilă. 


Se face precizarea că forma de bază a ecuaţiilor (3.52) poate fi înlocuită 
prin variante de exprimare a echilibrului, așa cum s-a arătat în legătură cu 
relaţiile (3.4) și (3.5). 

Metoda solidiiicării. Această metodă permite, în unele cazuri, determi- 
narea directă a reacțiunilor. 

Se consideră un sistem alcătuit din C corpuri asupra căruia se aplică 
forţele active Fa. Prin izolarea corpurilor se introduc forțele de legătură inte- 
rioare F,; ṣi reacţiunile F, 

Pentru corpul k, condiţia de echilibru R, -+ Ë, = 0 devine 

=0. 


EF, + XF, -+ ZF, 


(3.54) 
Condițiile de echilibru de forma (3.54) se scriu pentru fiecare corp din 
sistem şi apoi se Ìnsumează pe ansamblu sistemului, obtinîndu-se 


EF. + EEHEHE 0. (3.55) 


s 


Avind în vedere relaţia (3.51) condiţia (3.35) se reduce la 


EF, + EF. =0. (3.56) 


s 


În mod similar se demonstreazā că pe ansamblu! sistemului 


Shl + Sly = 0 (3.57) 
Ss Ei 


unde : Sâdoa este suma momentelor în raport cu un punct ale tuturor forţelor 
active, aplicate pe sistem ; X Mor — suma momentelor reacțiunilor sistemului. 
Relaţiile (3.56) și (3.57) au aspectul condițiilor de echilibru ale unui 
singur corp, obținut prin blocarea completă a tuturor legăturilor interioare, 
deci prin „solidificarea“ acestora, constatare care conduce la teorema solidi- 
ficării al cărui enunţ este următorul : la un sistem mecanic în echilibru, forţele 
active și cu reacțiunile formează un sistem de forte echivalent cu zero. 
Este evident că teorema solidificării furni- 
zează doar o condiţie necesară pentru echilibrul 
sistemului mecanic, nu însă şi suficientă. 
Teorema solidilicării are o interpretare meca- 
nică în sensul că un sistem de corpuri și puncte 
materiale, aflat in echilibru, căruia i se creează 
legături suplimeutare, îşi menține în contiuuare 
3 situaţia de echilibru. Aceste legături suplimen- 
tare se introduc pină la blocarea totală a legătu- 
rilor dintre corpuri, obținindu-se, în final, un 
Fig. 3.35. singur corp (fig. 3.35) care, din punctul de vedere 
al reacțiunilor, poate fi examinat ca atare. 
Teorema echilibrului părţilor. Pe baza interpretării date teoremei soli- 
dificării, la un sistem material se pot introduce legături suplimentare, pină la 
blocarea totală a acestora numai la un număr din legăturile sale interi- 
oare, restul de legături interioare împreună cu reazemele urmînd să fie 
suprimate şi înlocuite cu forțe de legătură corespunzătoare. Aceasta revine 
a considera că sistemul iniţial s-a transformat într-un sistem nou, alcătuit - 
dintr-un număr mai redus de componente, al cărui echilibru se studiază 
prin metoda izolării componentelor sale. Un exemplu este arătat în fig. 3.39, a. 


6 — Mecanica construcţiilor ed. 3 si 


Fig. 3.36. 


Astfel, solidilicindu-se legăturile dintre corpurile G — G și G—C 
(fig. 3.36, b) se obțin și se izolează componentele C + G&G şi. È 6 re 
forțele de legătură ca în fig. 3.36, c. a ` 

___ Cele prezentate mai înainte permit formularea teoremei echilibrului păr- 
ților astfel : dacă un sistem mecanic se află în echilibru, atunci orice parte 
a acestuia este, de asemenea, în echilibru sub reacţiunea forţelor active care 
sînt aplicate asupra acestei părţi și a forțelor de legătură ale acestor părți cu 
restul sistemului și cu baza de rezemare. i 


Aplicația 3.1. O platformă cu greutatea și grosimea neglijabile este 
rezemată prin intermediul a şase bare dispuse ca în fig. 3.37, a. Asupra plat- 
formei sint aplicate două forţe concentrate. Se cere determinarea reacțiunilor 
platformei. i 


„No 
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Fiecare bară constituie o legătură simplă astfel că, prin suprimare, impune 
introducerea unci forțe de legătură care are ca suport bara înlăturată, mă- 
rimea fiind necunoscută (fig. 3.37, b). În acest fel se pot aplica condițiile 
vectoriale de echilibru (3.11) care conduc la șase ecuații scalare. Se urmărește 
exprimarea echilibrului prin ecuaţii cit mai simple. - 

În fig. 3.37, b sint indicate, prin versorii lor. axele față de care se scriu 
ecuaţiile de momente, obținindu-se 


EM, = N; = -P =0; N =P 


SM, 2 a=0; N pË 

EM; =N, a a4 > a=0; N, P zI 

EM, N Ža N;a — Pa =0; N= — PN; să P2 = 
SM =N, 2 a+ Nea + Pa = 0; Na PN, 2 o 
ZA = N 2 a — N 2 a=0; y=N=-PË. °! 


Pentru verificare, se utilizează ecuatiile de proiecție a forțelor pe axele 
triedrului Oryz, rezultind i 


2 „AJ 
EX = NE +N Ë =0; 


Aplicația 3.2. Se cere determinarea intensității p a încărcării distribuite, 
astfel încît sistemul de corpuri a cărui configuraţie este arătată în fig. 3.38, a 
să fie în echilibru. Să se calculeze apoi forţele de legătură. 

Pentru caracterizarea sistemului se aplică relaţia (3.47 b) în care: 
C=4; Np=1; i=0; @=0; as =5; r 3 (fiecare legătură 
printr-un fir reprezintă o legătură simplă). 

Rezultă G, =]. 

Sistemul de corpuri formează un mecanism. Deoarece configurația de 
echilibru este precizată, necunoscutele problemei sint forțele de legătură și 
caracteristica p a încărcării distribuite. Din punct de vedere static sistemul 
„este determinat. 

Pentru studiul echilibrului se aplică procedeul izolării corpurilor şi pro- 
cede ul echilibrului părților (fig. 3.38, b, c). 


Li 
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Corpul 1: 
£M, =0; ( 


EX =0; 
„Corpul 2: 


EMs =0;SS,R — SR = 0; S, =} S, = pl, 
Sie 2 
Punctul material :: 
Se analizează tendința de alunecare în sus. 
EX; =0; ~S, +F, +Gsina =0 sau P; => pl—Gsina 
EY, =0; N—Gcosa = 0; ăi 


FN. 
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Din relaţiile anterioare se obţine 


AALT E 
Pi — Gsinx sul eosa 


de unde 


12G ,. 
ps — (sin z +} p cos). 
Pentru tendința de alunecare în jos. sensul forței de frecare F, se schimbă 
faţă de cel din fig. 3.38, b şi prin urmare rezultă 
SA, = 03 —S,—F; +Gsing =0; Fp=Gsina -2 


si neej 


; aj 
G sing — m < uG cos z 
de unde 
12G i 
p > — (sinz —p cos a). 


Pentru ca în situația de echilibru sistemul să aibă configurația din 
fig. 3.38, a este deci necesară satisfacerea condiţiei 


12G 


; 1G ` 
(sina — u cosa) <p < ara (sin z -H p cos m). 


Se face observaţia că dacă sina —peosa 0. adică tgz sp. nu se 
manifestă tendinţa de alunecare în jos, punctul materia! fiind antolixat pe 
planu? înclinat. - 

Pentru determinarea. in continuare. a fortelor de legălură, se utilizează 
celelalte condiţii de echilibru, şi anume: 


Corpul 2: 
N 


SN. 0; Hz + Sa cosg =0 
EY; =0; V} — S sing — 5S = 0. 
Pentru sing = 0,8 şi cosa = 0,6 se obțin valorile 


1 7 
H, —pli V; =pl 
soi ao) 
În continuare, pentru Aeterminarea reacţiilor M; Va și Ho Ve se soli- 
difică articulaţia + și se exprimă echilibrul părţii alcătuite din corpurile Cy 
și Ca astfel: 


SA, 0: Li m| 


Verificare X Y; = V; + Ve — Va 


Li 2 7 


Hz =0; He 


EW ar =0; Ve 


EM a 0; Hi H,- 


0; H; En pl. 
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Verificare SA; = H; + H; — He + pl4 = pl 2 pl = 0. 


Pentru determinarea forţelor de legătură V, și H, se izolează corpul 4 
(fig. 3.38, e) şi se exprimă echilibrul prin ecuaţiile 


EX: = Hp t H =0; H, pl 
SV Vi 206; V= ap 


Aplicația 3.3. Se cere determinarea reacțiunilor sistemului de corpuri 
din fig. 3.39, a. 

Sistemul este static determinat iar necunoscutele problemei sînt forțele 
de legătură. Pentru determinarea reacțiunilor se izolează grinda DE (fig. 
3.39, b) şi se exprimă condiţiile scalare de echilibru sub forma 


SN, 20; Hp =0, l A 
EMe = 0; —Vp7.50 + (5 30-9,00)-4,50 —100 =0 


Vp = 67467 kN 


EMp=0; Veri 


E 
= 
pe 
© 


— (3 130-9.00)-3,00 — 100 =0 


Vg = 67,33 EN. 


Pentru verificare se utilizează ecuația i 


Sres Yo + Ve . -30-9,00 = 67,67 4- 67,33— 2 .30-9,00 = 0. 


Se examinează, În continuare, echilibrul cadrului cu trei articulaţii ABC, 
utilizînd procedeul echilibrului părţilor, solidificindu-se legătura din arti- 
culaţia C. i 

S Me = —16V a + 100-0.866-18 — 100.0,5:6 + 20-12-10 + 

+ 20:7-0,5 + 67,67:3 =0 
Va = 220,36 KN 

EMa = 16V; + 100-0.866-2 — 100-0,5-2 — 20-12-6 — 

20.7-15,5 — 67,67-19 =0 


Va = 313,91 KN. 
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Fig. 3.39. 


Verificare : 


EY, = Va Vp — 100-0,866 — 20-19 — 67,67 = 0. 
GH, + 12V, — 100:0,866-14 — 20-12-6 = 0 
Ha = 1,34 KN. 


EMes = 0; 


SM a = 0; —6Hp + 4V a t 67,674 + 20-7-35 = 0 


Hp = 48,66 kN. 


Werilicare : 


EX, = — Ha -+ Hp + 100:0,5 1,34 + 48,65 — 50 = 0. 


4. Elemente de cinematică 


Mişcarea unui sistem mecanic este cunoscută, dacă este posibil să se 
determine, la orice moment de timp f, poziţia în raport cu un sistem de refe- 
rință a oricărui punet al sistemului. Mişcarea se raportează deci la un reper. 
Dacă punctul materia? sau corpul își schimbă poziţia faţă de reper înseamnă 
că el este în mişcare în raport cu reperul considerat ; în situatia că poziția 
sistemului mecanic rămîne invariabilă, punctul material sau corpul este în 
repaus. 

Mişcarea raportată la un reper considerat fix se numește mișcare absolută, 
Un sistem de relerință care se mișcă faţă de reperul presupus ix constituie 
un reper mobil iar mișcarea unui sistem material în raport cu el este denumită 
mişcare relativă. 


4.1. CINEMATICA PUNCTULUI MATERIAL 


4.1.1. TRAIECTORIE, VITEZA, ACCELERAȚIE 


, Elementele cinematice ale mișcării unui punct material sint : traiectoria 
viteza și accelerația. i 

Traiectoria este locul geometrical poziţiilor succesive ale punctului 
material în mişcare. Poziţia punctului material, în raport cu reperul O, este 
precizată prin vectorul de poziție F = OM, (tig. 4.1). Deoarece poziţia punc- 
tului se schimbă în timp, proiecțiile vectorului F pe axele Ox, Oy și Oz sint 
funcţii de timp, adică i 


F = FD = (Di yO] + ADR. (4.1) 
Funcțiile 
x = a(i). y = (0. z= z(t) (4.2) 
reprezintă ecuațiile parametrice ale traiectoriei punctului material și se nu mese 
ecuaţiile de mișcare ale acestuia. Ele trebuie să fie continue și cel puţin de 
două ori derivabile, i i 
Pentru descrierea mișcării punctului material se pot utiliza și alte sisteme 
de referinţă. Astfel, în sistemul de coordonate cilindrice (v. fig. 3.1. b) ecua- 
tiile de mişcare au forma 0 = (2), o = p(1), z = z(t) iar În coordonate sferice 
(v. fig. 3.1, c) ele devin 0 = 6), e = plf), p = p(t). 
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Forma traiectoriei se stăbileşte prin eliminarea parametrului £ din rela- 
tiile (4.2), ceea ce conduce la ceuațiile 


i În y 2) = 0; h y 


reprezentînd o curbă în spațiu. ” 

Dacă Lraiectoria punctului este dată sub forma implicită (4.3), pentru 
cunoașterea completă a mişcării este necesară precizarea poziţiei punctului 
pe această curbă. Pentru aceasta, se alege pe curbă un reper P în raport 
cu care poziţia punctului este dată de coordonata curbilinie s = s([), această 
în ncție reprezentind ecuația intrinsecă de mișcare sau legea orară a mişcării, 
Graficul functiei s = s(0) este numit graficul mișcării şi are utilizări practice 
în cazul mișcării unui punct material pe o traiectorie cunoscută. in acest 
caz. viteza și accelerația punctului se stabilesc în coordonate naturale (trie- 
drul Frenet). 

În cazul particular cînd punctul material este obligal să rămînă tot 
timpul onişcării într-un plan lix, numărul gradelor sale de libertate se reduce 
cu o unitate. În consecință, mișcarea sa va fi descrisă prin două ecuaţii inte- 
pendente. O formà simplă a acestor ecuații se obţine dacă se alege planul Oy 
al sistemului de referinţă chiar planul in care se mişcă punctul. În această 
situaţie, ecuaţiile parametrice ale mişcării sînt 


=0 (1.3) 


v = 20; y= 90 (1.4) 
iar în coordonate naturale mişcarea este definită prin ecuaţiile 
fx y) = 0; s = s(f). (4.5) 


Mişcarea plană a unui punet material poate fi descrisă şi in coordonate 
polare (fig. 4.2) sub forma 
0 = 00), p = et). (4.6) 
Pentru a caracteriza mișcarea unui punct material nu este suficientă 
numai cunoaşterea traiectoriei. Într-adevăr, două puncte materiale care par- 
curg aceeași traiectorie pot avea mișcări diferite determinate, de exemplu, 
de timpul necesar pentru parcurgerea unei aceleiași zone a traiectoriei. 


pa în AB 


ky 


Fig 42 E Fig. 43 

Se consideră două poziţii ale punctului material, și anume P şi P., cores- 
pu nzăloare momentelor de timp f, respectiv (= AL. Prima poziţie ste pre= 
cizată prin vectorul F = OP iar cca de a doua prin vectorul Fi OP, (tig. 4.3). 
Deplasarea punctului în intervalul de timp AL este AF = i, F = Pb, Prin 
definiţie, se numește viteză medie a punctului material în intervalul de timp 
i TAD variația vectorului de pozitie în unitatea de timp, adică 


= AF 
Üa =r 


(4.7) 


Din relația (4-7) se observă că, în general, viteza medie depinde de in- 
tervalul de timp considerat. O caracteristică a mișcării, independentă de 
intervalul de timp dintre două poziţii vecine este viteza instantanee. definită 
ca limită a raportului AF/At cînd intervalul de timp tinde către zero 

5 = lim Du = lim AP adi (4.8) 
Ato Ata0 At dt À 


Conform relatiei (4.8), viteza unui punct material la un moâmeut dat 
este derivata în raport cu timpul a vectorulni de poziție, deci 


=F © aD 


Sau 


uute 


reprezintă proiecţiile vitezei pe axele de coordonate carteziene. 
pi a tza Sa z ; A 
Din lig. 4-5 se observă că dacă Al — 0. P, = P şi deci vectorul 5 este 
tangent la traiectorie, în punctul corespunzător momentului l. 
+ Derivata în raport cu timpul a unci funcţii scalare sau vectoriale se obisnuieste să se 


noteze cu un punct plasat deasupra mărimii respective. 
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Din definiția (4.8) re- z 
Zaltă ecuaţia dimensională 
și unităţile de măsură ale 
enodulului vitezei (m/s, 
cm/s. km/h). 

ln studiul fenomenelor 
mecanice prezintă interes 
nu uumai viteza punctului 
ci şi modul ei de variaţie. 
Astfel, principiul al II-lea 
al: mecanicii clasice stabi- 
leşte legătura dintre uccele- 
ratia unui punct material 
şi forța care este aplicată 
asupra sa [v. relația (.Â)], / 
acceleraţia caracteriz înd va- “7 
riatia vitezei punctului res- Fig. 44 
pectiv. Fie P poziţia punc- 
tului material la momcatul f şi o altă poziție P, la momentul £ + AL, vitezele 
punctului fiind d și respeeliv 5, (fi riaţia vitezei în intervalul At 
este Ap = 5, —d. Se numește acceleralit medie in intervalul de timp 
(t, t- AD) cantitatea AGjAL. Vectarul 


z Ap dř b x 
ā = lim ~ = = òà [ă 4.11 
ata A di i ( ) 


reprezintă accelerația punctului material la momentul £ Avind în vedere 
expresia vectorului F în coordonate carteziene (4.1), rezultă 


(4.12) 


sau 
= ai paj a. 

uude ' 
f, =Ü, =Ë; Uy = 


constituie proiecţiile accelerației intr-un sistem de referințā cartezian. 

În sistemul internațional (SI) modulul accelerației se măsoară În m/s2. 

Unele constatări utile în problemele tehnice se obţin dacă se raportează 
viteza şi accelerația la iriedrul Ini Frenet. Ìn orice moment de timp acest 
triedru are originea în punctul studiat, fiiad deci un triedru mobil, definit 
după cum urmează. 

Fie o curbă spaţială, reprezeutiud traiectoria unui punct material. Ea 
poate fi aproximală printr-o succesiune de urce de cerc, situate în planuri 
diferite. Se consideră un astfel de segment M, MM, care aproximează curba 
în vecinătatea punctului M (fig. 4.5). Punctele M,MMa determină întot- 
deauna un cere al cărui centru este punctul O şi care are raza R. Cu cit areni 
MMM, este mai mic, cu atit aproximarea curbei este mai bună, astfel că, 
la limilă, adică atunci cînd: M,—M şi MM raza R a arcului tinde către 


o valoare ş numită raza de curbură în punctul M iar centrul cercului O tinde 
către un punet C numit centrul de curbură. Planul determinat de punctele My, 
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Fionul normal 


N Planul reciificant 


Fig. 4.5 Fig. 4.6 


M., M, devine, la limită, un plan caracteristic al curbei în punctul M. numit 
plan oseulator. Este evident că centrul de curbură C'este conţinut în aces 
plan. De asemenea, la limită, coarda M,A devine tangentă la curbă. Planul 
care este perpendicular pe tangenta la curbă este numit plan normal. Al trei- 
lea plan, perpendicular atit pe planul normal cit şi pe planul osculator con- 
stituie planul rectificant (fig. 4.6). Intersecţiile celor trei plane determină trie- 
drul lui Frenet care are ca axe:, 

— tangenta la curbă £ caracterizată prin versorul 7 al cărui sens este 
dat de sensul coordonatei curbilinii s; 

— normala principală n, perpendiculară pe planul rectificant, avind ver- 
sorul y orientat pozitiv spre centrul de curbură ; . 

— binormala b, cu versorul $ al cărui sens este determinat de relația 
vectorială 8 =7 x9. 

În general, triedrul lui Frenet se foloseşte atunci cînd traiectoria punc- 
tului material esle dată sub forma (4.3) iar mişcarea este descrisă prin legea 
orară s = s(l). i 

Conform definiţiei vitezei, rezultă 


5 io (4.13) 
Din geometria diferențială se cunoaşte relația ; 
dF = 
— = 4.14 
= (4.14) 
astfel că relaţia (4.13) devine 
5 = èF (4.153) 
ceea ce inseamnă că 
v, =5; by =—0; = (4.15b) 
şi deci ` 
v = p F R 
Accelerația se obține pe baza relaţiei (4-11), și anume 
ä =Ď 
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dr dr ds =): $ z: (417 
e 


dt ds di 


(4.18) 


T+ 


Expresia (4.18) pune în evidentă componentele accelerației pe axele na- 
turale, și anume: j 


a, =Ù; a =v0?°/p; ap = 0. (4.19) 


Componenta a, a accelerației se numeşte accelerație tangenţială iar 
componenta o, este. numită accelerație normală. 

Exprimarea accelerației priu componentele sale naturale, sub forma 
expresiei (4.18), conduce la următoarele observații : ; 

1) Deoarece ag = 0, vectorul accelerației este conținut în planul oscu- 
lator al traiectoriei. 

2) Acceleraţia normală a, este o mărime pozitivă sau nulă (a, > 0), 
deoarece cantităţile v? şi p nu pot fi decit pozitive. Acceleraţia a, este nulă 
-dacă v = Q, situaţie care nu prezintă interes deoarece nu există mișcare, sau 
dacă ș = co, adică traiectoria punctului material este o dreaptă. Acceleraţia 
normală este, deci, întotdeauna îndreptată spre centrul de curbură-al traiec- 
toriei. 

3) Acecleraţia tangeuţială a, poate ti pozitivă, negativă sau nulă. Dacă 
a. = 0, înseamnă că sealarul vitezei este constant și deci punctul material 
are o mișcare uniformă. 


4.1.2. MIŞCĂRI PARTICULARE ALE PUNCTULUI MATERIAL 


Din punct de vedere practic prezintă interes clasificarea mișcărilor 
punctului material în funcție de forma traiectoriei şi de legea orară a mişcării. 

După forma traiectoriei, mișcarea poate fi rectilinie sau curbilinie. 
Legea orară a mișcării clasifică mișcările în mișcări uniforme ţa, =0; 
v = const) şi mișcări variate (a, 0). 

Dintre mișcările particulare, cele mai întilnite sînt mișcarea rectilinie 
şi mişcarea! circulară. i A 

-Mişearea rectilinie. Pentru studiul mișcării se alege traiectoria drept 
axă Oz astfel că ecuația de mișcare este x = x(t) ceea ce conduce la 


a=ù=Ë (4.20) 


de unde rezultă că viteza şi accelerația au aceeaşi direcție și anume direcția 


v 


traiectoriei. ' 
Un caz particular îl constituie mișcarea punctului material cu accele- 
raţie constantă (a = ap). Pentru a determina expresia vitezei se utilizează 
- relația (4.20), din care rezultă dv = adt, iar prin integrare, se obține 


v + at (4.21) 
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unde v, reprezintă viteza iniţială (la t = 0). Relaţia (4.21) servește pentru 
determinarea, în continuare, a legii de mișcare, astfel : 


— = m + apt; da = (Wg -+ tt) dt (4.22} 
şi deci 


[a ai [N (Do + col) di 


de unde 
pe e bal + to (4.23) 

Dacă în relaţia (4.23) se consideră ag = 0 se obține legea mișcării recti- 
linii și uniforme. 

Mişcarea circulară. Mişcarea unui punct material pe o traiectorie circulară 
este mai comod de studiat în coordonate naturale. 

Fie punctul P a cărui traiectorie este un arc cu rază R și centrul o 
(fig. 4.7). Legea orară de mişcare este s = arc(P;P)= RO, rezultind că poziţia 
punctului poate fi, de asemenea, precizată prin unghiul 0 = 6(2). 

Conform relației (4.15 b), viteza este 


v= T (RO) RÔ = Ro. (4.24) 
q 


Mărimea œ = d se numeşte viteză unghiu- 

lară și se măsoară în rad/s (s2). 
Acceleraţia se determină prin componentele 
P- sale a, și ay pe baza relaţiilor (4.19), rezultind 


a =ò = (Ro) = Rò = RỌ = Re (4-25) 


E 2 Ro? (4.26) 
Fig. 4.7 R 


S-a notat e = & = 8, această mărime este numită acceleraţie unghiulară 
şi se măsoară în rad/s? (s"2), i i 

Mărimea accelerației a se obține prin compunerea geometrică a celor două 
componente, deci 


a = JI = Re oi. (4.27) 


Se studiază, în continuare, mişcarea circulară uniform variată (e = 

. = ep = const). Stabilirea expresiei vitezei unghiulare și a legii de mișcare 

urmează o cale similară cu cea de la mișcarea rectilinie uniform variată 
[relaţiile (4.20) — (4.23)], în fina! rezultind 


o = Ep + op (4.28 a) 
DEE of t Op (4.28 b) 


Prin particularizare, relaţiile (4.28 a) şi (4.28 b) servesc şi pentru studiul 
mișcării circulare uniforme (e = 0). 
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4.2. CINEMATICA 
CORPULUI RIGID 


Corpul rigid reprezintă mo- 
delu] matematic al unui mediu 
material la care distanța dintre 
oricare două puncte arbitrare ale 
sale rămîne invariabilă în timp, 
indiferent de forțele aplicate asu- 
pra sa. 

A studia mişcarea unui corp 
rigid înseamnă a determina, la 
orice moment de timp, poziţia, 
viteza şi accelerația oricărui 
punct al corpului. s 

'Totalitatea vectorilor viteză, Fig. 4.8 
aparținind punctelor  solidului 
rigid, formează cîmpul vectorial al vitezelor sau distribuţia vitezelor. În mod 
similar, ansamblul vectorilor accelerației constituie cîmpul vectorial al 
acceleraţiilor. ` 

„Cunoașterea mișcării unui corp rigid înseamnă, așadar, determinarea 
pozițiilor tuturor punctelor sale, a cimpului de viteze și a cîmpului de acce- 
lerații, constituind obiectul problemei de bază a tinematicii corpului rigid. 

Pentru studiul mișcării sînt utilizate, în general, două sisteme de refe- 
rinţă, şi anume (fig. 4.8). 

— un sistem de referință Oayz, solidar cu corpul, în raport cu care un 
punct oarecare P al rigidului are coordonatele v, y, z, care rămîn constante 
in timpul mişcării ; 

— ua sistem Tis Ora? față de care punctul P are coordonatele ti, Yy 
Zp variabile în timpul mișcării. 

Poziţia sistemului mobil este precizată prin vectorul de poziţie al originii 
Fo = Ña(f) şi prin orientarea versorilor i = i(f), j= j®, k = k(t). Dacă se cunosc 
aceste patru mărimi vectoriale, se poate determina poziţia punctului P prin 


vectorul său de poziţie î,, a cărui expresie este 
R= h hai t yj ză (4.29) 
Fiecare din cei patru vectori este caracterizat prin trei mărimi scalare, 
şi anume proiecţiile pe axele triedrului fix, astfel că, pentru a cunoaște 


poziția corpului şi deci, implicit, a oricărui punct al său, sint necesare 12 
mărimi scalare. Între aceste necunoscute scalare există însă șase relaţii; 


rezultate din următoarele condiţii ; = 
ii=1; =1 
ij=0;ik=0; ki=0 (4.30) 


ceea ce face ca, efectiv, poziţia corpului să fie determinată prin șase parametri 
independenți. 
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4.2.1. DISTRIBUȚIA VITEZELOR ŞI A ACGELERAȚIILOR. 
CLASIFICAREA MIȘCĂRILOR RIGIDULUI 


Modelul mecanic de corp rigid impune cîmpului de viteze satisfacerea 
anumitor condiții deoarece vitezele nu sint total independente. Fie Pi Pa 
două puncte ale unui astfel de corp și Fy fa vectorii lor de poziţie (fig. 4.9). 
Conform ipotezei, distanța P,P, dintre cele două puncte rămîne invariabilă 
în timpul mișcării, deci modulul vectorului P,P, este constant. Dar vectorul 
P,P poate fi exprimat în funcție de vectorii de poziție ai celor două puncte 
astfel PP, = Fe — A ṣi deci 


(P,P) = (F — AP ~c (4.31) 


unde c este o constantă. Se derivează relația (1.31) în r i ă y 
se obține tia ( ) în raport cu timpul și 


e — în) A) =0 (4.32) 
sau, după transformări 


(PP) în = (PP). (4.33) 

Relaţia (4.33) conduce la evidenţierea unei proprietăţi importante a 

cîmpului vitezelor. În acest scop, se exprimă vectorul P,P, în funcţie de 

versorul i al său, adică P,P, = a |P P} și se substituie in relaţia (4.33) 
care, după simpliticare, devine 


iba = Bd. (4.34) 
Cei doi termeni ai egalităţii (4.34). reprezintă proiecţiile vectorilor ô, şi îi 
pe direcția determinată de punctele P, şi P, ceea ce conduce la următoarea 
proprietate a cîmpului vitezelor: id 
Pentru oricar€ două puncte ale unui corp rigid proiecţiile vitezelor aces- 
tor puncte pe dreapta determinală de punctele respective sînt egale şi au 
acelaşi sens (fig. 4.10). 


Fig. 4.10 


Proprietatea exprimată prin relația (4.33) servește la determinarea 
cimpului vitezelor, şi annme ea se aplică Ja punctele O şi P (fig. 4.8) sub 
forma echivalentă 


OP(ă, — ò) =0. (4.35) 


În afara cazului că OP este nul, situaţie care nu prezintă interes practic, 
relația (4.35) este verificată dacă 5, — ñ, = 0 sau dacă vectorul OP este 
perpendicular pe vectorul (5, — ñ) ambele cazuri regăsindu-se “într-o relaţie 
de forma . 

(5, — i) = 5 X OP (4.36) 


în care & este un vector numit viteză unghiulară. 
Din relația (4.36) rezultă expresia generală a vilezei unui punet curent P 
al corpului 


D= + 0 X OP. (4.37) 


În concluzie, pentru determinarea cîimpului de viteze este necesară cu- 
noaşterea a doi vectori, și anume: 

d, — viteza unui punct al corpului; 

Ə — viteza unghiulară, acest vector fiind un vector liber, care carac- 
terizează mișcarea întregului rigid. 

O altă proprietate a cimpului vitezelor rezultă dacă ambii membri ai 
relaţiei (4.37) se înmulțesc scalar cu vectorul ©, obţinîndu-se 


D0 = Ñ 5- (4.38) 


Relaţia (4.38) arată că produsul 56 reprezintă un invariant al mișcării 
avînd deci aceeași valoare pentru toate punctele corpulni. 

Între relaţia (4.37) şi relația (2.17), referitoare la variația momentului 
unni sistem de forţe la schimbarea punetului de reducere, există o analogie 
formală. În mod analog cu operația de reducere a nnui sistem de forțe, mișca- 
rea unui solid rigid prezintă două mărimi invariante atunci cind se trece de la 
viteza unui punct P la vileza altui punct P’, şi anume invariantul vectorial 
© şi invariantul scalar ô. O clasilicare a mișcărilor solidului rigid se poate 
face în funcţie de invatianţii mișcării şi este prezentată în tabelul 4.1 punindu- 
se în evidenţă mișcările particulare (simple). 

Cimpul acceleraţiiior se obţine pe baza relației (4.37), avind în vedere 
definiţia exprimată prin relaţia (4.11), astiel 


=À == (î + 8 x OP) (4.39) 
care. după efectuarea derivării, devine 


â= +8 x UP -4-a x DP. (4.40) 


Pentru a calcula derivata în raport cu timpul a vectorului OP se are în 
vedere relaţia (4.36) al cărui membru stîng are forma 


59 —he ff, A) = 2 (0P) = OP (4.41) 
dt dt 
şi deci G 
OP = 5 x OP (4.42) 
7 — Mecanica construcţiilor — cd. 33 - ~ 97 


Tabelul 4,1 


Clasificarea mișcărilor solidului rigid 


Z 3 = è 
prae > = g 
ispi = B 
B- bii 
% ii PI fl 
a = Sa 2 
Bei fs N o = 
z & i siz 5 
z 5 2a G a 
E ȘI E: E El E 3 
= FIE za EEE 
ZS 2 Ein 5 
or = -E > ll 
ze 2 ai Ela 
ESS E EF- ai 
CETE z +4 S 
lw 3 os IF 3 
ER 
521 as E 
13 13 13 
5 E 3 
= = Ei 
E e: E 
2 a 
E ze P: S 
Ea = & 
a SA = 2 
z z = 
E s ci 5 
= aF ca Š 
5 A 2 
9 E g z 
ZS a 2 
= 
STE 
255 m o 
23 bg 
ESE s o 3 
z5 
9 
f 9 g [i 
EI > O a 1 3 3 19 
d ọ 
Š At SS 3 isi 9 
2 b 
Ga NYSY 
sa S 
= S o Dă în 
19 
13 l 
13 
£ i S eră = > e 
1è i ii X F $ 
$ KI s 6 
X S Ea ə 
= 
4 e a 
I3 1 i T =) e Lo 
3 3 3 F + + 
3 2 


care, înlocuită in relăţia (4.40) şi avind in vedere că © = £, conduce la expresia 
cÎmpului acceleraţiilor š 

ä=ā& +E x OP +ax (mx OP). 

Rezultă deci că distribuţia accelerațiilor 6ste determinată dacă se cunoaşte 


accelerația unui punct al corpului și viteza unghiulară ®©. 
În cazul mişcărilor simple ale rigidului, arătate în tabelul 4.1, expresiile 


(4.37) şi (4.43) ale cîmpului vitezelor, respectiv a) acceleratiilor, devin mai 
simple, în concordanţă cu particularitățile mişcării. 


(4.43) 


4.2.2. MIȘCĂRI PARTICULARE ALE SOLIDULUI RIGID 


Cunoașterea citorva mişcări particulare ale rigidului prezintă inleres 
în ingineria de construcţii în legătură cu unele operaţii de montaj, în care 
apare necesitatea lansării, ripării, ridicării etc. unor elemente de construcţie, 
subansambluri sau construcţii în totalitatea lor. 

Mişcarea de translație. Un rigid este în mişcare de lranslație dacă orice 
segment de dreaptă aparținind corpului rămîne paralel cu el însuşi pe tot 
timpul mişcării. Conform clasificării din tabelul 4.1 rigidul în mişcarea de 
translație prezintă o =0 şi 70. 3 

Distribuţia vitezelor este dată de expresia (4.37) 
Öp = Öp ceea ce înseamnă că, la un moment dat, toate punctele corpului au 
același vector al vitezei (fig. 4.11). Din expresia (4.43) rezultă că acceleraţia 
tuturor punctelor este la un moment dat, de asemenea, aceeași. Se face obser- 
vatia că, atît viteza cît și acceleratia variază în timp, dar nu variază de la un 
punct la altul a! corpului în mișcare, 

Fie A și B două puncte ale rigidului. Deoarece Da = Öp, adică Fa = Fp, 
se obţine, prin integrare, următoarea relaţie între vectorii de poziţie ai puncte- 
lor respective 

Ps = fat (4.44) 

Constanta vectorială € se determină prin particularizarea expresiei (4.44) 

pentru momentul de timp t = by, astfel că rezultă î = AB și deci 


în care w =0 deci 


Fp = Fa + AB (4.45) 
ceea ce înseamnă că, dacă se cunoaşte traiectoria unui punct al corpului, se 
poate determina traiectoria oricărui alt punct printr-o translație geometrică, 
Studiul mișcării se reduce, așadar, la studiul mișcării unui singur punct al 
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z corpului deoarece, aşa cum s-a arătat, 
z R toate punctele au aceeași viteză şi 
aceeași accelerație cu cele ale pune- 


tului studiat, iar traiectoriile sînt 
curbe identice, obţinute prin translații 
geometrice. În funcție de forma traiec- 
toriei unui punct al corpului transla- 
tiile se clasifică în rectilinii şi curbilinii 
iar după legea orară de mişcare pot fi 
uniforme sau variate. 

__ Mişcarea de rotație cu axa fixă 
În mişcarea de rotație cu axă fixă 
„două puncte solidare cu corpul sau 
aparținînd corpului rămin (conven- 
tional) fixe tot timpul mișcării. Fie A 
şi B punctele cu viteza nulă (fig. 4.12) 
şi un alt punct Csituat pe dreapta AB. 


5 
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Fig, 4.12 


+o x AB şi deoarece Öp = da =0 
iar_o #0 şid # B rezultă o |l AB. 
Viteza punctului C este io = du +0 X AC. Dar AC este coliuiar cu AB și 
deci AGIS fapt ce conduce la ve = 0 și deci la concluzia că toate punctele 
corpului situate pe dreapta AB au viteza nulă. În timpul mişcării, corpul 
prezintă o axă A care rămîne fixă, numită axă de rotație, această axă 
fiind definită de punctele cu viteză nulă. Pentru studiul mișcării se aleg 
cele două triegruri astfel încît atît axa Oz, cit şi Ozsă coincidă cu axa fixă 
A. În acest caz, viteza unghiulară are expresia © = oÅ iar OP = ai + yj+ ză 
astfel că distribuţia vitezelor dată de expresia (4.37) este 


j È 

0 [2 (4.46) 
y z f 
care, după dezvoltarea determinantului, devine 


=p x OP = 


a o su 


5 = (ay + (oa) (4.47a) 
de unde rezultă 
Vy OY; Dy = OX; V =0 (4.47b) 
şi ; 
v = F o p = o / PRE = o- 0D. (4.48) 


Din relaţiile (4.47) şi (4.48) rezultă următoarele proprietăţi ale cîmpului 
de viteze: 

— componentele v, sint toate nule, ceca ce: înseamnă că viteza unui 
punct oarecare este conținută în planul normal pe axa de rotaţie, plan căruia 
îi aparţine și punctul respectiv ; $ 

— modulul vitezei este proporțional cu distanța de la punct.la axa de 
rotaţie ; 
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— viteza nu depinde de coordonata z a punctului astfel că, pentru stu- 
diu) mişcării, se poate proiecta corpul pe planul 0,7, și studia” mișcarea 
proiecţiilor punctelor corpului în acest plan. 

Pentru a determina traiectoria unui punct oarecare P se face obser- 
vaţia că, în timpul mișcării, unghiul « dintre vectorul de poziţie 0,P şi 
axa de rotaţie A se menţine constant. Deoarece nici modulul 0,P 
nu variază, rezultă că punctul descrie o traiectorie circulară, cu raza 
O'P = 0,P sin a situată într-un plan normal pe axa de rotatie. Această 
constatare conduce la concluzia că acceleraţia punctului P se poate stabili 
ca la mişcarea circulară și prezintă următoarele caracteristici : 

— este coplanară cu viteza punctului; 

— în coordonate naturale, ataşate traiectoriei punctului P, prezintă 
două componente, acestea fiind acceleraţia tangenţială «a, = (0'P)e și acce- 
leraţia normală a, = (0'P)o și deci a = (Po -F £2, unde e = &. 

Mişcarea plan-paralelă. Un rigid efectuează o mişcare plan-paralelă dacă 
tot timpul mișcării un plan TI, solidar cu corpul, alunecă pe un plan fix Ie 
numit planul mişcării (fig. 4.13). 

Oricare punct al corpului are o mișcare plană iar punctele situate pe o 
dreaptă perpendiculară pe planul Il au mișcări identice dar cu traiectoriile 
situate în plane paralele, Astfel, punctele P și P, efectuează aceeași mișcare 
(ò = Öp, Ā = ã) şi au traieetoriile identice situate însă în planele II și respec- 
tiv I. Toate punctele corpului aparținînd dreptei determinate de punctele 
P şi P, au aceeaşi mișcare cu a acestora. Rezultă deci că, pentru cunoașterea 
mişcării corpului, este suficient să se studieze mişcarea punctelor dintr-un 
singur plan și anume din oricare plan paralel cu planul fix. Pentru aceasta, 
se consideră triedrul fix Oituz, cu axele Oz Oua în planul fix Mo și un 
triedru mobil Ozyz, atașat corpului, ale cărui axe Oz şi Oy sînt, de aseme- 
nea, conţinute în planul [lg (fig. 4.14). Poziţia triearului mobil în raport cu 
triedrul fix este precizată prin trei mărimi scalare, acestea fiind funcţii 
de timp, și anume coordonatele Ty Yı ale originii sistemului mobil și 
unghiul 0 dintre axele Oz și Oz adică 


Zio = Zll); Yio = Yo) ; 0 = 00). (4.50) 


Fig. 4.13 Fig. 4.14 
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Din modul de alegere a 
triedrului mobil rezultă că vi- 
teza unghiulară are numai 
componentă pe axa 0z, deci 
a =k şi, în consecinţă, 
= în care o=6 şi 

e = o =. Deoarece originea 

triedrului mobil se mișcă, de 

asemenea, în planul Oxy, viteza 

sa este conținută în acest plan 

și deci, exprimată vectorial, 
—— are forma 


o 


0 x z z 
Fig. 4.15 y = Vori + Vonj (4.51) 
astfel că, in conformitate cu expresia (4.37), cimpul de viteze devine 
I FJ R 
ü= ñ to X OP = it oj +0 0 o]. (1.52) 
z po 0 


Dezvoltarea calculetor din relația (4.52) conduce la determinarea expre- 
siilor proiecțiilor pe axe ale vitezei, astfel 


Da = Vos — YO ; Vy = boy + TO (1.53) 

în care boz Voy şi o Sînt funcţii de timp. 3 
Din co mparaţia relaţiilor (4.53) cu (4.47 b) se tace observaţia că distribuţia 
de viteze rezultă prin suprapunerea a două mișcări instantanee și anume o 
translație caracterizată prin viteza 5, şi o mișcare de rotaţie, cu viteza unghiu- 
lară œ, în jurul unei axe Oz. Datorită acestei suprapuneri va exista deci în 


planul zOy un punet care, la un moment dat, are viteza nulă. Fie Z acest 
punct și č, y coordonatele sale. Determinarea lor se face utilizînd expresiile 
(4.53), care devin 


0 = br — he ; D= y + EO i 
și conduc la 
E ae, (4.54) 
t) (a 


Pentru a da o interpretare cinematică acestui punct particular, se face o 
translație a triedrului mobil îu așa fel încît originea lui să fie. în punctul Z, 
obţinindu-se un nou triedru mobil Iz'y' (fig. 4.15). Din translaţia axelor re- 
zultă următoarele relaţii între coordonatele unui punct P în cele două sisteme 
de coordonate 


r= pr; y= (4.55) - 
sau í i 
r= ear; y= 24 y. (4.56) 
a w 
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Aceste expresii ale coordonatelor z și y se înlocuiesc în relaţiile (4.53) 
zezultînd : 
be = — YU; Uy = To (4.57) 


expresii care sint similare cu cele obținute la mișcarea de rotație cu axă fixă 
(4.47 b). Prin urmare, distribuția de viteze în mişcarea plan-paralelă este 
identică cu cea a unei mişcări în care rigidul s-ar roti cu viteza unghiulară & 
în jurul unei axe care trece prin punctul T şi este normală pe planul fix My 
Această axă este numită axă instantanee de rotaţie iar punctul Z se numeşte 
centru instantaneu de rotaţie (CIR). Axa instantanee de rotaţie este, aşadar, 
locul geometric al punctelor cu viteza nulă. Ecuatiile parametrice ale acestei 
drepte sînt expresiile (4.54). Se face menţiunea că poziţia axei instantanee de 
rotaţie şi, in consecință, cea a centrului instantaneu de rotaţie variază în timp, 
deoarece E = E(t) şi n = ní. 
În concluzie, pentru determinarea cîmpului de viteze este necesar să se 
cunoască: 
— centrul instantaneu de rolaţie (CIR); 
* — viteza unghiulară œ, ca valoare şi sens. 
Faţă de CIR distribuţia de viteze este dată de expresiile (4.57) astfel 
că 
Zi = or? Hy? = wP (1.58) 


iar direcţia vitezei este normală pe segmentul IP, numit rază instantanee 
de rotaţie (fig. 4.16). 

Pentru determinarea CIR se utilizează metode grafo-analitice fiind 
frecvent întilnite următoarele situaţii: 


Inysodnş 


OA 


Fig. 4.16 ` Fig. 4.17 


Cazul I. Se cunosc direcțiile vitezelor a două puncte (4, B) ale corpului. 
Avînd în vedere că D+ | IA şi ba |. IB, centrul instantaneu se va găsi la 
intersecţia perpendicularelor ridicate din punctele A și B pe suporturile 
vitezelor respective (fig. 4.17). Pentru cunoașterea completă a mişcării, în 
vederea determinării cîmpului vitezelor, este necesară fie precizarea vitezei 
unghiulare w, fie cunoaşterea, in plus, a mărimii şi sensului vitezei unuia 
din cele două puncte ale corpului. De exemplu, dacă este dată viteza punctului 
A (5,), atunci e = v,/IA iar sensul vitezei unghiulare trebuie să fie în con- 
cordanță cu sensul vitezei Ď4. 
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anume: 

— cele două viteze au aceeaşi direcţie, ceea ce înseanină că suporturile 
lor sînt paralele şi deci perpendicularele duse pe aceste suporturi sînt, de ase- 
menea, paralele (fig. 4.18, a). În acest caz, CIR se găseşte la infinit, pe direcția 
comună a perpendicularelor (IA = œ) şi, în consecinţă, œ = 0. Corpul are 
o mișcare de translație și deci toate punctele au aceeași viteză ; 


Fig. 4.18 


— cele două puncte au vitezele paralele și, în plus față de cazul prece- 
dent, segmentul AB este perpendicular pe direcţia vitezelor, fapt care face 
ca perpendicularele din A şi B să se confunde, iar centrul T să fie nedeterminat. 
Pentru a fi posibilă determinarea CIR devine necesară cunoaşterea vitezelor 
ambelor puncte, așa cum se arată în fig. 4.18, b, e. Justificarea construcţiei 
grafice cu ajutorul căreia se stabilește CIR este dată de următoarele relații: 


| Va =w IA; v= IB 
şi deci ; | 
=, 1 (4.59) 


“Gazul II. Sint cunoscute viteza unui punct al corpului, 54; și viteza un- 
ghiulară œ. Din punctul A, a cărui viteză este cunoscută, se duce perpendicu- 
lara pe direcţia vitezei ð, (fig, 4.19). Pe această semi- 
dreaptă se măsoară segmentul AI = va/o de acea parte 
a suportului vitezei 54, în așa fel incit sensul vitezei 
unghiulare şi sensul vitezei punctului A să fie concor- 
dante.. | 

Pentru determinarea cîmpului acceleraţiilor se utili- 
zează expresia generală (4.43), avindu-se în vedere că 


acceleraţia are componente numai în planul xOy. Ca și la 
Fig. 4.19 distribuţia de viteze, se poate arăta că, la orice moment de 
timp, există un punct H, numit centrul acceleraţiilor, 
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orice punct efectuează o mișcare plană și prin urmare 


În aplicarea acestei metode sînt posibile unele situaţii particulare, şi i 


| 


a cărui accelerație este nulă. În sistemul de axe z0y, coordonatele acestui 
punct au expresiile 


Aort? — ügyE Gopo? + orE 
Ea oz WE hy oy! oE (4.60) 


În raport cu acest punct, distribuţia de accelerații este ca și cînd solidul 
rigid s-ar roti în jurul unei axe A, care trece prin centrul acceleraţiilor şi care 
este perpendiculară pe planul fix Il. Aceasta înseamnă că acceleraţia unui 
punct oarecare P al corpului poate fi descompusă in două componente, și 
anume : 

-— acceleraţia tangenţială 


a,=HP'e; (4.602) 
-- acceleraţia normală 
a, = HP-o2 (4.60b) 
și deci 


e= HP JEF o 
4.2.3. MIŞCAREA GENERALA A CORPULUI RIGID 


Cîmpul vitezelor este dat de relația generală (4.37). În conformitate cu 
această expresie, distribuția instantanee a vitezelor într-o mișcare oarecare 
poate fi interpretată ca o sumă vectorială a două cîmpuri de viteze, și anume : 

— un cîmp constant de viteze dp, produs de o translație instantanee 
împreună cu punctul O al corpului; 

— un cîmp de viteze corespunzător unei mișcări de rotaţie cu viteza- 
unghiulară & în jurul unei axe care trece prin punctul O și care este coliniară 
cu vectorul 3 

Se face observația că vectorul © este un vector liber și ca atare el rămîne 
neschimbat dacă, în locul punctului O, se ia un alt punct de referință O’. 


4.3. CINEMATICA SISTEMELOR MECANICE 


43.1. CARACTERIZAREA DINAMICĂ A UNUI SISTEM MECANIC. 
GRADE DE LIBERTATE DINAMICĂ 


Caracterizarea sistemelor mecanice alcătuite din puncte materiale şi/sau 
corpuri rigide a fost prezentată în paragraful 3.5.1. 

Există fenomene mecanice care nu pot fi studiate însă pe baza modelului 
dè corp rigid, ca atare este necesar să se aibă în vedere deformabilitatea corpu- 
rilor reale. Din categoria acestor fenomene fac parte și acelea în care se dez- 
voltă forţe elastice, definite conform relaţiei (1.7). Un exemplu îl reprezintă 
mișcările pe care le au structurile pentru construcții cînd sînt supuse la'acţiuni 
dinamice, adică la forţe şi perturbații care variază rapid în timp (mișcări 
seismice, convoaie rutiere şi de cale ferată, maşini şi utilaje în mișcare etc.). 
În aceste cazuri, caracterizarea statică şi geometrică, bazată pe modelul me- 
canic de corp rigid, devine incompletă şi de aceea este necesară extinderea 


t’ 105 


Fig. 4.20 


noțiunii de grad de libertate la structurile elastice (deformabile). Comportarea 
unui sistem elastic la acţiuni dinamice este determinată, printre alţi factori, 
de numărul şi distribuţia maselor. Din punctul de vedere al calculului la acti- 
uni dinamice, prezintă interes parametrii independenţi necesari pentru a 
preciza poziţia tuturor maselor în orice moment f al mișcării. Numărul acestor 
parametri constituie numărul gradelor de libertate dinamică ale unui sistem 
mecanic. Avind în vedere că acest număr este egai cu cel al deplasărilor inde- 
pendente pe care le pot avea masele, o altă definiție a numărului gradelor 
de libertate se referă la numărul minim de legături simple necesare pentru 
a fixa toate masele sistemului, adică pentru blocarea (anularea) tuturor 
„deplasărilor distincte. Modelarea exactă a corpurilor reale conduce la sisteme 
dinamice cu un număr infinit de grade de libertate și aceasta deoarece masa 
corpurilor este distribuită în tot volumul lor. Totuşi, în foarte multe cazuri, 
pentru scopuri practice, se poate studia mișcarea considerînd un număr finit 
de grade de libertate. Astfel, pila de pod din fig. 4.20,a, modelată ca solid 
rigid, se prezintă ca în fig. 4.20,b și este deci invariabilă din punct de vedere 
geometric (G; = 0). Considerată însă ca un element elastic, cu masa distri- 
buită pe înălțime după legea u = u(y), are un număr infinit de grade de li- 
bertate, și anume deplasările tuturor secţiunilor sale (fig. 4.20,c). Pentru 
scopuri practice, dacă înălţimea pilei nu este prea mare, se poate concentra 
masa la capătul superior, situație în care poziţia masei este determinată 
numai de trei parametri, și anume traaslaţiile u, v şi rotirea măsurată prin 
unghiul o. Se constată insă că deplasarea verticală v, cauzată de deformarea 
axială a barei, este mult mai mică în raport cu deplasarea orizontală u, gene- 
rată de deformarea prin încovoiere a pilei şi ca atare transiaţia v este negli- 
jabilă, De asemenea, admiţind că masa este concentrată, deci prezintă carac- 
teristicile unui punct material, rotirea e nu mai reprezintă un parametru 
geometric al poziției masei. În consecinţă, este considerat drept grad de li- 
bertate semnificativ numai translaţia pe orizontală u, acesta reprezentînd 
gradul de libertate dinamică. Pe baza acestor constatări sînt puse în evidenţă 
în fig. 4.21, a—d, spre exemplificare, gradele de libertate dinamică ale unor 
sisteme elastice, indicindu-se prin legături simple numărul și natura acestor 


grade de libertate. 
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„tici, aceștia servind pentru stabilirea 


Fig. 421 


În concluzie, caracterizarea geometrică a sistemelor elastice, în vederea 
studiului comportării lor la acţiuni dinamice, este mai complexă decit a siste- 
melor de corpuri rigide și are un caracter aproximativ. În timp ce la sisteme 
de corpuri rigide relaţiile (3.47, a, b) evaluează în mod riguros numărul grade- 
lor de libertate, in cazul sistemelor elastic-deformabile numărul şi natura 
gradelor de libertate dinamică depind de o serie de factori, și anume : comple- 
xitatea şi importanța sistemului examinat, posibilitatea utilizării calculului 
automat, gradul de aproximare a soluţiei obținute în raport cu soluţia exactă 
ete. Din aceste motive, modelarea judicioasă a sistemelor reale şi caracteri- 
zarea lor geometrică, in vederea analizei la acţiuni dinamice, prezintă o mai 
mare importanţă decît în cazul acţiunilor statice. 


4.3.2. CARACTERIZAREA CINEMATICA A UNUI SISTEM MECANIC. 
PARAMETRI CINEMATICI 


Aşa cum s-a arătat în paragraful 3.5.1, configuraţia unui mecanism este 
determinată printr-un ansamblu de parametri geometrici, al cărui număr este 
egal cu numărul gradelor de libertate al sistemului. Parametrii geometrici 
sînt alcătuiți din distanţe şi unghiuri, astfel că poziția mecanismului, la un 
moment dat, este stabilită în raport cu ogconfigurație inițială. Pe lîngă para- 
metrii geometrici, un mecanism este 
caracterizat prin parametrii săi cinema- y 
distribuţiei instantanee a vitezelor. 

"În general, parametrii cinematici 
sînt dați de derivatele în raport cu > 
timpul ale parametrilor geometrici. De 
aceea, numărul lor este egal cu numărul 
gradelor de libertate ale sistemului. Un 
exemplu este arătat în fig. 4.22 şi se 
referă la parametrii cinematici ai unui 
corp care are 6 mişcare plană. Dacă 


se aleg ca parametri geometrici, coordo- XA |_lx - * 
natele z4 ya şi unghiul 0, parametrii . Fig. 4.22 
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cinematici pot fi vitezele z,, y4 și viteza unghiulară o = 6. În acest fel viteza 
oricărui alt punct al corpului se exprimă în funcţie de acești parametri. Într- 
adevăr, avînd în vedere că x, şi Ju reprezintă proiecţiile vitezei punctului A, 
rezultă că vectorul 5, este determinat, iar pe baza relaţiei (4.37) se obline 


Ög = Da + 0 X AB, 
sau, prin componentele sale 
Xp = Xa — ol; În = ja t oly 


În particular, cîmpul de viteze al unui mecanism cu un grad de libertate 
este definit printr-un singur parametru cinematic, acesta fiind [ie scalarul 
vitezei unui punct, fie viteza unghiulară a unui corp din sistem, 


433. MECANISME PLANE CU UN GRAD DE LIBERTATE 


În numeroase aplicaţii din Mecanica construcțiilor apare necesitatea 
studiului mecanismelor plane cu un grad de libertate, în scopul determinării 
configurației sistemului ca urmare a impunerii unei deplasări elementare 
(infinit mică) sau a unei deplasări finite asimilată cu o astfel de mărime, 
aceasta putind îi reală sau virtuală. 

Așa cum s-a arătat în paragraful 4.2.2, mișcarea plană a unui corp este 
complet precizată prin cunoașterea poziţiei centrului instantancu de rotaţie 
(CIR) şi a vitezei unghiulare w. Pentru studiul mișcării unui sistem de corpuri 
trebuie deci să sc determine centrele instantanee de rotaţie și vitezele unghiu- 
lare ale tuturor corpurilor, după care fiecare corp poate îi examinat individual. 

Distribuţia instantanee a vitezelor unui corp care intră în alcătuirea unui 
mecanism plan rezultă ca şi cînd corpul s-ar roti în jurul centrului său instan- 
taneu de rotaţie. La sistemele de corpuri, mişcarea oricărui corp component 
poate fi raportată atit la un reper convenţional fix, același pentru întreg 
sistemul, situaţie în cate mișcarea este absolută iar cenirul instantaneu cores- 


punzător se numește centru absolut de rotaţie, cit și la un reper mobil, solidar 
cu un alt corp din sfstem, caz în care mișcarea se numește relativă iar centrul 
instantaneu respectiv se cheamă centru relativ de rotaţie al celor două corpuri. 
Prin urmare, fiecare corp dintr-un mecanism plan prezintă un centru instan- 
taneu absolut de rotație și cîte un centru instantaneu relativ de rotaţie în raport 
cu fiecare dintre celelalte corpuri componente ale sistemului. 

Dacă două corpuri sînt legate direct printr-o articulaţie, atunci aceasta 
este chiar centrul lor relativ şi reprezintă deci centrul instantaneu de rotație 
al unuia din cele două corpuri considerînd celălalt corp drept reper. În éon- 
tinuare se va nota cu (0,1), (0,2), ..., (0,n) centrele absolute de rotație ale 
corpurilor I, H,..., N şi cu (1,2), (1,3), ...- (Ln) (29), (29, (n) 
etc., centrele relative de rotaţie ale corpurilor T-I, I-III, ..., N, II-III, 
II-IV, ..., II-N ete. Poziţiile centrelor instantanee de rotaţie (absolute și 
relative) constituie o caracteristică a configurației sistemului de corpuri 
și se bucură de anumite proprietăţi geometrice. Pentru a stabili aceste pro- 
prietăţi se examinează două corpuri ( şi H) dintr-un mecanism plan. Se 
presupun cunoscute centrul lor relativ (1,2) şi centrul absolut al unuia din 
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0,2 


Fig. 4.23 


<ele două corpuri, de exemplu centrul (0, 7) (fig. 4.23). Deoarece punctul (7,2) 
aparține corpului J, viteza sa este perpendiculară pe dreapta determinată de 
punctele (7,2) şi (0,1). În acelaşi timp însă punctul (7,2) aparţine și corpului H, 
fapt care face ca raza (4,2) —(0,2) să fie perpendiculară pe direcţia vitezei 5y- 
Rezultă deci că centrul absolut (0,2) se găseşte pe perpendiculara ridicată 
din punctul (4,2) pe direclia vitezei dy. Se observă că, în punctul (7,2) s-au 
dus două semidreple, ambele -perpendiculare pe aceeași direcţie, şi anume 
direcția vitezei 5, ceea ce înseamnă că cele două semidrepte sint în prelun- 
gire. Această constatare pune în evidență următoarea proprietate geometrică 
care constituie teorema de coliniaritate a centrelor instantanee de rotaţie: 
două corpuri dintr-un mecanism plan au centrele instantanee de rotatie absolută 
și centrul lor relativ coliniare. 

Proprietatea geometrică enunțată mai înainte se exprimă simbolic sub 
forma (0,7) —(1,2) —(0, 2). 

O varianlă a teoremei de coliniaritate a centrelor instantanee rezultă 
dacă se examinează trei corpuri dintr-un mecanism plan, de exemplu corpu- 
vile T, II şi III (Lig. 4.24). Se presupun cunoscute două din centrele lor rela- 
tive, în cazul prezentat în fig. 4.24 acestea fiind centrele (7,2) și (2,9). 

Într-o primă fază se analizează mișcarea corpurilor JI şi III în raport cu 
wn reper solidar cu corpul Z. Dacă corpul T este considerat convenţional fix, 
mişcările corpurilor Z și III apar ca mişcări absolute și ca atare centrele lor 
absolute și cu centrul lor relativ sînt coliniare (0,2)—(2,3) —(0,3). Revenind 
la reperul iniţial, corpul 7 este el însuşi în mişcare față de acest reper şi, în 
această circumstanţă, centrele (0,2)—(0,3) sint de fapt centrele relative 
(7,2) şi (1,3) astfel că relaţia de coliniarilate devine (1,2) —(2,3) —(1, 3): 
Prin interpretarea acestei ultime condiţii rezultă următoarea proprietate :. 
pentru trei corpuri ale unui sistem plan, centrele lor relative de rotație, considerate 
două cile două, sint coliniure. 


Fig. 4.24 ` 


Cele două formulări ale teoremei 
de coliniaritate, împreună cu alte obser- 
vaţii privind poziţia centrelor instanta- 
nee, servesc pentru determinarea tuturor 
centrelor de rotaţie ale unui mecanism 
plan. Se lace precizarea că pentru un 
număr de C corpuri care intră în com- 
punerea mecanismului, numărul total al 
centrelor relative este C(C — 1)/2, la 
acestea adăugîndu-se centrele absolute 
(în raport cu baza de sprijinire), numărul 
acestora fiind egat cu numărul corpu- 

Fig. 425 rilor. De regulă, pentru studiul mişcării 

nu este necesară determinarea tuturor 

centrelor relative, deoarece, aşa cum s-a arătat, cunoaşterea centrelor absolute 

şi a vitezelor unghiulare este suficientă pentru determinarea distribuției viteze- 

lor. În legătură cu determinarea centrelor de rotaţie, în afara celor prezentate, 
sînt necesare următoarele observaţii : 

— un corp articulat cu baza sa de rezemare are centrul absolut în arlicu- 
laţie (fig. 4.25, a); 

— centrul absolut al unui corp care prezintă un reazem simplu se află 
pe suportul normalei la reazemul respectiv (fig. 4.255). 

În aplicarea practică a teoremei coliniarității se identifică, într-o primă 
etapă, centrele instantanee care rezultă în mod evident, după care se deter- 
mină celelalte centre instantanee, Pentru exemplificare se studiază mișcarea 
instantanee a mecanismului din fig. 4.26, cunoscîndu-se viteza unghiulară a 
corpului 7 şi anume w; = œ. Iniţial rezultă, în mod evident, două din centrele 
absolute, reprezentate de reazemele articulate ale corpurilor 7 şi III, şi patru 
centre relative, respectiv (7,2), (2.3), (24), (3,2). Centrul absolut (0,2) se 


va 
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obţine avînd în vedere coliniaritatea acestuia atît cu centrele (0,7) —(7,2 
cit și cu centrele (0;3) —(2,3). Sub formă simbolică ăceste condiţii geometrice 


se exprimă astfel: 
0, 1) —(1,2) —(0,2 
(0,2 | (0,1) —(1,2) —(0,2) 
(0,3) —(2,3) —(0,2). 
În mod similar se determină centrul absolut (0,4) după cum urmează 


(0.7 ÎN 
i perpendiculară pe reazemul simplu al corpului ZV. 


Pentru stabilirea vitezelor unghiulare ale tuturor corpurilor se face uz 
de corelaţiile cinematice diatre aceste mărimi. Astfel, corpul Z, a cărui viteză 
unghiulară este cunoscută, prezintă o distribuţie de viteze în conformitate cu 
relaţiile (4.57), astfel că pentru punctul (1,2) se obţine l 


Vn, = bo. 


Avind în vedere însă că acest punct apartine și corpului II, rezultă 
Pana = loaf2 


și deci o, = 2lLw/l. În continuare, pe baza unui raționament similar, se obtine 
relația dintre vitezele unghiulare ale corpurilor JI și IM, obținindu-se 
lios = log/2 de unde w, = œ. Din diagrama proiecțiilor v, se calculează apoi 
viteza unghiulară a corpului ZY, rezultind e = œ. Sensurile vitezelor nnghiu- 
lare sînt precizate în fig. 4.26. Cunoscînd componentele vy şi v, ale tuturor 
punctelor sistemului de corpuri se poate determina viteza totală a oricărui 
punct prin compunerea geometrică a celor două proiecţi 
~ dn unele probleme din Mecanica constructiilor interesează deplasările 
instantanee ale unui mecanism plan, adică deplasările acestuia într-un interval 
elementar de timp df. Fie un corp în mişcare plană, al cărui centru instantaneu 
este J şi care are viteza unghiulară œ (fig. 4.27). Se studiază mișcarea instan- 


ył 


Fig. 4.27 7 


tance a acestui corp în intervalul de timp dé. Pentru aceasta se consideră un 
punct oarecare P şi se alege drept reper chiar centrul instantaneu T. În con- 
Tormitate cu definiţia vitezei există relaţia 


dr = dal (1.61) 


ceea ce Înseamnă că, dat fiind faptul că mărimea df este un scalar, variația 
vectorului de poziție este coliniară cu viteza punctului. În mişcarea plană 


ö IP şi în consecință dr | JP. Deoarece, conform relaţiei (4.58), Vp = 
e P 
= IP, rezultă mărimea deplasării elementare sub forma 


= (am IP) dt = IP{o di). (4.62) 

Canlitatea (w di) reprezintă variaţia coordonatei polare 0 şi este tocinai 
rotirea instantanee a corpului în jurul centrulii său Z, și deci 

dr = (IP) dð. (4.63) 


Fie æ și y coordonatele punctulni P într-un sistem de referinţă care are 
originea în punctul J. Proiecţiile deplasării elementare dr pe axele O, și 0, 
sint 


dr, = ar sin 5; dry = dr cos 9 (4.61) 
care, avind in vedere expresia (4.63), devin , 
dr, = — (IP sin 0) d9; dr, = (IP cos 8) d0 (4.65) 
sau 
dr = — y d8; dr, = x d8 (4.66) 


relaţii care se puteau obține şi direct, pe baza expresiilor (4.57), prin multi- 
plicarea acestora cu scalarul df. 

Din expresiile (4.86) rezultă următoarele concluzii ; 

— proiecţiile deplasărilor elementare pe axelt de coordonate au variație 
liniară, fiind proporționale cu distanţele pină la centrul instantaneu absolut 
de rotaţie şi cu unghiul de rotire elementar d0; 

— centrul instantaneu absoluL. are deplasarea nulă (punctul oc pe cele 
două diagrame) ; 

— diagrama proiecţiilor deplasărilor are aceeași configuralie cu cea n 
diagramei vitezelor, ordonatele acestor două diagrame fiind proporlionale, 
actorul de proporţionalitate fiind scalarul di ; 

— deplasarea totală a unui punct se obţine din valorile componentelor 
sale și este 


dr = y dr? Par, (4.67) 


Se face observația că deplasarea dr poate li o deplasare instantanee 
cfectivă sau poate fi o deplasare finită, dar foarte mică în comparaţie cu 
dimensiunile generale ale sistemului de corpuri şi prin urmare asimilabilă - 
cu un infinit mic în raport cu acestea. 
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5. Elemente de dinamică 
şi de mecanică analitică 


Dinamica studiază mișcările efective ale sislemelor mecanice (puncte 
şi/sau corpuri) sub acţiunea forţelor aplicate asupra acestora, 

Din punctul de vedere al aspectului lor, problemele de dinamică se ela- 
sifică în donă tipuri fundamentale şi anume: 

1) Sint precizate forţele aplicate asupra sistemului, proprietăţile inerțiale, 
configurația şi starea iniţiale ale acestuia, urmărindu-se determinarea mișcării 
mecanice pe care o va avea sistemul. 

2) Se cunoaşte mișcarea sistemului şi se cer fortele care generează această 
mişcare. 

Dinamica își bazează metodele și procedeele de studiu pe principiile 
mecanicii newtoniene şi pe o serie de noțiuni funda mentale și teoreme gene- 
rale. 


5.1. NOTIUNI FUNDAMENTALE 
ŞI TEOREME GENERALE 


Mișcarea mecanică a unui sistem este determinată atit de forțele aplicate 
cît şi de mărimea și distribuţia maselor sistemului. De aceea, în continuare, 
vor fi definite mărimile care caracterizează din punct de vedere inerţial siste- 
mele mecanice, intervenind în studiul mişcării acestora. 


5.1.1. MOMENTE DE INERȚIE 


Definiţii. Proprietăţi. Fie un sistem de n puncte materiale Pi = 1, n), 
ale căror mase sint m, (i = 1, n), avînd pozițiile determinate în raport cu un 
sistem de axe Oxyz prin coordonatele ta Yo z, (i = 1, n) (fig. 5.1, 0). 

Pentru a caracteriza distribuţia maselor acestui sistem se definesc urmă- 
toarele mărimi : 

— Momentul de inerție în raport cu un plan, al unui punct material de 
masă m, este produsul dintre masa punctului și pătratul distanţei pînă la 
acest plan. Momentul de inerție al unui sistem de puncte materiale este suma 
momentelor de inerție ale tuturor componentelor sistemului. Conform defi- 
niției rezultă : 

— momentul de inerție în raport cu planul zOy 
Jzoy = Mg}; (5.1 a) 


8 — Mecanica construcţiilor — cd, 39 113 


dm = pdy 


Fig. 5.1 


— momentul de inerție în raport cu planul yOz 

Jro: = m; 61b) 
— momentul de inerție în raport cu planul z0x 

Jior = Muf. (.1c) 


În cazul unui corp rigid, expresiile momentelor de inerție se obţin consi- 
derind un volum elementar de masă dm = pdV, astfel că expresiile (5.1 a, 
b, c), ajung la forma 


Jzoy = [pz am = f, 29 aV (5.2a) 
Iyoz = [22 dm = fp èp AV (5.2b) 
Ioa = jp am = fp pay 6.20) 


unde s-a notat cu p densitatea materialului din care este alcătuit corpul, 
— Momentul de inerție în raport cu o ază reprezintă produsul dintre masa 
punctului material și pătratul distanței pînă Ja axă. Conform acestei definiţii, 
momentele de inerție axiale ale unui sistem de puncte materiale au, următoa- 
rele expresii: 
Ja = Îmi +a 
Jy = Em + 2) (5.3) 
J: = È m(t +. 
Pentru un corp rigid, expresiile (5.3) devin 
Je = fp 0 +% am = f, 0 + 2e aV 
Jy = fp (+ am = fp (22 + e dV (5.4) 
Je = fp (2 + p) dm = f, (2 + pp dV. 


— Momentul de inerție în raport cu un pol (polar) este produsul dintre 
masa punctului material şi pătratul distanţei pînă la pol. Dacă polul 
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coincide cu originea sistemului de referinţă, atunci momentul de inerție polar 
al sistemului de puncte materiale este: 


h=Em +t: 6.5) 
iar al corpului , 
Jo = fp 8 H am = (pa? pe + ov. (56) 


` — Momentele de inerție centrifugale au următoarele expresii: 
— sistem de puncte materiale ` 


. 


(5.7) 


— corp continuu 
Jey = fp 2y dm = fp ryp 9; 
Jy = fp yz dm = fp pze dV ; ` (5.8) 
Ji = fpe dm = fp zep AV. 


În legătură cu definițiile momentelor de inerție se fac următoarele obser- 
vaii: 

— momentele de inerție planare și cele axiale sînt mărimi scalare pozitive, 
fiind nule numai în unele situaţii particulare privind configurația sistemului 
mecanic (de exemplu, un sistem de puncte materiale situate în același plan 
are nul momentul de inerție în raport cu planul comun al punctelor) ; 

— momentul de inerție polar este o cantitate siriet pozitivă ; 

— momentele de inerție centrifugale pot fi negative, nule sau pozitive. 
Dacă una din axele în raport cu care se definește momentul de inerție este 
axă de simetric, atunci momentul centrifugal este nul; 

` — între momentele de inerție se stabilesc următoarele relaţii : 


1 
Jy = Jzoy + Tuos + Fros = (at Jy + Ja) (5.9) 
In = Jzoz + Jzoy 
Jy = Jroy + Jyoz 610) 


Ja = J yoz + Jzor; 
— din punct de vedere dimensional momentul de inerție mecanic este 
[J] = ML2 (5.11) 


ceea ce face ca în sistemul internaţional unitatea de măsură să fie kg:m?; 
— avînd în vedere ecuaţia dimensională (5.11), momentele de inerție 


planare, axiale și polare se pot exprima sub forma N . 
J.= Mi? (5.12) 


unde M reprezintă masa întregului sistem mecanic şi are expresiile : pentru 
sistem de puncte materiale M = E m;; pentru corp continuu M = f dm; 
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— la corpuri uni- şi bidimensionale, definițiile şi expresiile momentelor 
de inerție se simplifică dacă triedrul de referință se alege astfel încît să se aibă 
în vedere particularităţile sistemului mecanic, aşa cum s-a procedat în cazul 
centrelor de greutate. 

Relaţia (5.12) pune în evidență cantitatea 


: J = 

i ETA (5.13) 
numită rază de giraţie și care se interpretează ca fiind distanţa faţă de un 
plan, o axă sau un pol, la care ar trebui concentrată întreaga masă a sistemului 
astfel încît momentul de inerție respectiv al acestui punct imaginar să rămînă 
același cu cel al sistemului real. 

Pentru exemplificare, se calculează caracteristicile inerţiale ale unei bare 
drepte, omogene, cu secțiune constantă şi de lungime 1 (fig. 5.2, a). Bara are 
densitatea liniară p, constantă. Se alege sistemul de axe astiel încît axa Oz 
să coincidă cu axa barei. În raport cu acest triedru, toate momentele de inerție 
sînt nule cu excepția momentelor de inerție Jyoz și Jo care au expresiile i 


Jy = Jyo: = [at dm. 
Deoarece dm = p; di rezultă 
x? ji B 


Jy = pr = 5p —- 
0 ET h 23 


Observînd că masa barei este M = pl se obţine 


n=. 6.14) 


Conform definiției (5.13) raza de girație în raport cu punctul O este 


p- VE. 
3 
În mod similar se procedează pentru corpurile bidimensionale ; un exem- 
plu îl constituie o placă omogenă și cu grosime constantă, avind forma unui 
disc circular cu raza R (fig. 5.2, b). l i 
Se consideră sistemul de referință cu originea în centrul discului, astfel 
încît planul xOy coincide cu planul discului. În aceste circumstanțe se observă 


Fig. 5.2 
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că Jzoy = 0 și Jy = Jz = 0. Deoarece axele Oz şi Oy sînt axe de simetrie, 
momentele axiale Jx și Jy sînt egale iar momentul centrifugal J+y este nul: 
Pentru calculu) momentului de inerție polar elementul de placă se alege 
sub torma unei coroane circulare cu lăţimea dr astfel că masa elementară este 
dm = ps dA, unde p, este densitatea superiicială, adică masa unei plăci cu 
aria egală cu unitatea. 
Deoarece dA = 2mr dr şi 32 + y? = 7%, momentul de inerție polar are 
expresia 
Jy = |? 02)(orrps dr) = 276. fir ar = FE 


Sau 


J = E (6.15) 


unde M = mR?p, reprezintă masa discului. 

Raza de giraţie corespunzătoare momentului polar în raport cu centrul 
discului este i, = RI. 

Avînd în vedere relația (5.9) şi faptul că J+ = J, se pot determina aceste 
momente de inerție pe haza expresiei (5.15) obţinîndu-se Js = Jy = MR?/4. 

Variația momentelor de inerție în raport cu axe paralele., Pentru calculul 
practic al momentelor de inerție ale unui corp cu formă complicată apare 
necesitatea de a determina momentul de inerție în raport cu o axă Aj 
cunoscîndu-se momentul de inerție în raport cu o altă axă A, paralelă cu axa 
dată. O astfel de situaţie este prezentată în fig. 5.3 unde se presupune că se 
cunoaște momentul de inerție al corpului C în raport cu axa A, notat cu Ja. 
Fie deci axa A,, paralelă cu axa A, situată la distanță d faţă de aceasta. Se 
urmărește determinarea momentului de inerție axial cînd se trece de la axa A 
la axa A,. Pentru aceasta se duce un plan H, perpendicular pe direcția comună 
a celor două axe și se consideră elementul de masă dm situat în acest plan. 
Dacă A și A, sînt punctele de intersecţie ale dreptelor A şi A, cu planul II, 
atunci măriniile vectorilor 7 şi F} reprezintă tocmai distanţele de la elementul 
dm la axele A şi respectiv A, ` 

Conform definiției momentelor de inerție axiale rezultă 


Ja =f dm; Ja, = f, ri dm. 


a a 


Fig. 5.3 
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Se observă că F = F+ AA, astfel că 


Ja, = f, Œ + AA)? dm = f P dm + 2[THĂA,) dm + |, Adi dm. (5.16a) 


Deoarece (F)? = r? şi (AA, = (4.42 = 02, relația (5.162) devine 


Ja, = f, dm + df dm + 2AA, f, am. (5.16b) 
Avind în vedere relația (2.47 b), există egalitatea 
f, Pam = Mi, 


unde M este masa corpului, iar F, este vectorul de poziție al centrului maselor 
în raport cu axa A astfel că relația (5.16 b) devine 


Ja, = Ja + M + UJA) MF. (5.17) 

Dacă se cousideră o axă Ap, paralelă cu axa A și care trece prin centrul 
maselor, atunci F, =0 şi relaţia (5.17) capătă forma 

Js, = Js, + 8M (5.18) 


ceea ce înseamnă că momentul de inerție în raport cu o axă este egal cu momentul 
de inerție faţă de axa paralelă cu axa respectivă și cure trece prin centrul maselor, 
la care se adaugă produsul dintre masa corpului și pălratul distanței dintre cele 
două uze. Această proprietate, referitoare la variaţia momentului de inerție 
axial în raport cu translaţia axelor, constituie teorema lui Steiner. 


Din această teoremă rezultă că, pentru un fascicul de drepte care au aceeași 


direcţie, momentul axial este minim față de axa care trece prin centrul de . 


greutate. Pe baza acestei observaţii, se poate calcula momentul de inerție 
faţă de axa care trece prin centrul de greutate, dacă se cunoaşte momentul 
de inerție față de o altă axă paralelă, cu expresia 


Ja = Ja, — AM. 6.19) 


Astfel, la bara din fig. 5.2, a, momentul de inerție în raport cu axa care 
trece prin centrul maselor și este paralelă cu Oy are expresia 


Jy = (7) i (5.20) 


3 


2 12 


Printr-un raționament simi- 
A lar se pot stabili relaţiile privind 
variația la translaţia axelor a 
celorlalte momente de inerție și 
anume a momentelor de inerție 
planare, poiare şi centrifugale. 


Variația momentelor de iner- 
ție la rotirea axelor. Sc consideră 
corpul (sistemul de puncte mate- 
riale) din fig. 5.4 raportat la trie- 


drul Oryz. Se presupun cunoscute 
momentele de inerție -axiale J-, 
Jp Ja şi cele centrifugale Ja, 


xf 


Fig. 5.4 Jyz Ja. Fiind dată axa A, defi- ` 


nită prin versorul ă, se urmărește determinarea momentului de inerție in 
raport cu această axă pe baza momentelor de inerție cunoscute. 
Conform definiției, momentul de inerție Ja are expresia 


Ja = f, w dm (5.21) 


în care w este distanţa de la elementul de masă dm la axa å, astfel că există 
relația f 
w = r? — (0AP. (5.22) 
Dacă x, y, z sînt coordonatele masei elementare dm, vectorul său de 
poziție ř are forma 
F=xi + yj + zk (5.23a) 
şi deci 
2 


r? = t? p y? ze, (5.23b) 


Avind în vedere că direcția axei A este precizată prin cosinușii săi 
directori, versorul di are expresia 


d =i cosa +jceosß + Å cosy (5.24) 


În fig. 5.4 se observă că există relația (OA) = F- astfel că, pe baza rela- 
țìilor (5.23 a) şi (5.24), se obține 
(OA) = x cos æ + y cos B + zcosy (5.25) 
şi deci ; 
w? = x? p y? 4-22 — (x cos a + y cos B -+ z cos y)? (5.26) 
Din relaţiile (5.21) şi (5.26), după efectuarea calculelor, rezultă expresia 
momentului de inerție JA, şi anume 


Ja = Jz cos? a + Jy cos? B + Je cos? y — 2J xy cos a cos B — 
— 2J: cos B cos y — 2J az COS y cos a. ` (5.27) 


Expresia (5.27) pune în evidență faptul că momentul de inerție Ja este 
funcţie de orientarea axei A, variabilele fiind cosinușii directori ai acesteia. 
Analizîndu-se condiţiile în care momentul de inerție Ja îuregistrează valori 
extreme se constată următoarele proprietăți : á 

— există un triedru triortogonal, cu aceeași origine O, în raport cu care 
momentele de inerție axiale au valori maxime sau minime, Axele acestui 
triedru se numesc axe principale de inerție iar momentele de inerție în raport 
cu aceste axe se notează cu J}. Ja Ja şi se numesc momente de inerție prin- 
cipale; p o 
— momentele de inerție centrifugale corespunzătoare axelor principale 
sînt nule şi deci orice âxă de simetrie constituie o axă principală de inerție. 

În cazul particular al corpurilor bidimensionale, alegînd sistemul de 
axe xOy în planul sistemului mecanic, relația (5.27) se reduce la forma 


Ja = Ja cos? a + Jy sina — Jay Sin 2x. (5.28) 


Direcţiile axelor principale de inerție se obțin din condiția că funcția J 
să aibă o valòare extremă, adică 


Lu) =0 (5.29 a) 
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ecuaţie trigonometrică care are soluția 
2J, 
tga = —— H. 
. Js= dJ, 
Din relația (5.29b) rezultă că există două direcții ortogonale, precizate 
prin unghiurile æ şi «g + Z faţă de axele xOy, în raport cu care momentele 


de inerție axiale ale sistemelor mecanice bidimensionale înregistrează valori 
extreme (maximă și minimă). 


5.1.2. IMPULS. TEOREMA IMPULSULUI 


Pentru a măsura mișcarea mecanică, Newton a introdus noţiunea de 
impuls sau cantilatea de mișcare. Se defineşte drept impuls al unui punct 
material produsul dintre masa m a punctului și viteza sa d, adică 


H = mă. (5.30) 


Impulsul unui sistem de puncte materiale cu masele m, și vitezele 
d(i = 1, 2,...,n) este vectorul definit prin 
B = Îmi (5.31a) 


În cazul unui corp care are un volum V şi densitatea p (£, Y, 2), raportat 
la un triedru cartezian Oryz, impulsul are expresia 


H = |, ddm = [ed da dy dz. (5.31b) 


Impulsul este o mărime de stare, referitoare la posibilitatea transmiterii 
mişcării mecanice de la un sistem mecanic la altul. Ecuația dimensională 
a mărimii impulsului este [H] = MLT. 

Impulsul unui sistem de puncte materiale poate fi evaluat în funcție 
de masa întregului sistem și de viteza centrului maselor. În acest scop, re- 
laţia (5.31 a) se scrie sub forma 


= Li d PI d eaga 
H = Ym, PT (7) = E EnF; = FT (MM? 
sau i 
- 4 _ = 
i = Mi o > af. (5.32) 


unde M reprezintă masa întregului sistem iar ñ, este viteza centrului maselor. 
Printr-un calcul analog plecînd dela expresia (5.31 b) se ajunge la aceeași 
expresie (5.32) în cazul corpului. Aceasta înseamnă că impulsul unui sistem 
mecanic este egal cu impulsul unui punct care concentrează întreaga masă 
a sistemului şi care are mişcarea centrului maselor. 
Prin proiectarea expresiilor (5.31a, b) şi (5.32) pe axele unui sistem de 
referință cartezian se obțin expresiile 


Ha = Îmi = More 
H, = Emp yi = Moye l (5.33) 
H; = Empa = Mire 
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Se consideră sistemul de puncte Fi 

materiale Pp Pa.. -s P, din fig. 5.5 
Pe lîngă forțele exterioare Pa, Fa... 

. „FC = 1, 2,...; R), asupra punc- 
telor actionează forțele interioare 
Fai=1, 2,... n j=l, 2... n, IÆ j) 
care, conform principiului acțiunii și £ 
reacţiunii sînt, două cite două, egale 
și de semne contrare, adică Fu i=0. 
Principiul al II-lea al mecanicii, ex- 
primat pentru fjecare punct material, 
conduce la următoarele relații : 


Fig. 55 


Mada = Fa + Xa - 
Prin însumarea acestor relații membru cu membru și avînd în vedere 
că suma totulă a forţelor interioare este nulă, se obține 


mā = SF. (5.34) 


Pentru a pune în evidenfă o proprietate importantă a impulsului se 
derivează acesta în raport cu variabila timp, obținîndu-se 


= Smiă; (5.35) 


(A) = £ (Em, 5) = Im, 


rezultat care, avind în vedere relația (5.34), conduce la 


2H 
di 


= SE (5.36) 


Relația (5.36) exprimă teorema impulsului care are următorul enunț : 
derivutu în raport cu timpul a impulsului unui sistem de puncle muteriule 
este egală cu suma vectorială a forțelor exterioare aplicate asupra sistemului. 

Dacă derivarea impulsului se aplică relației (5.32), se obține 


AL — MČ — Mă, (3.37) 
a , 


şi deci 
Mă. = XF, (5.38) 
unde â, este accelerația centrului de greutate al sistemului. 

Relaţia (5.38) reprezintă expresia matematică a teoremei mişcării cen- 
tirului de greutale, şi annme : centrul de greutate al unui sistem de puncte 
materiale are aceeași mișcare ca a unui punct material în care este concen- 
trată întreaga masă a sistemului şi asupra căruia se aplică o forţă unică egală 
cu suma. vectorială a tuturor forțelor exterioare. 
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În particular, dacă suma forțelor exterioare este nulă, din relaţia (5.36) 
rezultă că impulsul sistemului este constant, adică 


H = Mi, = (5.39) 
și deci impulsul sistemului se conservă pe tot timpul mișcării. 
Din relaţia (5.39) se deduce 
de = CIM 
ceea ce înseamnă că viteza centrului maselor este constantă, şi deci în cazul 


cînd SF, = 0 centrul de greutate al sistemului de puncte materiale are o 
mişcare rectilinie şi uniformă sau, În particular, este în repaus. 


5.1.3. MOMENT CINETIC. 
TEOREMA MOMENTULUI CINETIC 


Momentul cinetic al unui sistem de puncte materiale P, cu masele m; 

(i =1, 2,..., n), În raport cu un punct fix O este definit prin relația 
E = Sf x mü (5.40) 

unde F; este vectorul de poziţie al punctului P; în raport cu O iar 5; este vi- 
teza sa. Ecuația dimensională a scalarului momentului cinetic este [K] = 
= LMT. 

Teorema momentului cinetic se obţine prin derivarea relaļiei (5.40), 
astfel : 


aK gi - _ d; 
—— = —( Xñ x mid) = X miD; t XR X m: 
E = (3 mö) = SE x m + Zi x m 
Dar 
[RR - - 
D-i x mÜ; = J x mb; = 0 
deoarece -vectorii 5; şi m; sint coliniari şi deci 
dK do; a 
a = = SEX ma = Și x må. i (541) 


Așa cum se arată în fig. 5.5, asupra punctului material P, acţionează 
atit forţa exterioară F, cit și forţele interioare Pi astfel că 


ER x mā = Yf; x F, + Zi; x Fi; 
Deoarece Fi; + Fj = 0, rezultă că SZA x Fi = 0 şi deci 
EA x må = Ef x Fe (5.42) 


Se observă însă că membrul al doilea al relației (5.42) reprezintă momentul 
forțelor exterioare în raport cu punctul 0 şi în consecinţă 
IE. Sita (5.43) 

dt 

adică, derivata în raporl cu timpul a momentului cinetic definit în raport cu 
un punct fix O este egală cu suma vectorială a momentelor forțelor exterioare 
în raport cu acelaşi punci. 
. În particular, dacă X Mo = 0, adică momentul forțelor exterioare în 
raport cu un punct este nul, momentul cinetic în raport eu punctul respectiv 
se conservă. . 
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“54:4. LUCRU MECANIC. ENERGIE MECANICĂ. 
TEOREMA ENERGIE! CINETICE 
ŞI A LUCRULUI MECANIC 


Lucru mecanic. Se consideră un punct ma- 
terial P care, sub acțiunea unei forţe variabile 
F = E(D se deplasează pe o traiectorie T, din 
poziţia iniţială A în poziția finală .B (fig. 5.6). 
Fie P, poziţia punctului la momentul f și P} o 
poziție vecină, şi anume la momentul t + di, 
deplasarea înlre cele două poziţii fiind d. 

Prin definiţie, lucrul mecanie elementar 
efectuat de forța F în timpul d? este produsul 
scalar dintre forța F și deplasarea di 


AL = F dr. 


Fig. 5.6 


(5.44 a), 


Dacă vectorii fi şi di se exprimă prin proiecţiile lor pe axele unui sistem 
cartezian Oxyz, lucrul mecanic elementar are expresia analitică următoare : 


AL = X dr + (5.44 b) 


Lucrul mecanic finit (total) efectuat într-un interval linit de timp, 
de exemplu prin deplasarea punctelor P} din poziția A în B, se obține prin 
integrarea lucrului mecanic elementar pe traiectoria T între cele două puncte, 
adică 


Y dy + Z dz. 


Las = Ñ JL = PX de + Y dy + Z dz) (5.44 c) 


Lucrul mecanic delineşte o mărime de proces a mişcării mecanice, proces 
în decursul căruia o anumită formă de mișcare se transformă în altă formă 
de mișcare. - 

În general, lucrul mecanic elementar dL nu este o diferenţială totală 
a unei funcţii. În cazul în care există o funcţie U(x, y, 2), astfel că forța F 
are componentele 


xi pot za 26.45) 


lucrul mecanic elementar al acestei forțe este 


aL = z de- i dy + ir dz (5.46) 
adică 
dL =adU (5.47) 
și deci 
Las = È dU = U(tr Ym Zn) — U(Ta Ya Zab (5.48) 


Expresia (5.48) arată că lucrul mecanic efectuat de o forţă F, care derivă 
din funcţia U (x, y, z) conform relaţiilor (5.45), nu depinde decît de poziția 
inițială și de cea finală, fiind independent de traiectoria parcursă de forță 
între cele două poziţii. 

Funcţia scalară U(z, y, 2) poartă denumirea de funcţie de forţă şi ea 
conduce la un cîmp de forţe care depind numai de poziţia punctului, adică 
F =F(a, y, z). O astfel de forță este numită forță conservativă. 
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z Condiţiile necesare şi suficiente 
' de existență a funcţiei de forță au fost 
A stabilite de Cauchy şi au forma 
3X êY 2Y CANA éX 


3 = 3 = 


£ öy ês êz 2y ër öz 

(5.49) 

Din categoria forțelor conserva- 

0 Y toare fac parte forța de atracție univer- 

sală (1.4), forța electrică (1.5), forta 

de greutate (1.6) și forţa elastică (1.7). 

Peniru exemplificare, se consideră 

un punct material de masă m situat: 

Fig. 5.7 în cîmpul gravitațional caracterizat: 

prin accelerația g. Într-un sistem de 

axe Ozyz, ales astfel încit axa Oz să fie paralelă cu vectorul ş (fig. 5.7), funcţia 
de forță este 


U = —mgz + C (5.50) 
unde C reprezintă o constantă. 

Este ușor de verificat că funcţia (5.50) satisface condiţiile (5.49). 
Conform expresiei (5.48), lucrul mecanic efectuat prin deplasarea punctului 
între poziţiile A şi B este 

Lan = U(B) — U(A) = mg(za — Za) = mgh 
fiind deci independent de traiectoria pe care se face deplasarea. 

În cazul unei forţe elastice, definite conform expresiei (1.7), funcţia 

de forțe este . 


U L ka? Hype (5.51) 


astfel că lucrul mecanic efectuat de forța elastică de la poziţia inițială, în 
care se alege originea sistemului de referință, la o poziție oarecare precizată 
prin coordonatele z, y, z, este 


`~ 


L= ERa ye p) (6.59 


În unele probleme este necesar să se calculeze lucrul mecanic efectuat: 
de un sistem de forțe exterioare care acționează asupra unui solid rigid pentru 
o deplasare elementară a acestuia. În acest caz este util să se exprime lucrul 
mecanic în funcţie de torsorul de reducere al forțelor, așa cum se va arăta în 
continuare. 

Lucrul mecanic elementar al F. 

rementar ¿ 2 
tuturor forțelor se determină prin 
însumarea lucrurilor mecanice pro- 
duse de fiecare forță în parte adică 

dL, = SF, dA (5.53) 
în care deplasarea elementară di; = 
= ğ; dt. 

Fie O punctul în care se reduc 
fortele (fig. 5.8, a). Conform relației 
(4.37) se obține 5; = 5+0 x Fi a 
şi deci Fig. 5.8 
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N 


dř; = öp dt + (5 x F) dt ~ 654 
astfel că expresia (5.53) devine 
dL, = SF dt + SF x F) dt 
sau 
dL, = (5 d) E F, + (8 d) X (F; x Fo (5.55) 


În relația (5.55) sint puse în evidență elementele torsorului de reducere 
din punctul O și anume R = XF, şi A = D; x Fi). Se observă că dp di = 


= dF și reprezintă deplasarea liniară elementară a punctului de reducere 


sar © dt = d constituie rotirea elementară a corpului, astfel că lucrul mecanic 
elementar are expresia 


dL, = Ë di JI, d0. (5.56) 


Semnificațiile deplasărilor di; şi d0 rezultă din fig. 5.8, b. 

La un sistem de puncte materiale, pe 
lingă forțele exterioare, intervin și forţele - P; Fi 
înterioare. Penlru evaluarea lucrului meca- Fi Fi J ) 
nic elementar al forțelor interioare se con- 
ssideră două puncte materiale P; şi P; între 
are se exercită forţele interioare F;; și Fii 
4lig. 5.9). Lucrul mecanic al acestor forţe, 
pentru o deplasare elementară definită prin 
dF; şi d, este ` 


aL, = Fiat, + Far, = Pildi — 97). 
(5.57a) 
În relația precedentă, variaţia vectorilor de poziţie se poate exprima în 
funcţie de viteza relativă a celor două puncte materiale astfel 


af, — dř; = d(f, — în) = A(BP = öy dt 


Fig. 5.9 


şi deci 


dL; = F;ði dk (5.57b) 

Lucrul mecanic al forţelor interioare este nul în următoarele cazuri : 

— între punctele materiale nu se exercită forțe interioare (F, = 0); 

— viteza relativă este nulă (n; = 0); 

— viteza relativă este perpendiculară pe direcţia forţelor interioare 
{õu L Py) 

Se menționează faptul că la:modelul mecanic de corp rigid lucrul mecanic 
al forţelor interioare este nul. 

Energia mecanică. Energia mecanică este măsura formelor de miş- 
care în ceea ce privește capacitatea unui sistem mecanic de a efectua lucru 
mecanic cînd suferă o transformare dintr-o stare dată în altă stare. 

Energia mecanică totală a unui sistem mecanic se compune din: 

— energia cinetică E care depinde numai de mărimile de stare ale siste- 
mului şi anume de vitezele punctelor sale; , 

— energia potențială V este energia capabilă să producă lucrul mecanie 
datorită poziției punctelor. materiale în raport cu un sistem de referință. | 


Prin definiţie, se numește energie cinetică a unui sistem de puncte ma- 
teriale P,, care au masele m, și vitezele v; (i = 1, 2, ... 
dată de relația 


„n), mărimea scalară 


` 1 pa 
E => mw? (5.58) 
iar îm cazul solidului continuu 


E = fo am. (5.59) 


Energia cinetică a unui sistem în mișcare este o cantitate strict pozitivă. 

Relaţia (5.59) pune în evidență faptul că, în general, energia cinelică a 
unui corp depinde atit de felul mișcării sale cit și de distribuţia maselor. În 
continuare, se determină expresiile energiei cinetice a unui corp în cazul 
unor mişcări particulare ale sale. 

Mişcarea de translație. Aşa cum s-a arătat (v. fig. 4.11), în mișcarea de 
translație cîmpul vitezelor este constant, deci la momentul considerat toate 
punctele corpului au aceeași viteză, egală cu viteza v, a centrului maselor. 
Prin urmare, expresia (5.59), conduce la 

E = o fam = 0 (5.60) 
2 2 “ 
unde M veprezintă masa corpului. 

Mişcarea de rotație cu ază fixă. Distribulia vitezelor este dată de expresia 
(4.47a), de unde rezultă 


astfel că 


1 2 1 a 2 a 
E = zi otla? + y?) dm = >o? fa + y?) dm 
expresie din care, avind în vedere relațiile (5.4), rezultă 


i ' 
7 — >o? R 
E = 7e J; (5.61) 
sau, în general, energia cinetică a unui corp în mișcare de rotaţie cu viteza 
unghiulară « în raport cu axa å este 
E = 2 u2Ja. (5.62) 
Mişcarea plan-paralelă. Pentru simplifi- 
carea calculelor, se alege sistemul/de referință 
mobil astfel încit originea sa să fie în centrul de 
greutate C al corpului iar planul 20y să fie 
paralel cu planul fix (fig. 5.10). În aceste 
condiții, in conformitate cu relaţiile (4.53), 
rezultă 


Fig. 5.10 D? = (ves — Yw)? + (Pey tza). (5.63) 
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= 
= 
i 


Prin substituirea expresiei (5.63) în relația generală (5.59), după efectuarea 
calculelor şi avînd in vedere proprietățile centrului de greutate, se obține 


~ 


1 2 1 2 = n 
E = 7 Mo + 3 J0. (5.64) 


O expresie mai simplă a energiei cinetice în mișcarea plan-paralelă se. 
obține dacă se are în vedere că distribuţia de viteze este ca şi cînd corpul 
s-ar roti în jurul axei instantanee de rotaţie, ceea ce conduce la 


E = ros? (5.65) 


unde J; este momentul de inerție în raport cu axa instantanee de rotaţie. 
Energia potenţială a unui sistem de puncte materiale este egală cu suma 
energiei potențiale a tuturor punctelor sistemului, adică 


V= 5V. (5.66) 
Energia potenţială a unui punct material în poziţia A faţă de poziţia B 
(v. fig. 3.7), acţionat de o forță conservativă definită prin funcția de forță 
U(x, y, 2) este, prin definiție, lucrul mecanic efectuat de forţă între aceste 
două puncte, considerat cu semn schimbat, deci 
V Lua (Ua Us) Ug Ua- (6 67) 
Alegind poziţia de referință aceea în care funcția de forță este nulă 
(Un = 0), rezultă că energia potenţială a unui punct material este dată de 
funcția de forță considerată cu 'semnul schimbat, adică 
V=-—uU. 


Energia mecanică a unui sistem este egală cu suma energiei cinelice cu 
energia potențială 


W=E+V. (5.68) 


Teorema energici cinetice şi a luerului mecanice. Se consideră sistemul 
mecanic din fig. 5.5. Pentru fiecare punct material se exprimă ecuaţia funda- 
mentală a dinamicii (1.3), care apoi este înmulțită scalar cu variațiile 
d7,(i = 1, 2, ...,n) ale vectorilor de poziţie, obținîndu-se următoarele relații : 


Madi, = Pudă, + (Fie + Fis + ++ Fan) di 
Masti, = Fydř, + (Pa + Pas + -oo Fan) dh 
mă, dř; = Fidi, + (Fa T F Tore Fin) dř; (5.69) 


Manda = Fain + (Ema + Paz + -o Fns n-a) Afa 
Relațiile (5.69) se însumează, membru cu membru, de unde rezultă 


E mădi; =} Fidh + E Fy die , (5.70) 
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N 


F . Deoarece, conform relațiilor (5.53) şi (5.57 a) 


dL; = SE, dř; dL; = EEF, dř; 
se obține 
E mã di; = dL, + dL;. (5.71) 


Membrul din stînga al relației (5.71) se transformă astfel încit să se pună 
În evidență energia cinetică a sistemului 


-= Jz G ` 
5 mă. di; = 5 m di. 


Deoarece d/ este o mărime scalară se poate serie 


-= Js dř - - qp 
5 mă, di, = 5 mp di; = © mid, dă; = 


1 
zaț mit) = afz 5 mat) dE. (5.72) 


Pe baza relaţiilor (5.71) şi (5.72) se obţine teorema energiei cinetice și a 

lucrului mecanic a cărei exprimare matematică sub formă diferenţială este 

dE = dL; + dL; (5.73) 

adică diferenţiala energiei cinelice este egală cu suma dintre lucrul mecanic ele 
mentar al fortelor exterioare și cel al forțelor interioare. 


N „Considerînd un interval finit de timp, în care sistemul trece din poziţia 
inițială A în poziţia finală B, prin integrarea membru cu membru a relaţiei 
(5.73) rezultă forma finită a teoremei energiei cinetice, şi anume 


Ep — Ea = Le ag + Li, am (5.74) 


Expresia (5.74) arată că variaţia energiei cinetice într-un interval finit 
de timp este egală cu lucrul mecanic efectuat de forțele exterioare și cele interioare 
prin deplasarea sistemului din poziția iniţială în cea finală. 

Deoarece în cazul corpului rigid lucrul mecanic al forţelor: interioare 
este nul, cele două forme ale teoremei energiei cinetice și lucrului mecanic 
devin ! 

dE = dL; (5.74 a) 


En — Ea = Le, ar: (5.74 b) 


5.1.5. CONSERVAREA ENERGIEI MECANICE 


Un sistem de puncte materiale se numeşte închis dacă lucrul mecanic al 
forțelor exterioare aplicate asupra sa este nul. În cazul că forţele sale inte- 
rioare derivă dintr-o funcţie de forță U, aşa cum rezultă din relația (5.47), 
dL; = dU şi deci 

dE = dL, + dU 


sau | dE dU = dL, 
adică : A(E — U) = dL, 
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Avînd în vedere definiţia energiei potențiale pătrivit căreia V = —U se 
deduce ` 
d(E + V) = dL,- 
Se notează W = E + V, deci 


dW = dL, ` (5.75) 
Pentru un sistem închis (dL, = 0), relația (5.75) conduce la 
W =E + V = const (5.76) 


ceea ce înseamnă că energia mecanică a sistemului este constantă. 

În concluzie, pe baza relaţiei (5.76), se deduce teorema conservării ener- 
gici mecanice cu următoarea formulare : în cazul în care, într-un interval de 
timp considerat, lucrul mecanic elementar ul forțelor exterioare aplicale asupra 
unui sistem conservaliv este nul, energia mecanică a sistemului se menține con- 
staală. - 


5.2. DINAMICA PUNCTULUI MATERIAL 


Problemele de dinamica punctului material se rezolvă pe baza princi- 
piului al Ilea al mecanicii newtoniene a cărui exprimate matematică este 
dată de relaţia (1.3). 


5.2.1. ECUAȚIILE DIFERENȚIALE ALE MIȘCĂRII 


În general, forţa rezultantă care acționează asupra unui punct material 
depinde de poziţia punctului, de viteza sa şi de timp, adică o 


E =P F D 
astfel că ecuaţia vectorială (1.3) are forma generală 
m= FG, î0. (5.77) 


Soluția ecuaţiei diferenţiale (5.77) constă în cunoaşterea vectorului de 
poziţie al punctului material și este de forma F = F6). 

Pentru rezolvarea practică a ecuaţiei (5.77) se recurge, de regulă, la 
proiectarea acesteia pe axele unui sistem de referință obținindu-se sisteme 
de ecuaţii diferențiale scalare. voa‘ 

Triedrul cartezian. Proiecţiile accelerației î pe axele reperului Ozyz au 
expresiile (4.16) astfel că, din ecuația vectorială (5.77), se deduc următoarele 
ecuaţii diferențiale scalare : 

më = X(t, y, z3 X, 9,20 

mi = Ye y, z3 %, ý, ż D (5.78) 

m = Zr y, 3 Š, 5,2) 
în care X, Y, Z reprezintă proiecţiile forţei F pe axele triedrului Ozyz. Necu- 
noscutele sistemului (5.78) sînt funcţii de forma (4.2), adică ecuațiile de miș- 
care ale punctului material. 
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Sistemul de ecuaţii diferenţiale de ordinul II (5.78) conduce, prin inte- 
grare, la soluții de forma generală următoare : - . 


z = x(t, Ci Co- . C8) 
y =y(b Cio Ca.: sCe) l (5.79) 
z= (fb, Co Ca- Co) 


unde Cy} Ca, Ca Cp Cs Ce sint constante de integrare. - 

Pentru determinarea constantelor de integrare se utilizează condițiile 
inițiale, şi anume cele referitoare la poziția și vileza punctului material la 
momentul f= fy care sint 


all) = xo; Y) =Y; zlo) = Z 
X(10) = vor; I(l0) = Voy i 2(l0) = Voz- 


Impunind functiilor (5.79) şi derivatelor acestora în raport cu timpul 
condiţiile (5.80 a, b), se obţine un sistem de şase ecuaţii algebrice cu necu- 
noscutele Cy; Cp;..., Cg a cărui rezolvare conduce la soluţiile 


(5.80 aj 
(5.80 b} 


6.81) 


Valorile constantelor, avînd forma (5.81), se înlocuiesc în relaţiile (5.79) 
obținindu-se ecuațiile mişcării punctului material 


Ci = Cillo To Yo Zp Dom Vov Vo) (= 2...6). 


£ = 2(b to Yop žo Voz Voy Voz) 
y = y(i, Zo Yo Zo Vor Dow Vaz) -< (5-82) 
2 > z(t, čo Yo Zi Vor Voy Voz) 


z 
unde variabila este timpul 4 celelalte mărimi reprezentînd date ale problemei. 
În continuare, studiul mișcării punctului material constituie o problemă de 
cimematică, şi anume : forma traiectoriei este reprezentată prin relaţiile (4.3) 
iar viteza şi acceleraţia au expresiile (4.10) respectiv (4.14). 

Triedrul Iui Frenet. În unele probleme, în special în cazul mișcării cir- 
culare, ecuația (5.77) conduce la soluţii mai simple dacă se utilizează triedrul 
lui Frenet. Proiecţiile accelerației pe axele acestui triedru au expresiile (4.19) 
şi deci se obțin ecuaţiile i 


= F,; 0 = Fa (5.83) 


în care Fn Fy Fp sînt proiecţiile forței F pe cele trei axe ale triedrului lui 
‘Frenet. Ecuațiile (5.83) se numesc ecuaţiile intrinseci de mișcare ale lui Euler. 
Din aceste ecuaţii se deduce o proprietate importantă a traiectoriei, şi anume 
că un punct material liber se mişcă astfel încit, în orice moment al mişcării, 
planul osculator al traiectoriei conţine forţa aplicată asupra punctului res- 
pectiv. - 

Observaţie. Problemele privind dinamica punctului material cu legături 
se formulează şi se rezolvă în mod similar cu cele ale punctului material liber 
dacă se utilizează axioma legăturilor. În acest caz, după suprimarea legătu- 
rilor și introducerea” forțelor de legătură corespunzătoare, ecuaţia fundamen- 
tală a dinamicii devine 


mi=F+F, (5-84) 


în care s-a notat cu F, rezultanta forţelor de legătură. 
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În continuare; ecuația (5.84) se proiectează pe axele unui triedru de re- 
ferinţă. (cartezian, Frenet etc.) obținîndu-se ecuaţiile diferențiale scalare. 

Neeun oscutele problemei: sint de două categorii, şi anume: 

-= necunoscule cinematice de tipul ecuaţiilor de mișcare; 

—, necunoscute forțe de legătură. 

Deoarece numărul relaţiilor obţinute din ecuația (5.84) este mai mic 
decit numărut total al necunoscutelor problemei, pentru rezolvare se utili- 
zează şi relaţiile matematice care exprimă legăturile punctului material. 


5.2.2. MIŞCAREA UNUI PUNCT MATERIAL 
CU LEGATURI ELASTICE = 


Se studiază mişcarea unui punct material care prezintă un grad de li 
bertate elastică sub acţiunea unei forțe perturbatoare P(!), luindu:se în con- 
siderare forțele rezistente. 

Sint numeroase cazuri În care unele construcții sau elemente de construc- 
ţie conduc prin modelare la astfel de situaţii. Un exemplu îl reprezintă o 
pilăa unui pod (fig. 5.11, a). Răspunsul acestui element de construcție la ac- 
ţiu ni dînamice poate fi aproximat satisfăcător, în unele situaţii, utilizind 
modelul de calcul din fig. 5.11, b, alcătuit dintr-o bară elastică, încastrată 
la nivelul fundaţiei, avind la partea superioară o masă care concentrează o 
parte din masa suprastructurii podului şi cea a pilei. Neglijindu-se deformația 
axială a barei, precum și inerția la rotire a masei, sistemul este caraclerizat 

“ geometric printr-un grad de libertate, și anume deplasarea elastică pe ori- 
zontală a masei față de poziția nedeformată (fig. 5.11, c). Studiul mișcării 
presupune deci determinarea poziţiei masei la orice moiment de timp, adică 
legea de mişcare sub forma v = (4). Constanta elastică a sistemului mecanic 
se determină avind în vedere expresia forței elastice (1.7) potrivit căreia 
constanta elastică k este numeric egală cu forța P care, aplicată pe direcția 
gradului de libertate, produce o deplasare £ egală cu unitatea (fig. 5.11, d). 


Pt) 


a. b c d 
Fig. 5.11 
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În mod schematic, legăturile masei m cu barca elastică se prezintă ca în 
fig. 5.12, a, adoptîndu-se un mode! reologice Kelvin-Voist, alcătuit dintr-un 
resort, care descrie compârtarea elastică a barei (model Hook), legat în 
paralel cu una amortizor (dash-pot) capabil să redea comportarea viscoasă 
(model Newton). 

Sistemul mecanic este definit prin următoarele proprietăți intrinseci 

— enrheteristica de inerție: masa m; 

— rigiditatea resortului : caracteristica elastică K; 

— amortizarea : constanta de amortizare c- 


xiti 


Fo PID 


Fig. 5.12 


Fortele rezistente, care determină capacitatea de amortizare a sistemului 
provin din: frecarea cu mediul ambiant, frecarea interaă a miteriabelor 
frecarea Ìn reazeme elc. 

Se stabileşte ecuația de mişcare mai întîi în cazul forţei perturbatoare, 
P(0). utilizind eguaţia fundamentală a dinamicii sub forma (5.84). 

Forţele cure acționează asupra punctului material sint arătate în fig. 
5.12. b avind semnilicaţiile şi expresiile următoare : 

— forţa elastică: F, = kr; 

— forţa de amortizare: pă = că; 

— forţa perturbatoare: = P(D. 

Proiecția relației (5.84) pe ir ecția gradului de libertate conduce la urmă- 
toarea ecuație diferenţială scalară : 


mă = P(D — Fe — Fa (5.85) 
Substituind în relaţia (5.83) forjele prin expresiile lor se obţine ecuația 
diferenţială 
më + eÑ 4 ke = P(0), (5-86) 
N^atind : ` ` 
o? = kim; 28 = cm (5.87) 


ecuația (5.86) devine 


283 + 2 = P(0) (5.83) 
a cărei soluție generală este de forma 

20) = 230) + 2240) (5.89) 
În care v(i este soluția ecuației omogene corespunzătoare, iar zp(î) cousti- 
tuie o soluţie particulură. La 


Se vor analiza, în coalinuare, formele particulare ale ecuaţiei (5.88) şi 
soluțiile corespunzătoare ale acesteia. 

Vibraţii libere. Vibraţiile libere ale unui sistem dinamic se produc prin 
aplicarea unei acțiuni inițiale de scurtă durată (impuls, şoc) şi care are ca 
efect imprimarea unei viteze iniţiale v} și/sau prin impunerea unei deplasări 
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Lă - 
nițiale ry dură care sistemul este lăsat liber. Ecuația de mișcare în acest caz 
rezultă din expresia generală (5. 88) în care termenul din membrul drept este 
| nu) 
E + 283 + wr =O. (5.90) 
! Ecuația diferenţială (5.90) este omogenă și are soluția 
a(l) = Cert + Caerit (5.91) 
unde r, și r2 sînt rădăcinile ecuației caracteristice 
i ` 2 297 o? =O (5.92) 
adică 


(5.93) 


iar constantele de integrare C, și C se determină din condițiile iniţiale pri- 
vind poziţia și viteza masei a momentu? i= lo 

În funcţie de valorile parametrilor 5 şi w rădăcinile ecuaţiei (5.93) pot 
fi: reale și distincte, multiple sau imaginare ceea ce conduce la următoarele 
situaţii particulare. 

Vibratii libere neamoriizate. Sint vibraţiile efectuate de sistemul dinamic 

i dacă forțele de amortizare nu se iau în consideraţie. În' acest caz, constanta 

de amortizare c se consideră egală cu zero și prin urmare coeficientul f este 
de asemenea nul. După exprimarea condiţiilor iniţiale, soluția ecuaţiei dife- 
renţiale (5.90) devine 


| 2(0) = ag cos cl + 2* sin ot (5.94) 
b) 
sau 
zll) = A sin (ol + ọ) (5.95) 
: în care: 
| A =F mio; e = arctg(ryo/n). (5.96) 


Expresia (5.95) reprezintă legea de mișcare a punctului material şi con- 
stituie răspunsul structurii în deplasări la o perturbaţie constînd dintr-o de- 
plasare iniţială impusă x, și o viteză iniţială v, imprimată punctului. Repre- 
zentarea grafică a răspunsului este prezentată în fig. 5.13. Se pun în evidență 
următoarele caracteristici ale mișcării: 


— deplasarea maximă |&lua, se numește amplitudinea mişcării ea depin- 
zind de condițiile iniţiale conform expresiei 

[elmas = A = V F Ola); 6.97) 

iti 

* 
< 
t 
l T= 2U w | 
Fig. 5.13 i 
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— mişcarea este periodică (oscilatoric) și de durată infinită, repetîndu-se 
identic după un interval de timp T numit perioada mișcării și care ărâ-ex- 
presia Š 
T = 27jo (5.98) 


măsurindu-se, de regulă, în secunde; 

— numărul de oscilații complete efectuate în unitatea de timp repre- 
zintă frecvenla vibraţiei, aceasta măsurîndu-se în oscilații pe secundă sau 
hertzi (Hz) şi are expresia 

f= Ulf = of2z; (5.99) 


— cantitatea w se numeşte pulsaţia proprie a sistemului şi se măsoară 
în radiani pe secundă (rad/s), iar unghiul ọ caracterizează faza iniţială a 
vibraţiei. Pulsaţia proprie œ rezultă din expresia (9.87). 

Canutităţile T, f şi o depind numaăi de proprietățile intrinseci ale sistemului 
material, fiind deci independente de cauzele care provoacă sau întreţin miş- 
carea sistemului. 

Vibraţiile libere amorlizate. Se produc atunci cînd sistemul mecanic care 
oscilează liber posedă capacitate de amortizare şi aceasta este considerată 
în studiul mișcării. Prezenţa amortizării se manifestă prin disiparea energiei 
mecanice, fapt care se reflectă în micșorarea treptată a deplasării punctului 
material față de poziţia de echilibru și conduce la încelarea practică a mișcării 
după un anumit interval de timp. 

În acest caz (c #0), rădăcinile r,, r date de. expresia (5.93) pot fi: reale 
şi distincte, duble san imaginare. Rezultă următoarele situaţii : 

— Amorlizarea crilică, care se realizează atunci cind o = 3 şi deci ecua- 
ţia caracteristică are rădăcini duble. Valoarea coeficientului de amortizare 
care conduce la această situaţie se numeşte coeficient de amortizare critică, 
Cer. Pe baza notaţiilor autevioare (5.87) se obţine 


Bar = CorlAm (3.100) 


Întrucit Be = e rezultă 
Cor = 2mo = 2kjo (5.101) 


şi deci coeficientul de amortizare critică reprezintă, de asemenea, o carac- 
teristică proprie a sistemului mecanic. 

Raportul dintre coeficientul amortizării reale al unui sistem şi coeficientul 
său de amortizare critică co se numește fracțiune din amortizarea. critică v. 
Acest coeficient prezintă o importanță deosebită în ingineria seismicâ. Con- 
form definiţiei date acestui coeficient rezultă 


v = tfta = cf2ma = Bjo. (5.102) 
În cazul amortizării critice (» = 1) soluția ecuaţiei deferențiale este 
a(d = [zi + ot) + votle. (5.103) 


Mișcarea definită prin ecuaţia (5.103) este aperiodică (fig. 5.14), astfel 
că sistemul scos din echilibru revine lent la poziţia inițială fără să oscileze. 

— Amortizarea supracritică a unui sistem mecanic se realizează dacă 
v> l deci B > w. În acest caz, rădăcinile ecuaţiei caracteristice (9.92) sînt 
reale şi distincte, iar soluţia (5.91) are forma 


200 = ea, e EP a ce VETEN), (5.104) 
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Fig. 5.14 


Condiţiile iniţiale conduc la determinarea constantelor C, și C, iar în 
final ecuaţia de mişcare (5.104) reprezintă, de asemenea, o mişcare aperiodică 
(fig. 5.14). 

— Amortizarea suberilică se realizează atunci cînd structurile reale pre- 
zintă o amortizare inferioară amortizării critice (v <1). În aceste cazuri 
B < a astfel că rădăcinile ecuaţiei (5.92) sint imaginare şi au forma 


fasa pt fo? 237 = —8 4 io (5.105) 
ande s-a notat 
a* = Ja? o JTF. (5.106) 
Ecuația mişcării masei este 
x(t) = e (C; cos oÄt + Casin o*i) (5.107) 
sau 
(h = A(0) sin (o*t + o). (5.108) 
În expresiile (5.107), (5.108) s-an utilizat notațiile : 
Ce = 29; G= ien (5.109) 
AD = dee; 4 = JET (5.110) 
e = are tg(C:/Co)- (5.111) 


Mişcarea descrisă prin ecuația (5.108) este reprezentată în fig. 5.15. 


“Mişcarea punctului material este oscilatorie. După cum rezultă din rela- 


x 


Fig. 5.15 
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Tabelul 5.7 ţia (5.106), pulsaţia proprie în prezența 
amortizării œ* este mai mică decît pulsa Ha 
proprie determinată fără considerarea 
amortizării. 

Celelalte caracteristici ale mișcării 
sînt: 

— frecvenţa proprie 


=f T7; (5.112) 
— perioada proprie 
TE = TI 6.113) 
Structuri din beton T gi pi i 
A unde T și f au semnificațiile date de rela- 
a 2—0,14 N a : RI 
armat monolit 0,0: tiile (5.98) şi respectiv (5.99). , 
Fracţiunea din amortizarea critică v, 


pentru unele construcții, are valorile 
orientative prezentate în tabelul 5.1. 


După cum se constală, pentru structurile de construcții, coeficientul v 
are valori foarte mici fapt ce justifică neglijarea sa în expresiile (5.106), 
(5.112), (5.113), astfel că rezultă 


oxo; ff: TaT 


Valorile fracțiunii din amortizarea 
critică 


i Coeficientul 
Tipul structurii 3 


Podnri din beton 
armat 0,03—0,18 


Paduri metalice 0,02 —0,08 


Construcții masive - 0,05 —0.10 


ceca ce înseamnă că prezența amortizării nu influențează practic pulsaţia, 
frecvența și perioada oscilaţiilor proprii. 

Relaţia (5.108) stă la baza determinării pe cale experimentală a carac- 
teristicii de amortizare a unei construcții. Astfel, măsurîndu-se pe o vibro- 
gramă două amplitudini succesive A, şi Ap}; ale unei vibrații provocate, 
precum și perioada T* a oscilaţiilor, se obține 


Ta e, (5.114) 


Se. observă că raportuil a două amplitudini succesive, înregistrate la un 
" “interval de timp de o perioadă, este constant. Logaritmul natural al acestui 
raport poartă denumirea de decrement lugaritmic al amortizării şi are va- 
loarea i 


P (5.115) 
Avind în vedere relaţiile (5,02) şi (5.113) se obține 
: A = 2av/ 1 (5.116) 
de unde, prin neglijarea cantităţii v2, rezultă 
l y = Aa. (5.117) 


Coeficientul de amortizare c, respectiv fracțiunea din amortizarea eri- 
tică v, depind de o serie de factori precum : tipul construcției, natura mate- 
rialului din care este realizată, frecarea în imbinările elementelor construcției 
şi la reazeme, frecarea cu mediul ambiant etc. Acești coeficienţi se determină 
pe cale experimentală sau se aproximează pe baza unor formule empirice 
bazate pe analiza 'rezultatelor experimentale. 
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Vibrații forțate produse de ineăreări periodice. Se analizează sistemul cu 
un grad de libertate acționat de o forță perturbatoare. armonică a cărei ex- 
presie analitică este 

PU) = P, sin ôt (5.118) 
unde P, reprezintă amplitudinea forței perturbatoare iar 9 este pulsația 
acestei forţe. În acest caz, ecuaţia diferențială a mișcării rezultă din relaţia 
(5.88) care devine 

ë + 28i + he 12 sin 6 (5.119) 
m 
și are soluția de forma (5.89) unde 
tali) = eD] cos o*t -+ Da sin o*i (5.120) 
zli) = Da cos 8 4- D, sin 8t. (5.121) 

Constantele Dp Da D, D; se determină din condiţiile iniţiale iar œ” 
reprezintă pulsaţia sistemului amortizal. 

Componenta (5.120) constituie răspunsul tranzitoriu al sistemului iar 
acesta, datorită amortizării, dispare treptat. Răspunsul în regim staționar 
(permanent) este constiluit. deci din soluţia (5.121) care, după determinarea 
constantelor D, şi D, se poate serie sub forma 


alf) = A, sin (BE — 9) + (5.122) 
unde 
P, 1 2v0la = 
A 2 je arc tg - - 5.123 
1 pe yi OP oo? a Mie 2 Oo (65.123) 


Deoarece cantitatea P ik reprezintă deplasarea x, produsă de aplicarea 
statică a unei forțe egale cu amplitudinea fortei perturbatoare, răspunsul 
staționar al sistemului este 

all) = zu sin (0E — e). (5.124) 

În expresia (5.124) u are semnificaţia de factor de amplificare dinamică 
iar o, reprezintă decalajul de fază. Variaţiile acestor mărimi în funcţie de 
raportul pulsaţiilor y = 8/œw, pentru diverse valori ale Tracţiunii de amorti- 
zare critică v, sint reprezenlate in fig. 5.16. În cazul că œ = 0, se constată 
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i 


7 


t 


că deplasările au valori foarte mari, iar pentru c = 0, ele devin infinite. Acest 
fenomen poartă denumirea de rezonanță. 

Creşterea foarte rapidă a factorului de amplificare dinamică în vecină- 
tatea rezonanţei stă la baza determinării pe cale experimentală a pulsaţiei 
proprii a unei structuri. Pentru aceasta, o forţă P(1) a cărei pulsaţie variază 
controlat este aplicată pe structură urmărindu-se răspunsul acesteia la di- 
verse valori ale pulsaţiei forţei perturbatoare. În momentul în care deplasă- 
rile structurii se amplifică brusc, pulsaţia structurii este aproximativ egală 
cu pulsația cunoscută a forței perturbatoare. 

Dacă asupra punctului material se aplică o încărcare periodică oarecare 
a cărei perioadă este Tp, încărcarea se poate reprezenta prin serii Fourier 
sub forma 


t b sin 222 1) (5.125) 


» 


in care: 


= 


> P) dt; = 2 172 Pi cos 
Dat; a =È [72 PO co 


f 


P 2 


2 Tp . 2R 
n= To? PED) sin n tat. 


2 


> 
Pentru calculul practic este suficient să se rețină un număr limilat din 
primii termeni ai expresiei (5.125). Cu excepţia primului termen (care este 
constant), ceilalţi se interpretează ca încărcări armonice independente iar 
răspunsul sistemului se obţine prin însumarea răspunsurilor individuale 
conform relaţiei (5.122). 
Răspunsul la acţiunea unei forţe oarecare. Se determină, în prealabil, 
mișcarea punctului material produsă de aplicarea unui impuls. 
Acţiunile care au caracterul 
PI xit unui impuls sînt cele a căror 
i durată este foarte redusă, și 
anume mai mică decit-perioada 
proprie a sistemului. Se consi- 
deră un impuls de durată Af, 
aplicat unui punct material aflat 
în repaus, la care se:neglijează 
amortizarea (fig. 5.17, a). În in- 
tervalul de timp Al se poate consi- 
dera că acceleraţia punctului ră- 
mine constantă (fig. 5.17, d). În 
această circumstanţă, la timpul h 
care marchează sfirșitul interva- 
lului At, termenii care conțin 


viteza și acceleraţia sint mici, şi 
anume de ordinul Af, respectiv 
AB, faţă de termenul care conţine 
acceleraţia (fig. 5.17, c), astfel că 
în ecuaţia (5.86) ei se neglijează 
rezultînd ecuaţia diferențială 


Fig. 5.17 më = P(t), (5.127) 
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“obţine, ca și la sistemul fără amortizare, prin pett 


"grad de libertate. 


sau, prin integrare, ' : 
jẹ mia = fe Pdt 
de unde 
mâz = fe Pai (5.128) 


Relaţia (5.128) arată că variaţia impulsului sistemului este egală cu 
aria diagramei P(0), (fig. 5.17, a). După timpul î,. forţa încetează să acţioneze 
şi deci sistemul efectuează vibrații libere cu condiţiile inițiale următoare +. 


1) = Ax = Ł P Pdt; xlt) =0. (5.129) 


Acţiunea impulsului are ca efect imprimarea unei viteze inițiale x(4,), 
ceea ce înseamnă că, după momentul f, mișcarea este descrisă de ecuaţia 
(5.94) în care v = x(1) şi tọ = (1) =0, adică 


at — h) = +[ [H PO) dtsia ot =) f (5.130) 
om Of j 
mişcarea fiind reprezentată în figura 5.17, e. 

Relaţia (5.130) stă la baza determinării răspunsului produs de o forță 
oarecare P(4). În acest scop, se consideră că ea este descompusă într-o suc- 
cesiune de impulsuri elementare de durată d- (fig. 5.18, a) al căror efect 
individual dz(/) se însumează (fig. 5.18, b). 

Conform expresiei (5.130), mișcarea punctului material produsă de im- 
pulsul elementar P(2) dz are forma 


P(od= 


mo 


dz(t) = 


sin o(î — 71). (5.131) 


Răspunsul total se obţine prin suprapunerea efectelor, adică prin însu- 
marea tuturor deplasărilor elementare daz(b rezultind 


20) = — JE PO) sin ol — 5) de. (5.132) 


Dacă se ia în consideraţie amortizarea 
sistemului, expresia deplasării punctului ma- 
terial sub acţiunea unui impuls se determină 
în același mod, rezultind o expresie asemă- 
nătoare cu expresia (5.130), și anume 


e vati-td fe P(t) di] sin o*(t— t). 
: (5.133) o 
Pentru a forţă oarecare P(f) răspunsul se 


Pit! 


24-4)= 


ma” 


însumarea efectelor impulsurilor elementare și 


are forma | . 
a= i ji Peets sin ot a LT 
ma* “o , = 


(5.134) oz. | Į 
Expresiile (5.132) şi. (5.134) reprezintă i b 
integralele Duhamel pentru sisteme cu un 
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5.3. MIȘCĂRI IMPULSIVE (CIOCNIRI) 


Unele fenomene mecanice, întilnite și în tehnică, se desfășoară cu variaţii 
foarte rapide, practic instantanee, ale vitezelor. Exemple de acest fel sint : 
înfigerea piloților în teren prin batare, nituirea pieselor metalice, acliunea 
ciocanelor pneumatice, introducerea bruscă a unei legături asupra unui corp 
în mișcare etc. 

Fenomenele mecanice în cursul cărora au loc variaţii instantanee ale 
vectorului viteză se numesc ciocniri. - 

Pentru a simplifica studiul fenomenului, se consideră că în timpul cioc- 
nirii contactul dintre corpuri se realizează într-un singur punct. În acest fel, 
interacţiunea dintre cele două corpuri se manifestă prinlr-o torlă de contact. 
numită forţă percutantă, a cărei intensitate variază foarte rapid de la valoarea 
iniţială egală cu zero la valoarea maximă, după care revine la valoarea nulă 
(fig. 5.19). 

Impactul este un fenomen mecanic de interacțiune a două corpuri în 
care, deşi durata fenomenului este infinitezimală, are loc o variaţie finită a 
vitezei corpurilor. Durata impactului a două corpuri este de ordinul 10-5s 
şi chiar mai mică. Din această cauză, variaţia finită a vitezelor conduce la 
valori foarte mari ale acceleraţiilor și, de asemenea, la forţe de contact foarte 
mari. Acest fapt face foarte dificilă, practic imposibilă, stabilirea variaţiei 
forţei de contact. Or, utilizarea ecuaţiei diferențiale vectoriale (5.77) în scopul 
studiului mișcării, impune cunoașterea expresiei analitice a acestei forțe sub 
forma F = F(4). Pentru a evita aceste dificultăţi, se introduce noţiunea de 
percuție P, aceasta fiind o mărime vectorială definită prin relaţia 


P = fi PO al (5.135) 


Percuţia unui punct material într-un interval de timp Al=t — t 
poate ti exprimată în funcţie de variaţia impulsului său. Într-adevăr, dacă 
relaţia (1.3) se scrie sub forma F = mdöjdi se obline Fd? = mdă şi deci 


P= i Fat = i m dö = mö, — mb, ņ (5.136) 


„Relaţia vectorială (5.136) prezintă un rol important în teoria impactului 
fiind utilizată pentru studiul mișcării corpurilor în cazul ciocnirilor. 
Deoarece durata impactului este extrem de mică, deplasarea corpurilor 
în acest interval de timp este neglijabilă şi deci se poate considera: că poziţia 
sistemului mecanic nu se modifică. 
Aceste constatări conduc la acceptarea urmă- 
Fi toarelor ipoteze : hd 
— forțele- de contact ating valori foarte 
mari fapt ce face ca efectul acestor forțe să fie 
predominant în raport cu efectele celorlalte forțe 
(forța de greutate, forțe elastice, forţe-.rezistente 
ete.), care, de aceea, se pot neglija în studiul 
fenomenului de impact ; 
t4 t2 t — se neglijează, de asemenea, deplasările 
Fig. 5.19 punctelor corpurilor pe durata impactului. 
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La ciocnirea corpurilor un rol esenţial îl au proprietăţile fizice ale mate= 
rialelor din care sînt alcătuite corpurile. În linii generale, se disting două 
faze importante ale impactului. În prima fază corpurile iau contact şi se 
deformează pînă cînd viteza lor relativă se anulează. Pe durata acestei 
“faze — numită faza de comprimare — energia cinetică a mișcării relative a 
corpurilor se transformă în alte forme de energie, și anume : energie potenţială 
de deformaţie, energie termică, unde sonore etc. În faza a doua a fenome- 
nului — numită faza de decomprimare (sau restituire) — energie potenţială 
de deformatție este transformată din nou, parțial sau total, în energie cine- 
tică, la sfîrşitul acestei faze contactul dintre corpuri încetind. Dacă materia- 
lele din care sînt alcătuile corpurile au o comportare perfect plastică (mo- 
delnl Prandtl, fig. 1.1, e) după prima fază corpurile rămin în contact jar 
ciocnirea este plastică. În cazul in care energia cinetică inainte de ciocnire se 
regăseşte după desprinderea corpurilor integral sub forma de energie cinetică 
impactul a fost perfect elastic. În realitate, datorită faptului că orice mate- 
rial înregistrează deformări plastice, nu există ciocniri perfect elastice și 
deci numai o parte din energia cinetică inițială este restituită după cioc- 
uire sub forma de energie cinetică. 


5.3.1. CIOCNIREA A DOUA CORPURI 
IN MIŞCARE DE TRANSLAȚIE 


Se consideră două corpuri cu masele sn, şi ma în mişcare de translație, 
cele două corpuri avînd vitezele 5, şi s (v, >»). Ciocnirea acestor corpuri 
este centrică dacă punctul de contact şi cu centrele maselor C, și C, ale celor 
două corpuri sînt coliniare iar vitezele 5, şi â, sînt dirijate după direcţia 
CC (ig. 5.20, a). 

Se proiectează relaţia (5.136) pe direcţia definită. de C C, obținîndu-se 


m,w; — n) P; Mma, — v) = P (5.137) 


unde P este proiecția percuţiei (lig. 5.20; b) iar v} şi v, reprezintă vitezele 
celor două corpuri după ciocnire. 


Fig. 5.20 


Pe cale experimentală se constată că raportul dintre viteza relativă 
după ciocnire v; şi viteza relativă înainte de ciocnire v, constituie o caracte- 
ristică fizică proprie-a materialelor din care sînt alcătuite cele două corpuri. 
Acest raport se numește coeficient de restituire şi este deci 


k=% ai (5.138) 


r Vy — Va 


avînd deci, în cazul a două corpuri date, o valoare cunoscută. 
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Tabelul 5.2 Din relaţiile (5.137) şi (5.138), după 
Coeficientul de restituire E eliminarea perculiei P şi rezolvarea siste- 
n mului de ecuaţii, se obțin expresiile vite- 
Materialul corpurilor | zelor v; și v} adică vitezele corpurilor 


care se ciocnesc | i după ciocnire, acestea fiind 
za r Dha ; 
Lemn-lemn 0,50 v A 2 (pa =v (1 +5) 
> iny + Ma i 5.139 
Oţel-oţal . 0,36 m (5.139) 
5 D, = bat 1o (v, — 9 +R). 
Fildeş-fildeş 0,89 Dy + Ma 
| 7alorile coeficientului de restiluire K 
Sticlă-<tielă 8.9. o entul 5 i 


pentru citeva materiale sint date în ta- 
belul 5.2. 

Valorile coeficientului k dilerenţiază trei silua|ii fundamentale, şi anume : 

1) k =0, viteza relativă după impact este nulă. n, = 0, ceea ce înseamnă 
că cele două corpuri nu se mai desprind, fenomenul constituind o ciocnire 
plastică ; 

II) k= 1, ceea ce înseamnă că v, = pp energia cinetică iniţială este 
restituită integral în energie cinetică, corpurile revin la forma inițială iar 
ciocnirea este perfect elastică ; 

III) O<k<l, în consecință n <r, corpurile înregistrează deformaţii 
permanente ciocnirea fiind elaslo-plastică. : 

Pierderea de energie cinetică în cazul unei ciocniri elasto-plastice este 


E 


> 1 3 i a 1 : i > = 
p = Eu — Ea > moi 4 — Mat? l mp A 3 mw). (5.140) 


Prin substituirea expresiilor (5.139) în relaţia (5.140) se obține 


Ep a oym (o — bg. (6.141) 


2 Ma + ma 


În cazul în care vitezele 5, şi 6, ale corpurilor care se ciocnesc,au direcţii 
oarecare şi deci nu sint dirijate după direcția definită de centrele maselor, 
se procedează la descompunerea fiecărei viteze in două componente astfel 


i 
Üy = Öja + Üres Da = Dam F Dar (5.142 a) 


unde Vins Von Sînt componentele după direcția C}C, iar py; și Dy, sint com- 
ponentele după direcția normală pe aceasta. Componentele v şi Vg, conduc 
la o ciocnire centrică şi deci vitezele vi, și Vi după ciocnire se.obțin cu rela- 


tiile (5.139). Componentele rjr şi va, se conservă, asifel că vitezele celor două 


corpuri după ciocnire se obiin prin însumare vectorială, deci: 

B, = Pia Baci = Ren F Par (5.142 b) 

Un caz particular îl constituie ciocnirea centrică a unui corp cu un perete 
fix. Avind în vedere că viteza peretelui este tot timpul nulă 
(pa = v, = 0), din relația (5.138) se deduce 


v, = — ko, (5.143) 


ceea ce înseamnă tă vj este de semn contrar faţă de vileza v, și 1] < Vy 


Relaţia (5.143) permite determinarea_experimentală a coeficientului de 
restituire astfel : se lasă să cadă un corp cu masa m, de la o înălțime. h, pe 
o suprafață orizonlală fixă și se determină înălțimea h, pînă la care corpul se 
ridică după ciocnire. Neglijind rezistența aerului vitezele înainte 'şi după 
ciocnire au expresiile 


ua n = VE: a = VER 
și deci 


2. | (5.144) 


5.3.2. CIOCNIREA UNUI PUNCT MATERIAL 
CU UN'CORP IN MIȘCARE DE ROTAȚIE CU AXA FIXA 


Fie un corp în mișcare de rotație față de o axă fixă care trece prin punctul O 
(fig. 5.21). Acest corp este lovit de un punct material de masă m, şocul apli- 
cindu-se într-un punct A. Se notează: œ — viteza unghiulară a corpului în 
momentul ciocnirii ; vp — componenta normală a vitezei punctului malerial ; 
b — distanța de la axa de rotaţie la suportul vitezei v. 

Deoarece momentul forțelor în raport cu centrul 0 este nul, momentul” 
cinetic al sistemului se conservă, adică 


K, = Ki 


- (5.145) 


Momentul cinetic total se obţine prin însumarea momentelor cinetice 
ale corpului și respectiv punctului material, adică 


Ko Koa + Ke 
unde 
Ky = mo, b. (5.146) 


Momentul cinetic al unui corp în mişcare de rotaţie cu axa fixă, în raport 
cu această axă, se determină avind în vedere distribuţia de viteze exprimată 
prin relația (4.46). Se consideră corpul din fig. 5.22, în mișcare de rotaţie 
față dé axa care trece prin punctul 0, viteza unghiulară fiind œ. Conform 
definiţiei, momentul cinetic în raport cu punctul O este 


Ry = 7 x ödm. 


<i 


Fig. 5.21 i Fig, 5.22 r 
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În mișcarea de rotaţie cu axa fixă, cîmpul de viteze are următoarele 
proprietăţi: d | F şi v = cr, semnificaţiile notațiilor rezultînd din fig. 5.22, 
Pe baza acestor proprietăți se deduce 


= | eram = o f rèedm = oJ 6.147) 


unde J, este momentul de inerție al corpului în raport cu axa de rotaţie, 
Momentul cinetic total devine 


Ko = meb + odo 


Conservarea momentului cinetice conduce la relație 


mob + odo = mob + oda. (5.148) 
vonform expresiei (5.138), coeficientul de restituire este 
k Pia — OTyense-—r; 
Dy — Pon D, — Ora cos ọ 


Se observă că r4cosọ = b, deci 
mb — e 
k= 22", 


u — ob 


Din relațiile (5.146) şi (5.147) se deduc expresiile vitezelor după ciocnire, 
şi anume 


too a Per, 
VL + Jaimb?) 


Un aspect interesant al problemei impactului dintre un punct material 
și un corp care se poate roti în jurul unei axe fixe îl constituie determinarea 
punctului de lovire A astfel încît percuţia în legătura (articulaţia) din 
punctul Osă fie nulă. Acest punct se numeşte centru de percuție iar poziția 
lui se determină din condiţia P, = 09, pe baza relaţiilor (5. 156), și (5.148), 
în care w =0 (corpul fiind inițial în repaus). 


5.4. ELEMENTE DE MECANICĂ ANALITICĂ 


Studiul mișcării mecanice a sistemelor alcătuite din puncte şi/sau cor- 
puri rigide, prezentat în capitolele precedente, s-a bazat pe principiile meca- 
nicii elasice. În acest cadru, la determinarea stării de mișcare sau, în parti- 
cular, la aplicarea condiţiilor de echilibru, fiecare parte componentă a siste- 
mului a fost separată şi examinată izolat, astfel că, pe lingă forţele date, 
aplicate asupra sistemului, au fost introduse și forțele necunoscute de legă- 
tură acestea reprezentind efectul mecanic al leg șăturilor suprimate. În pro- 
blemele de dinamică, în care, în general, interesează mișcarea sistemului, 
forţele de legătură au caracter de necunoscute suplimentare şi ca atare com- 
plică rezolvarea problemelor. O altă caracteristică a mecanicii clasice (new- 
toniene) constă în modul de tratare a problemelor, și anume avînd în vedere 
caracterul vectorial al unor mărimi precum forța, viteza, acceleraţia, im- 
pulsul etc. 
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Mecanica analitică are ca scop, de asemenea, studiul mișcării sistemelor 
mecanice sub acţiunea forţelor date și avînd în vedere restricţiile geometrice 
impuse, urmărind însă ca ecuaţiile de mişcare să nu conţină forțele de le- 
gătură şi, prin urmare, rezolvarea problemelor să necesite determinarea 
unui număr mai redus de necunoscute. Mecanica. analitică stabileşte metode 
de rezolvare cu un grad mare de generalitate pe baza proprietăţilor unor mă- 
rimi scalare globale ca energie cinetică, energie potenţială, lucru mecanic ete. 

Mecanica analitică studiază, în general, sistemele mecanice cu legături 
ideale (fără frecare). 

Din punctul de vedere al modului în care examinează mișcarea meca- 
nică, principiile mecanicii analitice se diferenţiază în două categorii și anume : 

— principii diferenţiale (principiul lucrului mecanic virtual, principiul 
lui d'Alembert), care studiază fenomenul mecanic la un moment dal, consi- 
derind variaţii elementare ale timpului şi spaţiului; 

— principii integrale, care Studiază mişcarea mecanică într-un interval 
finit de timp. 

În mecanica analitică configurația unui sistem este precizată prin coor- 
donatele generalizate gi(i = 1, 2,..., n), acestea fiind mărimi geometrice 
independente (distanţe şi unghiuri) al căror număr n este egal cu numărul 
gradelor de libertate G, stabilit conform relaţiilor (3.47 a, b). Deoarece coor- 
donatele generalizate nu sînt direct legate de un anumit sistem de coordo- 
nate,- metodele de rezolvare prezintă un grad mai mare de generalitate, 

Caracterizarea variațiilor în timp ale coordonatelor generalizate se face 
prin vitezele generalizate corespunzătoare ii = 1, <œ- n) acestea fiind 
derivatele în raport cu timpul ale coordonatelor eneralizake. În mod analog, 
derivatele in raport cu timpul ale vitezelor generalizate constituie accele- 
rațiile generalizate ġ:(i = 1, 2,...; n). 


5.4.1. PRINCIPIUL LUCRULUI MECANIC VIRTUAL 


Deplasări reale, deplasări virtuale. Lueru mecanic virtual, Sub acțiunea 
forțelor aplicate asupra sa, un sistem mecanic efectuează o anumită mișcare 
astfel încît sint satisfăcute atit ecuațiile de mișcare cit și restricțiile de natură 
geometrică. Mișcarea unui punct material al sistemului, între două momente 
de timp infinit apropiate, este dată de variaţia dF a vectorului de poziţie și 
ea constituie deplasarea elementară reală a punctului material respectiv 
(fig. 5.23). Dacă ecuaţiile de mișcare ale punctului material au forma (4.2), 
deplasarea elementară reală este vectorul. 


dř = dxi + dyj+dzk (5.149) z 


dz, dy, dz reprezentind điferențialele coor- 
donatelor punctului. 

În afara deplasării elementare reale, 
se poate imagina o multitudine de alte 
deplasări elementare. Prin deplasări vir- 
tuale se înțelege un ansamblu de depla- 
sări elementare (infinitezimale), arbitrare, 
compatibile cu legăturile sistemului, astfel 
încît acesta trece de la configuraţia reală, 
la o configuraţie infinit apropiată, geo- | 
metric posibilă. Deplasările „virtuale sint Fig. 5.23 
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independente de acţiunile exterioare aplicate asupra: siste- 
mului şi se consideră efectuate instantaneu (timpul este 
„îngheţat“*). Deplasările virtuale se notează cu simbolul 3, 
astfel că deplasarea unui punet material este vectorul 5, 
acesta avînd expresia 

= dxi + dyj -+ 32k (5.150) 
unde ôr, òy, 8z sint proiecţiile pe axele triedrului carte- 
zian Oxyz ale deplasării virtuale òr, reprezentind deci vari- 
aţiile elementare (diferenţialele) coordonatelor x, y, z, ale 
punctului material. Din punctul de vedere al semnificației 
matematice, 5 reprezintă un operator diferenţial identic cu 

Fig. 5.24 operatorul d, fiind deci aplicabile aceleași reguli de calcul. 

De exemplu (cos 2) = (—sin 252. 

Un exemplu de deplasare virtuală este prezentat în fig. 5.24. Bara OA 
are poziţia precizată prin coordonata generalizată q, = e. Printr-o deplasare 
virtuală a barei, aceasta trece inslantaneu într-o poziţie vecină infinit apro- 
piată, QA’ astfel că variaţia coordonatei generalizate este do iar _punctul A 
înregistrează deplasarea 5, = AA cu următoarele proprietăţi ba L 0A şi 
õa = (0A)8e. ' 

Întrucit deplasările virtuale sint deplasări elementare, configurația 
unui mecanism plan căruia i se impune o deplasare virtuală se determină în 
conformitate cu cele prezentate în paragraful 4.3.3. 

În cazul unui sistem cu n grade de libertate, ale cărui coordonate gene- 
ralizate sint qus fo- <>: -sns vectorul de poziţie al unui punct material 
este funcție de coordonatele generalizate adică 


Fi = Fila (asc e olis e ga) (5.131) 


şi deci deplasarea sa virtuală este exprimată în funcţie de variațiile coordo- 
natelor generalizate asltel 


BR = E dq HEE dp e an e e age te ne EE ga. (541522) 
ZA Ef Efe da i 
sau 
`- Ra i 6543 
R = E < qr- ! (5.152b} 
k=1 gr ` 


Într-un sistem cartezian de referință, variația 8f, are proiecţiile pe axe 
n o 
dq; da= D z: bgr (5.153) 
k=1 éles KZL da 
Corespunzător unei deplasări virtuale, se poate defini şi evalua Juerul 
mecanic al forţelor aplicate pe sistem, acesta fiind, evident, un lucru mecanic 
virtual. Expresia acestui lucru mecanic este 


bL = EFB = SAX, + Ydy: + Zid). (5.154) 


În cazul deplasării virtuale a unui corp rigid, lucrul mecanic virtual se 
determină pe baza expresiei (5.56), rezultînd 


òL = Rè, + 4186 (5.135) 


êti 


unde 87, este deplasarea virtuală a punctului de reducere a forțelor iar 88 
este rotirea corpului ca urmare a deplasării virtuale. 
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Formulare generală. Forțe generalizate. Fie N 
un punct material O, rezemat fără frecare peo 
suprafață (fig. 5.25). În această situație, forța 
de legătură N are direcția normalei la suprafața 
de rezemare. Din punet de vedere geometric, 
punctul se poate deplasa numai fn planul 
tangent ÍI, ceea ce înseamnă că orice deplasare 
virtuală òF este conținută în acest plan şi deci 
s LN și, în consecinţă, lucrul mecanic virtual 
este nul, adică 


òL = NSF = Nada L N By + NB = O (5.156) 


Același rezultat se obţine și în cazul altor rezemări fără frecare (punct 
material rezemat pe o curbă, reazemul simplu al unui corp rigid etc.). Extinsă 
ia nivelul unui sistem mecanic cu mai multe legături, condiţia (5.156) devine 


èL = Bi, = Sa + Yu; + Zz) =0 (5.157) 


ceea ce permite formularea următoarei concluzii : 

Lucrul mecanic virtual al forțelor: de legătură ale unui sistem material 
cu rezemări fără frecare este nul pentru orice deplasare virtuală a sistemului. 

În relaţia (5.157) X,, Y, Zr; reprezintă proiecţiile reacliunilor pe 
axele triedrului Oxyz avînd deci aceleaşi semnificații cu cele din condiţiile 
de echilibru (3.53). 

Relaţia (5.157) serveşte, în continuare, la stabilirea condiliei de echi- 
libru al unui sistem mecanic. Pentru aceasta, se analizează un sistem în echi- 
libru asupra căruia sint aplicate forţele exterioare Fai(Xai Yat Za). Echi- 
librul sistemului se. examinează prin izolarea corpurilor şi punctelor materiale, 
introducindu-se deci forțele de legătură, şi a anume: F(X Yir Zir) care 


reprezintă forțele de-legătură interioare ; Ry (X; Yre Zr) — _reacţiunile 

sistemului. 
Condiţia vectorială de echilibru- (3.3) conduce la următoarea relaţie + 
EFa + SF + Shu =0. (5.158) 


Se consideră o configurație de deplasări virtuale și se evaluează lucrul 
mecanic al tuturor forţelor, obţinîndu-se 

D Radh + Efn + ȘI Rysz = 0. (5.159) 

Avînd în vedere relaţia (5.157) şi cunoscînd că XF,87, = 0 (deoarece 

reprezintă lucrul mecanic al forţelor interioare) din relaţia (5.159) rezultă 


SL = SF = 0. (5.160) 
Condiția (5.160) exprimă principiul lucrului mecanic virtual, al cărui 
enunţ este : condiția necesară și suficientă ca un sistem mecanic, să fie în echi- 
libru este ca lucrul mecanic virtual al tuturor forțelor active aplicate pe sistem 
să fie nul. | : ` 
În coordonate carteziene relația (5.160) conduce la condiția 
E Xir + È Yiyi + È Zôz =0 (5.161) 


unde X, Y, Zi = 1, 2,...,m) reprezintă proiecţiile forțelor active. 
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În cazul unui sistem mecanic cu n grade de libertate se pot impune n 
deplasări virtuale independente, astfel că, dacă se au în vedere relaţiile (5.153) 
şi se grupează în mod convenabil termenii, condiţia (9.161) devine 


T p Eh Zopa 2 i a pË 
BL = ( X Pe] a (23: jo Ha +[S ae 
i=1 ți i=1 242 i= IF aq 
pan. (SF Zo) ag, o. (5.162) 
i=1 gn 
Cu notația 
Q= ȘI fi, 2% (5.163) 
i=1 da 


expresia (5.162) are forma 
BL = Qq + Qabla H -oe + Qrde Poe A Quad = O. (5.164) 


Condiţia de echilibru, exprimată sub forma (5.164), este îndeplinită 
dacă, şi numai dacă 


Q =0, Qa = 0,- . -Qe 00 = 0 (5.165) 


adică 
m 


Q: = D FA (k=1, 2... n) (5.166) 


2. 


Rezolvarea sistemului de ecuaţii (5.166) conduce la determinarea coordo- 
natelor generalizate qp da... +» a iar acestea precizează poziţia de echilibru 
a sistemului mecanic. 

Mărimea Q, definită conform expresiei (5.163), poartă numele de forţă 
generalizată corespunzătoare coordonatei generalizate q- Pentru ca un sistem 
mecanic să fie în echilibru este deci necesar şi suficient ca toate forţele gene- 
valizate să fie egale cu zero. 

Deoarece coordonatele generalizate gjs qo- -> a Sînt liniar independente, 
rezultă că și variațiile òg; 9ga,...» gu Sînt, de asemenea, liniar indepen- 
dente. O modalitate de a impune deplasări virtuale independente constă în 
a bloca (anula) pe rind n — 1 grade de libertate și de a exprima, de fiecare 
dată, condiția de echilibru (5.164). Fie de exemplu, blocate gradele de li- 
bertate 1, 2,..., j — 1. j 4+1,...,n, ceca ce înseamnă că toate variațiile 
coordonatelor generalizate sint nule cu excepţia variâţiei 37; # 0. În aceste 
circumstanţe, deoarece se înregistrează deplasare virtuală numai pe direcţia 
forței generalizate Q,, condiţia (5.164) capătă forma particulară 


SL; = 054 = 0 (5.167a) 
și deci 
Q; = dh 0, (5.167) 
ôg; 


Procedind în mod analog pentra fiecare coordonată gensralizată (j = 
1, 3,..:, n) se obțin n ecuații independente de forma (5.167 a, b) care exprimă 
condițiile de echilibru ale sistemului mecanic. 

Determinarea forțelor de legătură Ia sişteme statie determinate. Prin- 
cipiul lucrului mecanic se poate utiliza pentru determinarea forţelor de le- 
gătură la sisteme static determinate. Aceste sisteme au G; > 0, ceea ce in- 
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- seamnă că în n problerhele de echilibru necunoscutele sint 'alcăfuite din coor- 


donatele generalizate q/(j = 1, 2,.:., G,) şi din forţele de legătură. ih preăla- 
bil, se determină poziţia de echilibru a sistemului, adică valorile mărimilor di 
pe baza condiţiilor (5.167b). Este evident că, la sistemele care au asigurată 
invariabilitatea geomelrică (G, = 0) toţi parametrii au valori nule. În scopul 
determinării unei anumite forţe de legătură, se suprimă legătura corespunză- 
toare și se introduce forţa de legătură respectivă. În acest fel, sistemul me- 
canic dobiudeşte un grad de libertate suplimentar și, corespunzător acestuia, 
o coordonată generalizată în plus. Sistemul astfel transformat se menţine. în 
echilibru sub acţiunea forţelor aclive (date) și a forţei de legătură (necunos- 
cute). Condiţia de echilibru se exprimă sub forma (5.167b), aplicată însă 
gradului de libertate suplimentar.. Dacă qi, este coordonata generalizată 
suplimentară, condiţia (5.167b) oblinută din q; =0, (i = 1, 2,..., n) şi 
òga Æ 0, conduce la 


Q 


ecuaļie care are o singură necunoscută și anume forța de legătură căutată: 

În numeroase situalii din ingineria de construcĻii se urmăreşte determi” 
narea forțelor de legătură la strueturi Slatic determinate şi geometric inva” 
riabile (G, = 0). În aceste cazuri, poziţia sistemului este cunoscută și deci 
se trece direct la calculul forței de legătură pe baza condiţiei (5.168). 

Pentru tipurile uzuale de rezemare ale structurilor plane în fig. 5.26, 
5.27 şi 5.28 sint puse în evidenţă modalităţile de suprimare a legăturilor co- 
vespuuzătoare determinării unei anumite forte de legătură. 

Determinarea forţelor de legătură la structuri plane static determinate 
prin utilizarea principiului lucrului mecanic virtual comportă următoarele 
etape: 

— suprimarea legăturii și introducerea forței de legătură corespunză- 
toare, operaţie în urma căreia se creează un mecanism cu un grad de libertate ; 
acest mecanism este în echilibru sub acţiunea forțelor exterioare (date) şi a 


= SLaa a Òa = 0 (5.168) 


` forței de legătură necunoscute ; 


— se imprimă mecanismului o deplasare virtuală arbitrară și se caleu- 
lează lucrul mecanic efectuat în urma acestei deplasări ; pentru calculul practic 
se determină diagramele de deplasări după două direcţii ortogonale, aşa cum 
s-a arătat în cadrul paragrafului 4.3.3. ; 
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— se exprimă condiția de echilibru (5.160), în care lucrul mecanic vir- 
tual se evaluează conform relaliei (5.155) care devine 


èL = E Xa + 5 Ydy + E M0 =0 (5.169) 


unde Xp Y; sînt proiecliile fortelor, inclusiv ale forței de legătură, pe axele 
de rele inta Oa şi Oy; dx dy; — deplasările virtuale asociate componentelor 
X; şi Y;; M; — momentele concentrate care acționează asupra structurii ; 
30; — ohil corespunzăloare momentelor M; ; 

— se rezolvă ecuația (5.169) şi se determină forța de legătură. 

Aplicația 5.1. Se exemplifică modul de aplicare a principiului lucrului 
mecanic virtual la determinarea unor forțe de legătură exterioare (reacţiuni) 
ale sistemului de corpuri din fig. 5.29, a. Pentru caracterizarea sistemului 
se utilizează relația (3.47b) în care C = 3, N, =0, i= 0. a, = 0, ts = 4, 

= 1 astfel că se obține G, = 0, deci sistemul esle static deterininat și 
gcomelric invariabil, avînd un număr minim de legături. 

În vederea determinării reacţiunii Hp se procedează ca în fig. 5.27, b 
rezult ind mecanismul din fig. 5.29, b. Pentru trasarea diagramelor deplasă- 
rilor pe directiile orizontală și verlicală se stabilesc centrele instantanee de 
rotație conform precizărilor din paragralul 4.3.3. Puziliile acestor centre sint 
arătate în fig. 5.29, b. Din modul în care au fost determinate centrele instan- 
tanee se obţine hi, = 2,00 m. Pe aceeași figură sint indicate componentele 
orizontale şi verticale ale forțelor aplicate pe structură. Se face precizarea 
că forțele distribuite de pe fiecare corp au fost îalocuite cu rezultanta lor. 

Se impune mecanismului din fig. 5.29, b o deplasare virtuală arbitrară, 
de exemplu, se consideră o rotire elementară 30, = 8, (Lig. 5.29, c, d). În 
aceste condiții, toate celelalte deplasări se pot determina în funcție de pa- 
rametrul Op acesta reprezentind de fapt variaţia coordonatei generalizate 
òa = Ga. Se obțin 803 = 30, 803 = 1,2 bp valori pe baza cărora se calculează 
deplasările 3, 8y ale tuturor fortelor. Condiţia de echilibru (5.169) conduce 
la următoarea ecuaţie: 


L = — (100-0,5)(60,) + (100-0,366)(20,) — (20- 1290687) — (20: 7)(0,5-30,) -+ 
+ [a 30. 9): 1.2.0) — (10001,2 D) + (H(8:36,) = 0. 


Deoarece 0 # 0, ecuația se simplifică cu această mărime și apoi se re- 
zolvă, obținîndu-se Hg = 48,66 kN. 

În ecuația de mai înainte s-au marcat prin paranteze componentele for- 
telor și deplasările asociate acestor torţe. 

Reacţiunea V„ se determină pe baza mecanismului din fig. 5.29, e, ob- 
ţinut ca urmare a suprimării legăturii pe direcţia verticală, aşa cum se arată 
în fig. 5.27, b. După determinarea centrelor de rotaţie, se alege ca deplasare 
virtuală variația dq = 3yp = õp ceea ce conduce la următoarele valori ale 
rotirilor corpurilor (fig. 5.29. f, g): 

50, = 80 = 89/16; 30, = 8,/6,3157. 


20D h 
pean 


Ecuația de lucru mecanic este - 
ôL = (100.0,5)(0,375 3) — (100-0,356)2 30116) + (20-12)+(6 8/16) + 
+ (20-75(15,5 3116) +- [7 309) e5 3,16,3157) — 
— (100)(8,/6,3157) — Ve) = 0 
care, pentru 5 # 0, are soluția Vy = 313,94 KN. 
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5.4.2. PRINCIPIUL LUI D'ALEMBERT 


- 

Formulare generală. Se consideră un punct material cu legături, acționat 

de un sistem de forțe exterioare reprezentate prin rezultanta F. Ecuația 

diferențială a mișcării este dată de relația (5.84) care se poate scrie sub forma 

_ F-F,—mă=0 - (5.170) 

unde ā = este accelerația punctului material. Mărimea vectorială (-—mâ) 

fiind de tip forţă se notează $; şi este numită forţă de inerție, astfel că ecuaţia 
(5.170) devine 

F FtS 0 (5.171 a) 


Relaţia (5.171a) reprezintă o ecuaţie de echilibru fictiv deoarece, în rea- 


litate, punctul material este în mișcare (a # 0). Forţele F şi F, sînt forțe reale, 
dar forţa de inerție Ş, este aplicată convenţional asupra punctului material 
studiat, ea fiind o forţă fictivă. Forța de inerție reprezintă o forță reală numai 
pentru sistemul material care acționează asupra punctului studiat, provocind 
mişcarea acestuia, şi se exercită prin legăturile existente intre punctul material 
şi agentul motor. Relaţia (5.171a) exprimă condiția unui echilibru formal (con- 
ventional), numit echilibru dinamic. În cazul unui sistem de puncte materiale, 
relaţia poate fi scrisă pentru fiecare punct al sistemului iar apoi, prin însumare, 
se obţine 


ZE +F, + Sg. =0. (6.171b) 


Avînd în vedere că în orice moment al mișcării fiecare punct al sistemului 
(corpului) se află în echilibru dinamic, rezultă că și sistemul în ansamblul 
său este, de asemenea, în echilibru dinamic și ca atare fortele date. forțele 
de legătură și forțele de inerție satisfac ambele relaţii vectoriale (3.3), astfel 
că rezultă a doua condiţie a echilibrului dinamic, și anume : 


EMP) + EMF) + EME) = 0- (5.1710) 


Relaţiile (5.171a, b, c) conduc la formularea principiului lui d'Alembert 
care are următorul enunț : forțele date, forțele de legălură și fortele de inerție 
aplicate asupra unui punct sau sistem de puncte materiale, formează un sistem 
echivalent cu zero, fiind deci în echilibru. În acest fel, problemele de dinamică 
se abordează și se rezolvă prin exprimarea unor condiţii de echilibru conven- 


ional. Din aceste condiţii se determină atit legea de mișcare a sistemului” 


studiat cit şi forțele de legătură. Metoda este numită cineto-statică fiind 
uşor şi simplu de utilizat in aplicaţiile tehnice. ` 

Echilibrul dinamic se poate exprima fie sub formă analitică prin condi- 
țiile generale (3.53) care includ însă și forțele de inerție, fie pe baza princi- 
piului lucrului mecanic virtual (5.160), situaţie în care sint eliminate forțele 
de legătură. Astfel, dacă se analizează pe baza principiului lui d'Alembert 
mișcarea unui sistem alcătuit din m puncte materiale, condiţia de echilibru 
(5.160) conduce la următearea expresie vectorială : 


m 


E (F: — mă), = 0 (8.172) 
i21 


care este echivalentă cu următoarea relație scalară : r 


ni 


E RNa — mai + (Yai — Miye + (Zai — Mm) = 0 (0.173) 
i=1 


unde Xis Yas Zai = le Bees 
Ozyz. 

Relaţiile (5.172) și (5.173) reprezintă principiul lui d'Alembert în Lormu- 
larea Lagrange. 

Mişcarea unui punet material. Studiul mișcării prin metoda cineto-statică 
comportă următoarele operaţii: 

— identificarea (precizarea) Iorţelor date (direct aplicate), acestea fiind, 
în general, cunoscute ; 

— suprimarea legăturilor şi introducerea forţelor de legătură necunos- 
cute; 


m) sint proiecţiile forțelor pe axele triedrului 
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— alegerea umni sistem de coordonate în raport cu care se studiază 
mişcarea, componentele accelerației în acest sistem fiind deci necunoscute; 

— introducerea forței de inerție prin componentele sale în sistemul 
de referință ales ; 

— exprimarea echilibrului convențional prin ecuații de forma (3.53) 
sau pe baza principiului lucrului mecanic virtual (5.172), (5.173); 

— rezolvarea ecuațiilor scalare și obţinerea necunoscutelor (legea de 
mişcare și, eventual, forţele de legătură dinamice). 

În funcţie de forma traiectoriei punctului material rezultă următarele 
situații (fig. 5.30): 

Mișcarea rectilinie (fig. 5.30, a). Se alege ca axă de referinţă traiectoria 
punctului și deci a = &. Forţa de inerție are sensul indicat în figură și mări- 
mea F = mă. ` 

Mişcarea cireulară (fig. 5.30, b). Poziția punctului este precizată prin 
coordonata B. Acceleraţia are componentele an cu sensul conventional po- 
zitiv în concordanță cu semnul coordonatei 6, şi respectiv a, cu sensul spre 
centrul cercului, astfel că cele două componente ale forţei de inerție au sen- 
Surile din figură. Mărimile acestor componente se obțin avind în vedere ex- 
presiile (4.25) și (4.26) rezultind $, = mRĂ şi $, = mR). 
scarea curbilinie. Coordonata curbilinie s stabileşte sensul convenţional 
pozitiv al componentei tangențiale a; iar poziția centrului de curbură pe 
cel al componentei normale a,, astfel că forțele de inerție $, şi $, au sensurile 
ca în fig. 5.30, c. Valorile acestor componente ale forţei de inerție sint $, = 
= mb şi $, = mo?jp, în care notaţiile au semnificaţiile din relațiile (4.19). 


Sisteme de puncte materiale. Torsorul forțelor de inerție. Fie un sistem 
de puncte materiale cu masele my Ma- 7, De. Mya mişcarea fiecărui punct 
fiind caracterizată prin accelerația ai = 1, 2,..., n), (fig. 5.31). Pentru 
exprimarea echilibrului dinamic prin relațiile vectoriale (5.171b, c) este ne- 
cesar să se aplice in fiecare punct forța de inerție corespunzătoare. Acest 
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“lucru complică însă rezolvarea proble- 
melor deoarece distribuţia acceleraţiilor 
a depinde de felul mișcării sistemului. În 
scopul simplificării calculelor se urmărește 
înlocuirea forțelor de inerție, aplicate în 
fiecare punct al sistemului, cu elemente 
mecanice echivalente, dar cu alcătuire 
mai simplă. Aceasta înseamnă, de fapt, 
reducerea forțelar de inerție într-un punct, 
Fig. 5.31 7 adică determinarea torsorului forţelor de 


inerție din punctul de reducere. Astfel, 

dacă forţele de iucrţie se reduc în punctul O, torsoval de reducere este aleà- 

tnit din forța rezultantă EA şi vectorul moment p ale căror expresii se obțin 
pe baza relațiilor (2.10) . 

R=ES, (5.174a) 

(5.174b) 


În relația (5.174a) se face înlocuirea F; = —miă; rezultînd 


= _ do, d _ i77 
R = (muia) Em Œ m: PA . 
4 


Derivata impulsului sistemului de puncte maleriale se poate însă ex- 
prima şi sub forma (5.37), adică în funcţie de masa M a întregului sistem și 
de acceleraţia d, a centrului maselor şi deci 

R = — Mă, (5.175) 

Rezultanta forţelor de inerție nu depinde de punctul de reducere. Ea 
este egală cu forţa de inerție a unui punct material cure concentrează întreaga 
masă a sistemului și este situată în centrul maselor acestuia. 

Se urmăreşte, în continuare, ca în expresia (5.171b) distribuţia accele- 
rațiilor să fie înlocuită prin distribuţia de viteze. În acest scop, se fac urmă- 


toarele înlocuiri şi transformări matematice : 
do; 


SR, = Fi x (om) = Die x m rai 
« 


Avind în vedere regula de derivare a produsului a două funcţii, rezultă 
următoarea relaţie : 
= «5; [a 
Si; x m; — = SA x mb) — X mb; 
a at C: d at 


d _ - ra - 
ET (£F x mð) + XØ; x mð). 


Se observă că ultimul termen al expresiei precedente este nul, în final 
obţinindu-se 


= ajz. _ 3 
Mo = (3 x mu) (5.176) 
ceea ce înseamnă că momentul rezultant a! forţelor de inerlie depinde atit 


de punctul de reducere (prin vectorii F;) cit şi de felul mişcării (prin distribuția 
vitezelor). 
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aar 


Dacă este cunoscut. torsorul fortelor-de inerție într-un-punct O, se poate 


` apoi determina torsorul de reducere în oricare alt punct avind în vedere că 


forţa rezultantă & este un invariant iar momentul rezultarit variază în con- 
formitite cu expresia (2.17). 

Expresii ale torsorului forţelor de inerție. Se urmăreşte stabilirea expre- 
siilor celor două elemente (8, a) ale torsorului fortelor de inerție în cazul 
cîtorva mișcări particulare ale solidului rigid. 

Mişcarea de translație. În acest caz, cimpul de viteze, la un moment 
dat, este constant adică 5; = ñ, şi deci 


d - -i d S = 
= — ap (E X Mibe) = — y Eri) x d = 


[Ja 


=— (ME x ò.) MÊ A 5, — MRX 
d d 


in care Žž, este vectorul de poziţie al cenlrului maselor. 


Se observă că d7,/dl = 0, şi deci Mö, că, =0, deci 


E Mi X d = F, X (Hā) = F, x R 6.177) 


Dacă reducerea se face în centrul maselor F, = 0 şi în consecință J, = 0. 
are de translație fortele de inerție se 


În concluzie, la un solid în m 
reduc la o forță rezultantă unică 3 =— Mă, aplicată în centrul maselor. So- 
lidul rigid poate fi inlocuit în acest caz printr-un punet material cu masa 
egală a întregului corp, plasat în centrul maselor acestuia. 

Mişcarea de rotaţie cu axă fixă. Se consideră corpul din lig. 5.32, a în miş- 


ara de rotaţie în raport cu axa fixă. Triearul mobil Ozyz se alege astfel încît 
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axa de rotaţie. În acest fel, vectorii © şi E au direcția pe axa Oz. Torsoruk 
de reducere se consideră prin componentele axei ale forței rezultante & 
şi respectiv ale momentului WM, sub forma 


R = Rai + Roj E RR 
— — _ (5.178) 
SR, = Mi + MJ + NGR. 


Forţa de inerție corespunzătoare masei elementate dm, a cărei poziţie 
este precizată prin coordonatele curente z, J, z, are componentele df, și 
df, arătate în fig. 5.32, şi ale căror mărimi sìnt 


df, = redm; df, = reda. (5.179) 


Proiecţiile pe axele triedrului ale vectorului È sint date de relaţiite (2.11), 
obținindu-se 


Re = [(dă sin a + (as, cos a) = e fydm + e feam 


Ry = —f (05peos a + [(assin a = — 


xdm + w? f ydm 


R, =0 
sau 
Re = A(Eye + 022) i 
Ry = Mere + oy) (5.180) 
2, —0 


unde M este masa întregului corp. iar ze şi Ye sînt coordonatele centrului său 

de mase. ` 
Proiecțiile.pe axe ale momentului rezultant ai, se obțin prin aplicarea 

expresiilor (2.12) i 


p K, = ef ezdm — o? f| yzdm 


A, = è | yzdm + o? frzdm 
W, = —e f r'dam. 
Avind în vedere definițiile momentelor ge inerție, exprimate prin rela- 
tiile (5.4) şi (5.8), rezultă 
Me = aJa — O] y 
My = EJ y H tie 6.18) 


ST, = 


Dacă corpul are o axă de simetrie A şi se rotește în jurul acestei axe, 
centrul de greutate se găsește pe această axă (x, = 0; y, = 0) ṣi deci  =0. 
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originea sa. să coincidă cu punctul de reducere iar axa 0z Să se confunde-cu - 


Deoarece, în acest caz Jas = Jy, = 0, momentul forțelor de inerție are com- 
ponentele M, = M, = 0 şi în consecință IM = (—eJa)k, fiind deci dirijat 
după axa de rotaţie. 

Placa plană în rotaţie în jurul unei axe perpendiculare pe planul ei. 
Prin alegerea triedrulai mobil astfel ca axa Oz să coincidă cu axa de rotaţie 
rezultă că placa este conținută în planul xOy (fig. 5.33, a), iar rotirea se face 
în jurul punctului O. În aceste condiţii z = 0 și deci Jas = Jy =0 iar J; 
este egal cu momentul polar Jg- - 


Yy i Cy 

| S 

y SH 

SN 
, S 2 
N - 
E S - J~ 
[să 
N, s 
Fig. 5.33 


Dacă forţele de inerție se reduc în centrul de rotație O, pe baza expre- 
siilor (5.180) se obține 


R R HRE MJŒ Eo + e = Mr p e? 


sau 
R = Ma (5.1822) 


expresie care rezultă și din relaţia (5.175). 
Momentul forţelor de inerție are componentele date de expresiile (5.181) 
care conduc la E 


N, =M, = Di; M, = e (5.182b) 


Avind În vedere că J, = Jo şi că vectorul moment este perpentieular 
pe planul plăcii (W, = —27,k), acesta se poate reprezenta numai prin sen- 
sul său de rotire, care este invers ssmnului accelerației unghiulare z, şi are 
mărimea My = Joe (v. fig. 5.33. a) 

Forţele de inerție se pot reduce, de asemenea, în centrul de greutate al 
plăcii, situaţie în care elementele torsorului sînt reprezentate în fig. 5.33, b 
şi au valorile R = Ma, şi W, = Je. (5.183) 

Aplicarea praetică la sisteme de corpuri, Studiul mişcării unui sistem de 
corpuri pe baza principiului lui d'Alembert se realizează pe baza următornlui 
algoritm : 

— se stabileşte numărul gradelor de libertate pe care le prezintă sistemul 
de corpuri și se aleg coordonatele generalizate ; 


— se izolează: corpurile şi se identifică forţele date şi forțele de legătură 
care sînt aplicate pe fiecare corp; 
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— se precizează, pentru fiecare corp în parte, tipul de mișcare, şi se ex- 
primă parametrii cinematici ai mișcării fiecărui corp în funcţie de coordonatele 
generalizate ale sistemului ; 

— în funcție de parametrii cinematici se determină torsorul forțelor 
de inerție al fiecărui corp din sistem ; 

— se scriu şi se rezolvă ecuaţiile de echilibru dinamic determinîindu-se 
mișcarea sistemului și forțele de legătură. 

Observaţie. Dacă interesează numai mişcarea sistemului, echilibrul di- 
namic se poate exprima pe baza principiilor lucrului mecanic virtual, situaţie 
în care forţele de legătură nu mai apar în sistemul de ecuaţii. După determi- 
narea mișcării se pot apoi izola corpurile şi calcula forţele de legătură prin 
exprimarea, pentru fiecare corp în parte, a condiţiilor de echilibru fictiv. 


6. Eforturi 


6.1. SCHEMA STATICĂ 


6.1.1. SCHEMATIZAREA CONSTRUCȚIILOR. 
STRUCTURI DE REZISTENȚĂ 


Structura de rezistenţă a unei construcţii este osatura acesteia. care 


„are rolul de a prelua toate incărcările construcției şi a le transmite apoi la 


teren, în condiţii care să ofere siguranță deplină în exploatare. Formele geo- 
metrice ale structurilor de rezistență prezintă o mare varietate în funcţie de 
scopul pentru care se execută construcția, materialul folosit, metoda de. 
realizare ete. Elementele care compun o structură de rezistenţă se pot clasifica 
în trei grupe mari: . 

Elemente de construcţie eu fibră medie. Acestea au două dimensiuni (di- 
mensiunile secțiunii transversale) mici în raport cu a treia (lungimea lor). 
Din această categorie fac parte : 

— firele. care sint elemente flexibile ce nu opun rezistență la îndoirea 
(incovoierea) lor; 

— barele, care datorită secțiunii transversile mai mari au o rigiditate 
oarecare la Încovoiere. Practic însă ele se folosesc la acțiunea forțelor care 
lucrează în lungul axei lor; 

— grinzile, care se caracterizeuză prin rigiditate mare transversală fiind 
supuse in special la incârcări transversale axei lor. 

Elementele de construcție cu fibră medie au următoarele caracteristici 
geometrice : 

— fibra medie sau âxa barei (griazii) ; este locul geometrie al centrelor 
de greutate ale sectiunilor transversale. După forma axei se întîlnesc bare 
sau grinzi drepte şi bare sau grinzi curbe (în plan sau în spațiu); 

— sectiunea transversală: a elementului ; este secţiunea normală pe axă. 
Poate fi constantă pe toată lungimea barei (grinzii) sau variabilă. Forma sec- 
ţiunii transversale depinte de materialul din care este alcătuit elementul 
de construcţie şi trebuie să fie corespunzătoare solicitărilor pe care le su- 
portă. Astfel, barele și grinzile din lemn au forma ci:culară sau dreptunghiu- 
dară (fig. 6.1), grinzile din beton armat pot îi dreptunghiulare, în formă de 
T sau de alte forme (fiz. 62). ` 
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Fig. 63. Fig. 6.4. 


Barele şi grinzile din oțel pot avea secțiuni transversale simple, atunci 
cînd sînt alcătuite dintr-un singur profil laminat, cornieră, profil E, profil C 
(fig. 6.3) etc. sau pot avea secțiunea transversală compusă din mai multe 
profile laminate simple, asamblate prin nituire sau sudură (fig. 6.4). 

«Elemente de construcţie cu supraiați medie. Aceste elemente au una din 
dimensiuni (grosimea) foarte mică în raport cu celelalte două (fig. 6.5). 

Suprafaţa care imparte în două părți egale grosimea elementului se nu- 
meşte suprafață medie. 

Flementele cu suprafaţă medie sint de două tipuri : 

— membranele, care au grosimea mică și deci nu opun nici o rezistenţă 
la incovoiere ; 

— plăcile, care au rigiditate mai mare și pot suporta eforturi de în- 
cavoiere. 

După forma suprafeţei medii plăcile şi membranele pot fi curbe (fig. 6.5, a) 
sau plane (fig. 6-5, b). f . 


Fig. 6.5. 


Elemente masive sau blocuri. Au toate cele trei dimensiuni comparabile 
ca ordin de mărime. Sînt folosite ca ziduri de sprijin, baraje, blocuri de fun- 
daţie, cuzineţi de rezemare la poduri etc. > 

Legăturile dintre diversele elemente din care este alcātuită construcția, 
precum și dintre aceasta și terenul de fundare, sint foarte complexe. În această 
situaţie, exprimarea matematică a condiţiilor de echilibru este astfel diticită 
sau chiar imposibilă. Ca atare, este necesar ca din ansamblul fenomenelor 
să se rețină numai cele esenţiale. neglijindu-se acelea care au o importanță 
secu ndară. 

Se fac deci o serie de ipoteze simplificatoare care se referă la: 

— elementele din care este alcătuită construcţia (structura de rezistență) ; 

— legăturile dintre elemente în ansamblul construcției ; 

— comportarea materialelor ; 

—  încărcările care acționează construcția. 


EI 


Atit timp cit admiterea unor ipoteze simplificatoare nu constituie o 
îndepărtare prea mare de realilate, rezultatele cnlculelor pol fi considerale 
ca satisfăcătoare. 

Schema de calcul a unei construcții cuprinde elementele de rezistență 
din care este compusă. legăturile mecanice dintre acestea. precum şi încăr- 


` cãrile care aclionează asupra lor. 


Din punct de vedere meennie, schema de calcul reprezintă un sistem de 
corpuri în echilibru sub acțiunea forţelor dale. 


6.1.2. IPOTEZE SIMPLIFICATOARE 


În Mecanica teoretică se consideră in mort ideal că toale corpurile sînt 
indeformabile și deci au o rezistenţă nelimitată, fapt acceptabil pentru serie- 
rea ecuațiilor de echilibru. În realitate nu există un astfel de corp, construcţiile 
şi elementele de construcție se deformează sub acţiunea încărcări i 
ie acționează, iav dacă acesle incărcări depășesc anumite limile ele se pot 
distruge (in scusul că ies din uz). 

Prin deformare, poziţiile reciproce ale diverselor forţe care acţionează 
o construcţie se schimbă. 

Echilibrul se realizează deci în poziţia deformată a strueturii iar aplicarea 
coadiţiilor de echilibru ar trebui făcută în această stare care inițial nu este 
cunoscută. 

Realitatea arată că, în general, deformiaţiile construcliilor sub acţiunea 
încărcărilor din exploatare sint foarte mici in raporl cu dimensiunile lor ini- 
tiale, astfel că poziţia deformată este suficient de apropiată de cea inițială. 
Modificările pozitiei fortelor datorită deformnării sint praclie neglijabile și 
astfel condiţiile de echilibru se pot serie pe forma inilială, nedelormată. ceea 
ee simplifică foarte mult culculete. deoarece se pot aplica metodele şi rezultatele 
Mecanicii teoretice. Această ipoteză simplificatoare este valabilă atit limp 
ci! deplasările sint asimilabile cu infiniti mici, adică dilerența dintre poziția 
inițială şi cea delarinată este neglijabilă. Sint siluaţii cînd defuruaţiile con- 
strucţiilor su elemeutelor tor sint mari şi deci studiul echilibrului trebuie 
făcut pe forma reală, deformată (calcul de ordinul [1). 

În domeniul micilor detormaţii se admite, de asemenea, ipoteza propor- 
Vionalităţii dintre încărcări şi depla e corespunzătoare. ipoteză a cărei justi- 
ficare se va face mai tirziu. Aceasta înseamnă efectele unei forțe asupra 
unei construcții sint independente de efectele celorlalte forte, Un anumit 
efect (de exemplu o deplasare) produs de mai inulte forţe rezultă ca o sumă 
a efectelor produse de fiecare forţă în parte, efecte ce sint proporționale cu 
forțele corespunzătoare. Efectul total se poate exprima deci printr-o relație 
liniară în funcţie de forțele care îl produe (principiul suprapunerii efectelor 
— calculul de ordinul I). 


5.1.3. SCHEMATIZAREA ÎNCĂRCĂRILOR. 
ACȚIUNI IN CONSTRUCŢII 


Forţele care acționează construcțiile sint foarte diverse, modul de dis- 
tribuție şi valorile lor variind în limite foarte largi. De exemplu, un pod de 
cale ferată suportă în principal următoarele incărcări : 

— greutatea proprie a structurii de rezistenţă a podului ; 

— greutatea elementelor căii (şine, traverse etc.), trotuare. conducte; 
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— greutatea convoaielor care vor circula pe pod în decursul existenței 
sale ; 

— efecte dinamice provenind din faptul că trenurile parcurg podul în 
viteză ; : 

— presiunea vîntului cte. 

Este de observat că nu toale l'orlele acHonează în același mod. Astfel. 
greutatea structurii de rezistență şi greutatea elementelor căii au în perma- 
nenţă (sau pe perioade de timp foarte mari) aceleași valori, deci nu variază. 
în timp. Greutatea unui convoi apare numai atunci cînd acesta parcurge 
podul, acţion înd variabil şi numai o perioadă de limp limitală asupra struc- 
turii, Este însă o acţiune cerlă, decurgind din rațiunea pentru care a lost exe- 
cutată construcția. Alte forțe, de exemplu presiunea vinlului, acționează in 
mod accidental. 

Clasificarea încărcărilor se face după mai multe criterii, și anume : 

1) Din punctul de vedere al acțiunii asupra construcţiilor : 

a) forţe exterioare. care acționează elementele de construcție din afara 
lor. Fac parte din această categorie forțele active şi forţele de legălură : 

b) forţe interioare, care se dezvoltă în interiorul elementelor de construcţie 
sub acţiunea forțelor exterioare. 

2) După punctul de aplicare, se disting : 

a) forţe masice sau de vnluin. Acţionează în orice punet al unui corp 
(de exemplu: greutatea proprie, fortele de inertie); 

b) forte de suprafață sau de contur, Se aplică pe suprafața unui corp, 
Pot acţiona în mai multe moduri, și anume: ` 

— forțe concentrate ; suprafala pe care se aplică este foarte mică, practic 
asimilindu-se cu un punct, Greutatea osici unui tren se transmite șinei de cale 
ferată pe suprafața de contact ce se realizează între cele două corpuri (fig. 6.6). 
Deoarece această supralaţă este foarte mică, se consideră că transmiterea se 
face într-un singur punct, și anume la contactul teoretic dintre roală şi şină ; 

— torţe distribuite; acţionează pe anumite zone ale corpului avînd in- 
tensitatea constantă sau variabilă (fig. 6.7). Atunci cînd intensitatea este 
constantă, forța se numește uniform distribuită (fig. 6.8). 


Fig. 66. Fig. 6.7. Fig. 68. 


În Mecanica corpurilor rigide (deci pentru calculul forțelor de legătură) 
forţa distribuită pe un anumit corp poate fi înlocuită cu rezultanta sa. 

3) Din punctul de vedere al acţiunii mecanice: 

a) încărcări statice, a căror intensitale crește lent de la valoarea zero 
şi pînă la valoarea finală ; 

b) încărcări dinamice, care se aplică brusc asupra unei constructii. 

4) Clasificări oficiale. În vederea obţinerii unei asigurări raţionale a 
construcțiilor sînt elaborate standarde şi alle categorii de reglementări teh- 
nice utilizate în proiectarea construcţiilor cu diferite destinaţii, alcătuite din 
diferite materiale. Astiel, STAS 10101/0-75 „Acţiuni în construcții“ prezintă 
clasificarea şi gruparea acţiunilor în general. Clasilicarea se face în : acțiuni 
permanente (de exemplu: greutatea elementelor structurilor, a pardoselii 

„la clădiri, a căii și trotuarelor la poduri, greutatea și presiunea pămînturilor 
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şi umpluturilor, efectul precomprimării ete.), acțiuni temporare (de exemplu : 
greutatea utilajelor, presiunea hidrostatică a apei, încărcări datorite zăpezii, 
încărcări datorite vîntului, deplasări neuniforme ale terenului de fundare, 
încărcări datorită convoaielor feroviare sau rutiere la poduri și viaducte etc.), 
acțiuni excepționale (de exemplu : incărcarea seismică, ruperea cablului de 
ridicare, explozii, incărcări datorate inundaţiilor catastrofale etc.) Grupă- 
rile acliunilor, utilizale in calcul, se împart în donă categorii principale, și 
anume : grupări fundamentale şi grupări speciale. 

Analiza acţiunilor este detaliată în funcţie de destinaţia construcţiei; 
astfel, STAS 10101 /0A-77 se ocupă de clasificarea şi gruparea acţiunilor pentru 
construcții civile şi industriale, iar STAS 10101 /0B-77 se ocupă cu clasificarea 
şi gruparea acțiunilor pentru podurile de cale ferată şi şosea, Evident, pentru 
informare în domeniul proiectării se vor consulta colecţiile de standarde in 


vigoare. 


6.2. EFORTURI. METODA SECȚIUNILOR. 
DIAGRAME DE EFORTURI 


6.2.). EFORTURI. METODA SECȚIUNILOR 


Construcţiile sînt în echilibru sub acţiunea forțelor exlerioare, alcătuite 
din forţe active şi forţe de legătură (reacliuni). Pentru a stabili modul de com- 
portare a unei construcţii sub acțiunea lorţelor exterioare, este necesar să se 
determine «efectul acestora asupra elementelor de construcţii, solicitările 
interioare ce apar în secțiunile lor. 

Dacă o structură este în echilibru, orice parte detaşată imaginar din ea . 
prin niște secțiuni fictive rămîne în echilibru sub acţiunea încărcărilor exte- 
rioare ce lucrează asupra ei şi a forțelor interioare ce se nasc pe aceste secţiuni. 

Se consideră astfel un corp, asupra căruia se aplică forţele active Pp Po 
p(z) şi forțele de legătură R, Ra (fig. 6.9). 

Printr-o secțiune fictivă S, se separă elementul în două părți : corpul (C,) 
din stînga secţiunii și corpul (Caz) din dreapta secliunii. Se presupune că se 
îndepărtează corpul (C,) din stînga şi se studiază echilibrul părţii rămase (Ca). 
Asupra corpului (C,) acționează forţele p(x) și Ra. Pentru a rămîne în echi- 
libru, pe secțiunea $ trebuie să se aplice un sistem de forțe echivalent din punct 
de vedere mecanice cu fortele R}, P, şi Pa care acționau pe corpul (C). Aceasta 


Fig. 6.9. 
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înseamnă a reduce sistemul de forțe din stînga secțiunii S intr-un punct O 
al acesteia (fig. 6.10). Se știe că un sistem de forțe se reduce într-un punct 
la un torsor de reducere, alcătuit dintr-o for tă rezultantă R, şi un moment Mo 

Corpul din dreapta (C3) este deci în echilibru sub acțiunea forțelor exte- 
rioare p(x) ṣi R, a forței reznltante R, şi a momentului Mp. Similar rezultă 
că, în punctul O al corpului (C,) trebuie să acționeze o forţă Ro şi un moment 
Mo egale și de sens contrar cu Ry şi Mo. 


Fig, 6.10, 


Mărimile vectoriale R, şi A, reprezintă acțiunea corpului (C) asupra 
corpului (C3), iar Rg şi Mọ reprezintă efectul corpului (Ca) asupra corpului (C4). 

În concluzie, rezultantele Ry și Rọ, precum și momentele My şi Mo, 
constituie acţiunea reciprocă a corpurilor (C,) şi (C), adică forțele interioare 
de legătură din secţiunea S considerată. 

Forţa rezultantă R, și momentul rezultant M, care se introduce într-o 
secţiune fictivă a unui element de construcție pentru restabilirea echilibrului 
şi care reprezintă efectul mecanic al părţii îndepărtate se numesc forţe inte- 
rioare sau eforturi, 


Metoda de determinare a eforturilor prin seeționare imaginară și reducerea - 


forțelor de la stînga secţiunii se numeşte meloda secțiunilor şi este o metodă 
generală, care se aplică oricărui element de construcţie. 

Pentru bara cu axa dreaptă, se consideră sistemul de axe de coordonate 
cu originea în centrul de greutate al secțiunii şi avînd ca axă Ox axa elemen- 
tului, iar secţiunea transversală este conținută în planul yOz (fig. 6,11). 

S-a arătat că, eforturile dintr-o secţiune se pot reprezenta fie pe corpul 
din stînga (Rọ Mọ), fie pe corpul din dreapta (Ry Mo). 

În cele ce urmează, se vor defini şi reprezenta eforturile pe corpul din 
dreapta. Se va numi faţa din stînga a secţiunii faţa secţiunii de pe corpul 
din stînga, iar faţa legată de corpul din dreapta se va numi faţa din dreapta 
a secţiunii (fig. 6.12). 

Se consideră că s-au determinat pe faţa din dreapta secțiunii eforturile 
R, și Ma (fig. 6.13). 


aţa din dreapta 


Fig. 6.11. i Fig. 6.12. 
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Forţa rezultantă R are o componentă după axa Oz, numită forţă axi- 
alā, N şi o componentă în planul secțiunii, forţa -tăietoare, T. Forța tăie- 
toare se je so apune în componente după direcția axei Oy, T; și după di- 
recţia axei Oz, T, 

Sensurile pozitive convenționale ale eforturilor N, T; ṣì T, sînt inverse 
sensurilor axelor de coordonate pe care se proiectează, așa cum sînt reprezen- 
tate în fig. 6.13, 


Fig. 6.13. 


Descompunind în mod asemănător momentul Me, se obține o compo- 
nentă pe axa Ox, care reprezintă momentul de torsiune sau de răsucire My 
şi o componentă în planul yOz, care reprezintă momentul încovaietor Mi 
Momentul încovoietor poate fi descompus după axele Oy şi 0: obținîndu-se 
momentele încovoietoare My şi Mg 

Momentele M, M, şi M, sînt pozitive atunci cind au același sens cu 
axele de coordonate (v. lig. 6.13). 

Notind cu Xa Ya Z; proiecţiile unei forțe exterioare P; ce acționează 
asupra corpului, cu Mrs Mys Ma momentele forţei P, în raport cu axele 
de coordonate, rezultă expresiile eforturilor pentru calculul direct (reducere 
de la stînga pe fața din dreapta): 


N=} X; M: = 5 Mau 
si sl 
=} Z; M, =È My (6.1) 
st si 
=} Y;; M, =$ Ma 
st si 
Aceleaşi eforturi pot. fi calculate prin reducere de la dreapta, cu expresiile: 
N=% Ai; Mas = — 2 Ma 
dr dr 
T,= -5 Zi; My = — 5 My (6.2) 
adr - dr 
T:= -È Yı; M, = = M 
dr dr 


În cazul structurilor particulare, şi anume la. care forțele exterioare și 
structura sînt în același plan (structuri plane încărcate în planul lor), rezultă 
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că planul forţelor, care se presupune a fi planul z0y, conţine şi axa elementului 
de. construcție (fig. 6.14). 
Rezultanta forțelor de la stînga va fi conținută în planul forţelor, deci 
„=0. 

De asemenea, forţele de la stinga fiind coplanare cu axele Oz şi Oy, re- 
zultă M, =0 şi M, =0. 

În concluzie, în cazul structurilor plane încărcate în planul lor, într-o 
secţiune a structurii vor apărea numai trei eforturi, și anume : 

— forța axială N, dată de suma proiecţiilor pe axa barei a tuturor for- 
ţelor exterioare de la stînga secțiunii; 

— forța tăieloare T; (care se va nota în acest caz cu T), obținută din 
suma proiecțiilor tuturor forțelor de la stînga pe normala la axa barei ; 

— momentul încovoielor M, (notat mai simplu M) este un vector per- 
pendicular pe planul forțelor, avînd ca mărime suma momentelor de la stinga 
în raport cu axa Oz, Deoarece în acest caz elementul de construcție este re- 
prezentat prin axa sa, mărimea momentului încovoietor poate fi privită 
şi ca sumă a momentelor forţelor de la stinga, iu raport cu centrul de greutate 
al secțiunii. 

Sensurile convenţional pozitive pentru aceste trei eforturi sînt arătate 
în fig. 6.15, momentul încovoietor fiind reprezentat schematic prin sensul 
său de rotaţie. 


Fig. 6.14. p 
ng N Axa barei 
A din stînga Gi din dreapta 
a sectiunii a TAE 
Fig. 6.15. 


6.2.2. DIAGRAME DE EFORTURI. CONVENȚII DE SEMNE 


S-a arătat mai înainte că prin metoda secțiunilor pot fi calculate efor- 
turile în orice secțiune a unui element de construcţie. 

“Dimensionarea economică şi sigură a unei construcții necesită cunoaşte- 
rea eforturilor în toate secţiunile “elementelor ei pentru a se putea stabili 
care este secțiunea solicitată cel mai defavorabil. Pentru aceasta, este ne- 


166 


cesar a determina modul cum variază eforturile 
de-a lungul unui clement (bară). Diagrama care 
constituie reprezentarea grafică a variaţiei unui 
anumit efort pe lungimea unei bare se numește 
diagramă de eforturi, 

Din punct de vedere matematic, trasarea 
unei diagrame de eforturi presupune mai întîi 
stabilirea” funeţiei efortului respec şi apoi re- 
prezentarea grafică a acestei funcții. Dacă se stu- 
diază sistemele plahe încărcate în planul lor, 
aceasta Înseamnă determinarea, pe anumite por- 
ţiuni de bară, a functiilor N = N(x), T = T(x), 

= M(a), care reprezentate grafie constituie Fig. 6.16. 
diagramele respective de eforturi pe porțiunea 
de bară considerată. Variabila v precizează pozitia secţiunii faţă de o 
origine aleasă arbitrar. În fig. 6.16 sint arătate principial diagramele de 
eforturi N, T, M pentruʻo bară o-a. De-a lungul unei bare, diagrama unui 
efort poate fi reprezentarea grafică a unei singure funcţii sau a mai multor 
funcții, fiecare dintre ele fiind valabilă numai pe cite o zonă a barei. 

Metoda de stabilire a variaţiei eforturilor pentru o structură o constituie 
metoda secţiunilor. Diagrama de eforturi precizează alit mărimea efortului 
„dintr-o secţiune, cil şi semnul efortului respectiv, adică sensul său real, Aşa 
cum s-a arătat, pentru stabilirea semnului unui efort este necesar a se stabili 
convenţia de semne, adică sensurile convenţional pozitive ale eforturilor 
dintr-o secțiune. Pentru aceasta, trebuie adoptat pentru fiecare bară un sens 
de parcurs care defineşte sensul axei Ox. În general, alegerea sensului de 
parcurs pentru fiecare bară este arbitrară, dat el trebuie astfel considerat 
încît pentru un observator situat de partea pe care se indică sensul de parcurs, 
acesta să fie îndreplat de la stînga către dreapta. Sensul de parcurs se indică 
printr-o săgeată paralelă cu axa barei. În fig, 6.17 se arată modul în care 
se poate alege sensul de parcurs pentru diverse bare. 


EN 


Fig.. 6.17. 


Convenţia de semne poate fi stabilită şi prin alegerea unei fibre a barei 
care se presupune convenţional întinsă la încovoicre, așa cum este arătat 
punctat în fig. 6.17. Momentul pozitiv într-o secţiune are sensul astfel încît 
întinde această fibră. 

Dacă s-a ales sensul de parcurs (sau fibra întinsă), eforturile convenţional 
pozitive sînt perfect determinate fizic, și anume: 

— forța axială N este pozitivă, atunci cind are sensul invers axei Oz, 
deci atunci cînd este de întindere; 

— forţa tăietoare T are sensul pozitiv astfel încît rotește în sens orar 
față de un punct de pe corpul pe secţiunea căruia se figurează ; 

— momentul încovoietor M este pozitiv cînd întinde fibra presupusă 


convențional întinsă. 
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La strucluri alcătuite din bare drepte, Lrasarea diagramelor de eforturi 
sc face chiar pe axa struclurii, ordonatele diagramelor măsurindu-se de la 
această axă. În funcţie de sensul de parcurs adoplat (sensul axei Ox), se deli- 
neşte sistemul de axe pentru reprezentarea funcţiilor de eforturi (fig. 6.18, a-c). 


N 1T 


x 
2 


-X Ei 
Fig. 6.18. 


Astfel, sensul pozitiv de reprezentare a eforturilor N şi 7 se obține prin 
rotirea cu uaghiul z;2 a axei Ox in sens trigonometric (v. Jig. 6.18, «. b), 
iar pentru momentul incovoielor, aceeași axă se roteşte cu unghiul 7/2 în 
sens orar (v. fig. 6.18, c). Diagrama de momente încovoieluare va apărea 
întotdeauna desenată pe partea fibrei real intinse. 


6.2.3. RELAȚII DIFERENȚIALE ÎNTRE ÎNCARCARI ȘI EFORTURI 


'Frasarea diagramelor de eforturi se face pe baza corelaţiilor dintre functia 
de încărcare și funcţiile elurlurilor care conduc la aspectul de ordin calitativ 
şi cantitativ al diagramelor. 

Dintr-o structură în echilibru (fig. 6.19) se izolează un element de bară 
dreaptă de lungime da, asupra căruia se aplică fortele exterioare p(2) ce 
acţionează asupra lui, precum și eforturile pe cele două fete de legătură cu 
structura (fig. 6.20). Pe fiecare fată a elementului s-au figurat eforturile con- 
siderate pozitive. Deoarece cele două secțiuni sînt situate la distanța ele- 
mentară dz, creşterile (variațiile) eforturilor pe cele două feţe vor fi AN, 
dT, dM. 

Forţa distribuită p(x) poate li considerată constantă pe lungimea dr, 
astfel că rezultanta ei va fi p(2) da. Avind direcția oarecare, s-a descompus 
această rezultantă într-o componentă normală pe axa elementului, Pa dz, 
şi o componentă paralelă cu axa elementului, p, dz. Întrucit sistemul din care 
a fost izolat elementul sa este în echilibru, și elementul dz va fi în echilibru. 


n], 
Ne 
Nea 
N NeGN Sie 
M sdM 
p(x) 
dx 
H= y 
Fig. 6.19. Fig. 6.20. 
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T 


îi 
i 


"Din condiţiile de echilibru al elementului de 'Dbară dz rezultă 
dN 


EN; = NLAN=— Na+ pudr=0; ; pi (6.3). 
dr 
F = aT i Ă 
Lr =T T — dT — pdr =0; i Pa (6.4) 
E 
SA, = Taz + M — MAM — pr Š +p, de 2 =0. 


AA det TERE g s ; : FE ; 
Termenul p, > este infinit mic de ordin superior și nu se ia în considera- 


$ À h E ei 
lie, iar p— = m, (moment distribuit). 
2 


-Din ultima relaţie se ohţine 


aM - ê 
— [= T ma (6,5) 
di 
xa > dul ep ai : š , 
Cind m, =0 rezultă —— = T și prin derivare, relaţia 
dr 
aM aT i K 
— = — = pr (6.6) 
dz? dz 


Relaţiile diferențiale dintre eforturi şi încărcări sint generale, aplicin- 
du-se oricărei structuri plane încărcate în planul ei și care este alcătuită din 
bare drepte. 

Corelaţiile dintre diagramele de etorluri şi încărcări au la bază inter- 
pretarea geometrică a derivatei unci funcţii, rezultind urmăloarele obser- 
vaţii care sint foarte importante pentru trasarea diagramelor de eforturi: 

1) Dacă între două secţiuni funcţiile de încărcări pa şi pe au expresii 
algebrice de un anumit grad, Torța tăietoare T și forţa axială N sînt tot ex- 
prâsii algebrice, avind gradul mai mare cu o unitate, iar momentul înco- 
voietor M are gradul mai mare cu două unităţi. În particular, dacă forța 
este uniform distribuită (p= const). diagrama de torte tăieloare are va- 
riație liniară, iar diagrama de momente este o parabolă de gradul 2 (fig. 6.21), 
adică: 


tg a, = —p; igo = Ta. 

Pe segmentele de bară pe care forța tăietoare este pozitivă, momentul 
încovoietor crește, iar pe porțiunile cu forța tăietoare negativă, momentul 
încovoietor scade. 


2) În secţiunile în care forţa tăietoare schimbind semnul se anulează, 


: a ae : AIR: PM 
diagrama de momente prezintă un maxim sau un minim. Drogriee- r = =p, 
z? 


atunci cînd p > 0 diagrama de momente înregistrează un maxim, iar dacă 
pP <0 momentul încovoietor este minim. 

3) O forță concentrată, normală pe axa grinzii, produce în secļiunea 
în care este aplicată un salt egal cu valoarea sa (o discontinuitate) în dia- 
grama de forțe tăietoare, iar în diagrama de momente se înregistrează o 
schimbare bruscă a tangentei (fig. 6.22). 


TE = Tit — P; tga = TE: tgo = TY. 


16% 


p=const 


a P ic 
---—r 

' 

nas 

'b 

(0) 

1 TSt qeri 

c 1 1 [j i 
® 


Fig. 6.22. 


Fig. 621, 


4) Un moment concentrat de valoare Mg, aplicat în r-o secțiune, pro- 
«duce în diagrama de momente un salt egal cu Mọ (fig. 6.23) 
ME = MË + Mo 
i REA ERE, - ; 
5) Relaţiile diferențiale permit, pe lingă interpretările de natură cali- 
tativă expuse mai înainte, şi obținerea unor relaţii de recurenţă (de ordin 
„cantitativ) între eforturile din două secţiuni ale unei bare drepte. Se presu- 
pune că s-au determinat eforturile din secțiunea 7 a unei grinzi și intere- 
“sează să se determine eforturile în secţiunea 2 (fig. 6.24). 


. sit --- 
Li p) Ty 
L N 


Fig. 6.24. 


Fig. 6.23. 


' 


între aceste două secțiuni nu siut aplicate forțe sau momente con- 
` 
+ centrate. 
Din relația 


aT $ f | 
SF —p(2) i 
„se obține 
dT = —p(x) dx 
2 2 ; 
Bat = ff —pl) dx 
«dar 


2 
În pl) de = Qa, y 
Cu Qpa s-a notat aria funcției încărcării dintre secțiunile 1 şi 2. Deci 


sau Ty = Ti — Ops: 
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În mod similar, folosind relația 
dMjdz = T 
se obține 
dU = Tdr; faM = ji Tar; M, — M = Qr, , 


sau 
Ma = M, + Qr y 


3 


Variația momentului incovoietor între două secţiuni ale unei grinzi 
drepte este egală cu suprafața diagramei de forle Lăietoare dintre cele două 
secțiuni. 

În mod practic, aceste relaţii sînt suticienle pentru calculul valorilor 
din diagramele T și M, intrucit intervalele de bară 1—2 se aleg astfel încît 
forţele și momentele concentrate să fie la capelele acestor intervale. Dacă se 
doreşte o verificare pe un interval ce cuprinde în interior forţe şi momente 
conceutrate, pria completare, relaţiile se generalizează astfel : 


pia e i aaa = Pin 
(6.7) 


2 
Ma = Ah + Ory + È Mae 
aa l 


6.2.4. DETERMINAREA EFORTURILOR PE BAZA PRINCIPIULUI 
LUCRULUI MECANIC VIRTUAL 


Principiul lucrului mecanic virtual a fost expus în cap. 5 iar exprimarea 
echilibrului pe baza acestui principiu, în cap. 6. 

Structurile static determinate conţin un număr strict necesar de legături 
pentru asigurarea invariabilităţii geometrice. Suprimarea unei legături la 
o astfel de structură conduce la obţinerea unui mecanism cu un singur grad 
de libertate. Mecanismul este în stare de echilibru sub acţiunea încărcărilor 
cunoscute și a forţei de legătură necunoscută. Se poate da mecanismului 
o deplasare arbitrară și evalua lucrul mecanic efec- 
tuat care trebuie să fie nul. Expresia lucrului meca- p 
nic conține ca necunoscută forţa de legătură. Din a` 
rezolvarea ecuației se obține valoarea necunoscutei. 

Atunci cînd forţele care acţionează structura au 
direcții oarecare, este indicat să se construiască epu- 
rele de deplasări pe orizontală şi pe verticală, iar for- 
tele să fie considerate prin componentele lor după aceste 
direcții, aceasta simplificînd calculul lucrului mecanic. 


Continuitatea unei bare în secțiunea i (fig. 6.25, a) Ni 7 
constă in aceea că deplasarea relativă dintre cele două ju 
fețe ale secţiunii i este împiedicată. Deplasarea rela- d stt 


tivă dintre cele două feţe are trei componente: după Ti 
tangenta la axa barei, după normala la axa barei şi 
rotirea relativă. Peatru a împiedica aceste deplasări 
şi a realiza continuitatea, sint necesare trei legături 


simple, aşa cum este arătat in fig. 6.25, b. Dacă se suprimă toate cele trei 
legături simple, trebuie introduse forțele de legătură corespunzătoare, și 
anume forța axială N,, forţa tăietoare T, și momentul încovoietor M,. Pentru 
determinarea eforturilor cu ajutorul lucrului mecanic virtual, se va suprima 
o singură legătură, și anume aceea care corespunde efortului căutat, celelalte 
două legături fiind menținute, rezultind mecanismul cu un grad de libertate. 

Pentru forţa axială N, se creează posibilitatea deplasării relative după 
tangenta barei, împiedicindu-se deplasarea după normala la axă, precum 
și rotirea relativă. Se obţine astfel mecanismul din fig. 0.25, e. Mecanismul 
din fig. 6.25, d permite numai deplasarea după normala la axa Darei ṣi repre- 
zintă secţionarea incompletă pentru determinarea forţei tăietoare T, În 
cazul momentului încovoietor M, cele două feţe ale sectiunii i trebuie să 
se poată roti una față de alta, fără a se deplasa după axa barci sau după 
tangenta la axa barei, Această posibilitate de mișcare este permisă de o arti- 
culaţie (fig. 6.25, e). j 

Fiecare din cele trei tipuri de seclionare incompletă conduce în cazul 
structurilor static determinate la mecanisme cu un singur grad de libertate. 

Aplicarea principiului lucrului mecanic virtual se face la fel ca la cal- 
culul reacțiunilor, adică se dă deplasarea virtuală arbitrară şi se egalează 
cu zero lucrul mecanic obținut, 

Pentru aflarea eforturilor din secţiunea i a structurii din fig. 6.26, a, 
s-au format mecanismele din fig. 6.26, b, e, 


4,00 Arri 


Fig. 6.26. Fig. 6.27. 


În cazul forței tăietoare T,, s-a ales ca parametru deplasarea. 5, iar în 
cazul momentului M; parametrul este rotirea 8. 


Se obţine 


4 4 
èL = —M (0 + 30) — PŽ að +0; M=- Z Pa. 
Aplicația 6.1. La cadrul din fig. 6.27, să se determine reacțiunile 


Va şi H, precum şi eforturile din secțiunea i cu ajutorul lucrului mecanic 
virtual. 
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Fig, 6.28. 


Mecanismele obținute prin suprimarea legăturilor, precum și epurele 
de deplasări corespunzătoare sînt arătate in fig. 6.28, a-e, unde s-au precizat 
şi deplasările pe direcțiile forțelor în funcție de un parametru ales arbitrar. 

Calculul reacțiunilor Ha (fig. 6.28, a) 


—H òn — Pa + Pad, = 0 


Ha 1,58 + 20- : 3 60 È 


2 


0; Ha = 30 kN. 


În mod similar se scriu ecuațiile de lucru mecanic virtual pentru fiecare 
deplasare virtuală, obţinîndu-se : ' 


Va (tig. 6.28, b); —V43 + 20- = 3 + 6- 13 =0; Va = 22,5 kN; 


N; (tig. 6.28, 6); —N:(è + 8) + 203 —60-23=—0; N; =10 kN; 


2 
3 
T, (lig. 6.28, d);  T,(200 +600) —20-38 —60-290 =0; T; = 22,5 kN ; 


M; (fig. 6.28, e); —M; (0 -+ 30) — 20-30 — 60-30 =0; M, = —60 kN- m. 
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6.2.5. DETERMINAREA EFORTURILOR PE CALE GRAFICĂ 


Trasarea pe cale grafică a diagramelor T şi M se bazează pe construcția 
poligonuni de forţe și a poligonului funicular. a ee 
Se va considera cazul particular al unei grinzi simplu vezemate. icat 

cată cu forțe concentrate verticale (fig. 6.29). Reacţinnea Ra avea cita 
verticală, astfel că linia de închidere a poligonului funicular va fi deter ma n 
- de intersecțiile laturilor 7 și õ ale acestuia cu vertiealele prin reazemele + 


și K (dreapla m-n). E pici 

Paralela dusă în poligonul forţelor prin polul 0, la linia de închidere 
a poligonului funicular, precizează mărimile V4 şi Vg ale reacţiunilor. 

Forţa tăietoare dintr-o secțiune k are valoarea 

Tyv =P= Pp 
i pini . aS 
În dreptul poligonului de forțe se duc diu extremităţile forţelor Pi Pas 
i iuni a V r i y limitează diagramą 

Pg, P, şi ale reacțiunilor Va Ve drepte orizontale care deli mitea l sr H a 
de forțe tăietoare raportată la orizontala ce trece prin originea reacţiunii Va, 
respectiv vîrful reacţiunii Va. E | ` ri 

Pentru determinarea momentului încovoietor în secțiunea k se vor 
însuma momentele forțelor ce se găsesc la stinga acestei secțiuni 


Mı = Mi (Va) — MAP — M(P) 


dar (v. cap. 2, pet. 2.4.5) 
Ma =H, MP) = cd Hs MPa) = be H 
M, = (ad — ză — DoH = ab H. 


Fig. 6.29. 
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Fig. 6.30. 


Diagrama de momente este delimitată de poligonul funicular, consi-- 
derînd drepl axă de referință linia de închidere m —n. Ordonatele se măsoară. 
pe direcția verticală. și se multiplică cu distanţa polară H. 

În cazul unei console încărcate cu forţe concentrate (fig. 6.30), diagrama. 
de forțe tăietoare se construieşte direct însumind forțele de Ja stinga iar 
diagrama de momente este dată de poligonul funicular, ordonatele măsu- 
rîndu-se de la prima latură a acestuia i 


Al, = MP) + MAP) = ab H + beH = (ab + eH. (6.8) 
Este indicat ca prima latură a poligonului funicular să fie aleasă ori- 
zontală pentru ca axa de referință a diagramei de momente să fie orizontală. 


Reacţinnea Va din încastrare se obţine din poligonul forțelor, ca fiind. 
forța de închidere a poligonului, iar me mentul Ma = mi H. 


6.3. DIAGRAME DE EFORTURI LA GRINDA DREAPTĂ 


6.3.1. GRINDA SIMPLU REZEMATĀ 


Grinda dreaptă simplu rezemată csie o grindă cu axa rectilinie, reze- 
marea fiind realizată la o extremitate printr-un reazem articulat iar la cea- 
laltă cu un reazem simplu. Se presupune în cele ce urmează că reazemul 


simplu permite mişcarea după direcţia axei grinzii, adică reacţiunea din rea- 
zemul simplu este normală pe axa grivzii. 

Se consideră grinda din fig, 6.31, la care se cer diagramele de eforturi, 
În prealabil se vor determina reacțiunile scriind următoarele ecuaţii de echi- 
libru + 

EMs =0 > Va; XM, =0 > Vz; EX; = 0 > H, =0. 

Fiecare din cele trei ecuații conține cite o singură necunoscută ce poate: 

fi deci determinată 'direet din ecuaţia respectivă. 
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Verificarea calciului re- 
acțiunilor verticale Va ṣi Va 
se face prin ecuaţia de proiec- 
ţie pe verticală.” 

Sensul de parcurs se alege 
de la stinga la dreapta. deci 
fibra presupusă întinsă este 
cea de la partea inferioară. 
Aceaslă convenlie de semue se 
adoptă pentru toate grinzile 
drepte ce vor fi sludiate, fără 
a mai menliona acest lucru. 

Diagra mele de eforturi T 
și M vor prezenta cinci zone 
distincte corespunzătoare În- 
cărcărilor aplicate pe grindă. 

Diagrama T. Pe prima 
parte A — 1, p,=0, deci 
Ta- = const. Valoarea forței 
tăietoare într-o secțiune a 
acestui interval este dată de 
suma forțelor de la stinga, 
| adică Va Prin urmare, 
Fig. 6.3L Ti SA 


În secţiunea 7, diagrama de forțe tăietoare va prezenta un salt produs 

"de forța concentrată P 
Ti = Va; TY = Va = P. 

Pe intervalul 7—2 încărcarea ps = 0, deci forfa tāieloare este constantă 
și are valoarea Fig = Va — P y 

Îutre secțiunile 2 şi 4 grinda este încărcată cu o forță verticală unitorm 
“distribuită pe = p, = const, Aceasta înseamnă că diagrama de forțe tăie- 
toare va avea o variaţie liniară. Pentru precizarea acestei drepte sint sufi- 
ciente două valori, de exemplu cele de la extremităţile intervalului 

Ta = Va — P; Ta = Ta — Qr; = To Du 

Este necesar de stabilit secţiunea în care forța tăietoare se anulează, 
deoarece aici momentul va prezenta o valoare extremă. Acest lucru se poate 
face, de exemplu, prin determinarea distanţei a” de la secțiunea 2 pînă la 
secţiunea care interesează. În baza relaţiei de recurenţă se poate scrie 


Ta =T, — Q9 


Ty — pix 


Poa’ 
deoarece 
rp $ i Ta 
T, =0: se obține v = —. 
bi 
Pe intervalul 4—B grinda este încărcată cu o forță distribuită care are 
o variaţie liniară, de la valoarea p; la valoarea pa. Forţa tăietoare va varia 
după o parabolă de gradul al doilea, iar în punctul B, diagrama T se închide 
cu valoarea reacţiunii Vg. Din relația dTjdt = —p, rezultă că tga = p 
și tg xa = po 
‘Diagrama M. Fiind cunoscute încărcările și diagrama de forțe tăietoare 
se poate trasa diagrama de momente, atit ca aspect general cìl și în ce pri- 


176 


veşte valorile în sectiunile caracteristice. Pe intervalele pe care forţa tăie- 
„toare este constantă, diazrama de momente va avea o variaţie liniară. Aceasta 
se întimplă în secţiunile A —7 și 7—2. Este deci suficient a calcula valorile 
momentelor încovoietoare la extremităţile acestor intervale. 
Deoarece Ma = 0 se obţine ' 


M, = Oraa Și Mg = M, + Or, y 


; În continuare, între secţiunile 2—3 și 3—4 diagrama M este consti- 
tuită din două arce de parabolă de gradul al II-lea. prezentînd în secțiunea 3 
un salt, ca urmare a momentului concentrat MO ce acționează in această sec- 
ţiune 


UF > M, + Qr; p; ME = Mr AR, 


În secțiunea de anulare a forţei Lăietoare, momentul încovoietor este 
maxim, avind valoarea 


M mas = MF + Or, er 


Pe intervalul pe care forța Lâietoare variază după o parabolă de gradul 
al II-lea, diagrama de momente va fi un arc de parabolă de gradul al III-lea. 
Situația aceasta se întilnește între secțiunea £ şi reazemul B 

M, = M pus + Oaza Ma = Mi + Oryg =O 

Pentru reprezentarea corectă a diagramelor sìnt de observat urmă- 
toarele : 

— în secţiunea 4, py, = par = pp deci, în diagrama de forţe tăietoare, 
dreapta m—n va fi tangentă la parabola de gradul al II-lea n—k; 

s ~ diagrama de momente va prezenta în secțiunea 7 un virf, deoarece 
Tř > TY, adică tg B, > tg 8,; 

— tangentele geometrice la diagrama de momente la stînga şi la dreapta 
secțiunii 3 sint paralele, deoarece TY = T3 = tg Ba. 

În mad similar, se pot trata diagra- R 
mele de eforturi pentru alte iucărcări, 


Aplicația 6.2. Să se traseze dia- i p 
gramele de eforturi pentru grinda din 
fig. 6.32. i [i 


Pentra determinarea reacţiunilor, 
încărcarea distribuită se îalosuieşte 
cu rezultanta care are valoare R = 


t ; Sra AE 
= = pl iar poziţia sa este iidicată 


în tig. 6.32, a b 
XM =0:; RŽ 


XM, =0; -R 2 + Val =0 


Fig. 6.32. 
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Încărcarea p, are o variaţie liniară, într-o secţiune curentă avînd va- 
p 

loarea pr = 

Diagrama de forţe tăietoare va fi pe toată lungimea grinzii o parabolă 
de gradul al II-lea avind valorile 

, Ti Vu Ty Ve 

Înclinarea Langentei geometrice la curba forţei tăieloare va creşte con- 
tinuu în valoare absolută de la zero (în secliunea 4) pînă la valoarea ig gs = p 
(în secţiunea B) 

Poziţia secțiunii in care se anulează forţa tăietoare este stabilită prin 
abscisa zy rezultată din relaţia 


T. Va = Pty = : pl 


Momentul incovoietor variază după o parabolă cubică, inregistrind 
valoarea maximă în sceliunea de anulare a fortei lăietoare 


2 


` 2 1 
M mai Oras, Vato 3" pl -> = 


Se cunoaşte că 


> pl > pl 
tg ĝi Va 6 : tg Ba Va 


sau tg Ba, = 2 tg 8y 


Tangenlele geometrice duse în secţiunile de reazem la curba momen- 
telor încovoietoare se întilnesc pe suportul rezullantci. 


63.2. CONSOLA 


Consola are asigurată rezemarea printr-o îneastrare conţinind, după 
cum se ştie, irei legături simple (fig. 6.33). ' 

Forțele de legătură se determină din ecuațiile de echilibru exprimate 
sub formă de proiecţii pe axele Ox şi Oy şi de momente în raport cu secţiunea 


de incastrare 
Ha — P; cos a; = 0; - Ha = ZP; cos x 
Va EP sna; =; Va = ÐP; sin o; 
Ma — SP sìn a = 0; Ma = Pub sin ay 
Dacă forțele aplicate pe grindă sint 
verticale, unghiul a; = 90°, obţinîndu:se 
pentru consola din fig. 6.34 
H =0; V= EP; My = EPibe 


Se observă că diagramele de eforturi 
Fig. 6.33. pot fi trasate fără a se determina în pre- 
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Fig. 6.34. 


papi reactinnile, pentru că în orice secțiune sint cunoscute forţele de 
a atita acă iucastrarea este la extremitatea din stînga grinzii (fig. 6.35) 
e se stabilesc în mod similar, iar eforturi i iune se pot 

r , » lar eforturile dintr-o sectiu 
determina prin reducerea forțelor de ła dreapta cotiune se pot 


Pentru grinda din Tig. 6.35 se obţine 
Va + pa — 2pa = 0; Va = pa 
Ma + pa? — 2pa 3a = 0; Ma = —õpa? 


Mi= M-A Qr = Spa? +- pă? = —4pa? -> 


Ma = M, 4 Qr = —4pa? + 2pa? = —2pa2, 


Diagramele de eforturi se i i pri 
areapa Eee pot trasa şi prin reducerea forțelor de la 


T, =0; M,=0. 


| Aplicîndu-se relaţiile de recurenţă şi ţinind seama că se merge în sens 
Invers sensului de parcurs, rezultă 


T, = T} 4 Qa, = 2pa 
TF = T; = 2pa 
Ti! = TẸ — P = 2pa — pa = pa 


M: = M; — Or p = R pa? 


m 


Îl 


M; = —2pa2 — 2pa'a = 4pa? 

Ma = —4pa — pa = —5pa?. 
. Eforturile din secțiunea de incastrare, obținute prin reducerea forțelor 
de la dreapta, reprezintă tocmai forţele de legătură din încastrare. 
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pixi 6.3.3. GRINDA CU CONSOLE 


Grinda cu console este o grindă 

1 t dreaptă la care rezemarea nu se face la 

II Va extremitățile sale, rezultind la capete 
7 SM M două console (fig. 6.36, a). Grinda poate 
A fi cousiderată ca fiind alcătuită dintr-o 
grindă simplu rezemată de deschidere l 
și două console de lungime c}, respectiv Ca, 
încastrate la capetele grinzii simplu reze- 
mate. Considerînd îndepărtate consolele, 
în secţiunile A și B ale grinzii simplu 
rezemate trebuie aplicate efectele aces- 
tora, adică eforturile din secţiunile de 
încastrare ale consolelor (fig. 6.36, b). 

Diagramele de eforturi pe console se 
vor trasa așa cum s-a arătat la grinda în 
consolă. 

Grinda simplu rezemată rezultată 
prin suprimarea consolelor este încărcată 
la capete cu efectul consolelor (Va, Ma, 
respectiv, Va, Mp), iar pe deschiderea [, 
cu încărcarea corespunzătoare a cărei re- 
zultantă este R. 

Calculul reacţiunilor 

Va= a -+ Va Mote = 


, Ma — M 
Va Vp 


Fig. 6.36, yi Ma, 


i Ma — 
F Vz -+ 
l 
S-au notat cu V% și V} reacțiunile grinzii simplu rezemate fără conside- 
rarea efectului consolelor, e : : | 
Forţa tăietoare într-o secţiune situată la distanţă z de reazemul A are 


expresia 


Ta = Va — Va Q, 


A- Paz 


=V a M- V-A 


. "Ma — Ms Ma — Me 
= Vi Op t =7;4 i 
în care T? este forţa tăietoare pe grinda simplu rezemată, fără console. 
Se constată că ìn orice secțiune, forța tăietoare diferă față de forța tă- 


PR r ; Mı — M. y 
ietoare a grinzii simplu rezemată.cu cantitatea ZAT. Rezultă o deplasare 


cu această cantitate a axei de referinţă a diagramei 79 (fig. 6.36, c), obți- 
nindu-se în final diagrama din fig. 6.36, d, care cuprinde şi consolele. Legea 
de variație a forței tăietoare depinde, evident, de legea de variație a încăr- 
cării p(x). 
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Pentru trasarea diagramei M pe zona dintre reazemele A și B, se va 
considera separat efectul momentelor M 4,,Mp și al incărcării de pe deschidere 
(fig. 6.36, e) 


M, = MIM Ë -MŽ 
lä Il 


în care M? este momentul in secțiunea x a grinzii simplu rezemate, fără 
console. 


În fig. 6.36, f este reprezentată diagrama de momente pe toată grinda, 
inclusiv pe zona consolelor. Se observă că momentul încovoietor este mai mie 
decit la grinda simplu rezemată datorită efectului consolelor. Sectiunea 
în care se înregistrează momentul maxim diferă faţă de grinda simplu re- 

A a Arata fa ? Ma — M 
zemată datorilă corectării diagramei T°’ cu cantitatea MA Me , 

Prin modificarea lungimilor c, și cz ale consolelor, se poate stabili pentru 
un anumit sistem de forţe o'diagramă de momente în care |Mal=|M 
= | Mp |, adică o soluție rațională din punct de vedere economic. 

Aplicația 6.3. Se cer diagramele T şi M pentru grinda cu console din 
fig. 6.37. Să se determine lungimea consolelor astfel încît momentele pe rea- 
zeme să fic egale cu momentul maxim. 

Deoarece 


maz | = 


între reazeme, diagrama de forțe tăietoare va avea același aspect ca la grinda 
simplu rezemată de deschidere 7 


Va îi Va = (2 +e) 


Momentul va fi maxim în secţiunea din mijlocul grinzii și are valoarea 


Mos = M? LM, L My o cal 


Din condiţia | Aaa] = IM,]= ö E 
Ă HI Ti i 
= | Mp | se obţine PRUT ECE SER E 
Yi 
DE pe? ce 7 t 
E R a A f i 
8 2 2 ] 
i l 
e l | i 
Me E pane udat A l 
£ l 
i t b 
În acest caz, momentul maxim 
este 
X pt pe pb 
M mar = — —— = 
ET 16 16 
iar reacțiunile au valoarea e 


Va = Vp = 0,854 p. 


Diagramele de eforturi sint re- 
prezentate în fig. 6.37, b, c. 
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6.3.4. GRINDA INCLINATA 


Sint situaţii cînd grinzile drepte 
Siinplu rezemate sînt înclinate fală de 
directia generală a forţelor (fig. 6.38, a) 
sau reazemul simpla nu este paralel cu 
axa grinzii {v. fig. 6.40). Reacţiunile se 
vor determina din exprimarea condiţiilor 
de echilibru prin ecuaţii în care să nu 
apară decit o singură necunoscută. Astfel, 
pentru grinda înclinată din fig. 6.38 se 
pol determina reaeliunile astfel : 


SX: =0; Hu =0 


i 

BM 0; Vei 
SP; 

EM,=0; Vas, 


în care V? şi V} sint reacțiunile grinzii 
orizontale, simplu  rezemate, de des- 
chidere [ şi încărcată cu aceleaşi forțe 
(fig. 8.38. b). Eforturile dintr-o secțiune 
a acestei grinzi se notează cu T? şi M2. 

Elorturile intr-o secțiune 2 a grinzii 
înclinate au expresiile 


i 
N; = (V; — $ Pò sing = —TOsin a 
A 


x 
T; = (Va — E Pi) cos g = T$ cos a 
A 


Fig. 6.38. 


M, = Paz + X Piz — a) = MI 
A 


Se observă că momentul încovoietor nu depinde de înclinarea grinzii 
față de direcţia forțelor. i à 

În mod similar se pot trasa diagramele de eforturi în cazul încărcărilor 
distribuite. Pentru forțe uniform distribuite trebuie avut în vedere modul 
în care se indică valoarea încărcării. Astfel, în fig. 6.39, a, intensitatea p 
a forței se referă la unitatea de lungime măsurată pe direcția grinzii, în timp 
ce în fig. 6.39, c, intensitatea p, a forţei este dată pe unitatea de lungime 
a proiecției orizontale a grinzii. 

În primul caz, reacţiunile au valorile 


pi 
Va = Vr = 2 
2 cosa 


iar diagrama de momeute este arătată în fig. 6.39, b 


îi o 
= M, 
Mpa = PÈ Mm 


8 cosa cosa ` 


Pentru situația din fig. 6.39, c, se obține 
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O încărcare oarecare, uniform distribuită, poate fi caracterizată fie prin 
întensilatea p (lig. 6.39, a), tie prin intensitatea p, (fig. 6.39, c) între acestea 
exislind relaţia p, = pjcos o., 

Se consideră p grindă la care reazemul simplu este înclinat cu un unghi 
dat faţă de axa grinzii (fig. 6.40). s 


PRP 
Ha RTF Ma 
A 
Í a; bj f Ra 
Va A 
Fig. 6.39. Fig. 6.40. 


Componentele verticale ale reacţiunilor din reazeme, forţa tăietoare 
şi momentul încovoietor dintr-o secțiune nu depind- de înclinarea reazemului 
simplu 
P:bi 
l 


e 
SP, 


Vu VO; Va yr 
: 

Te = Va -EP =T? 
k 


$ 
M: = Vaz ~Z Piz — a) = M} 
A 


Datorită componentei orizontale Hp a reacţiunii din reazemul simplu, 
în grindă există forța axială chiar dacă forţele sînt normale pe axa grinzii 
(N = Ha). 

Aplicația 6.4. Se cer diagramele N, T, M pentru grinda din fig. 6.41. 

Determinarea reacţiunilor : s 


ZA =0 
—Vx 5 + 20-2,5-1,25 + 50-25 = 0 
Va = 37,5 kN; E 
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Verificare : 


SY = Va Va — 202,5 — 50 
= 62,5 + 37,5 — 50 — 50 = 0 


EX: = 0: H, =0 
Na = Vu sin 30° = —62,5-0,500 = —31,25 kN 


N, s: = 62,5:0,500 + 20:2,5:0,500 = —6,25 KN 


N, e = —6,25 + 50:0,500 = 18,75 kN. 


Pe zona A—7 Torța axială variază liniar şi 
rămine constantă între secţiunile 7 și B 


9375 kN-m 
Fig. 6.41. Ta = Va cos 30° = 62,5:0,866 = 54,1 KN. 


Între secțiunile A și 7 forla tăictoare are o variație liniară 
Ta se = 862,50,866 — 20:2,5:0,866 = 10,8 kN 
Ta ar = 10,8 — 50-0,866 = —32,5 kN 
M mar = M = 62,523 — 20+2,5:1,23 = 93,75 kN: m. 
6.3.5. TRANSMITEREA INDIRECTĂ A ÎNCĂRCĂRILOR 
Sint. situaţii în care încărcările nu se transmit. direct grinzilor, ci prin 
intermediul unor elemente secundare. În fig. 6.42, « este arătată în secţiune 
transversală alcătuirea de principiu a unui pod de cale ferată. Structura prin- 


cipală de rezistenţă este constituită din două grinzi principale. La anumite 


Genzi principale. 


W 
i aneron 
A g REE 
PAAA AA, 
fi ET NANE | 
Grndá y ntretoaze 
principata 
4 j b 
LonjJerg. ntretoaze 


Fig. 6.42. 
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tE Elemente P i P 


| / secundare 
a 
DAF a 


e e 


A 2 Í 
NFermă a A A 
| 
ig 1 p: l 
BESAS b E mmm i 
intervale »% pe grinzile principale rea- ~ IRo RHR RAR, Rl 


zemă grinzi transversale, numite antre- i ! 
toaze, care au rolul de a susține grin- 
zile secundare (lonjeronii), cărora ăi se c Jo da dr ir 
transmit direct forţele. tvo hA 
Transmiterea indirectă a incăreã- i i 
rilor este întîlnită și în cazul ferme- ya l 
lor de acoperiș (lig. 6.43), fiind im- d V | 
pusă de necesitalea de a transmite 


forţele numai în anumite puncte ale 
fermei. 

În general, grinzile secundare e 
(lonjeronii) sînt grinzi simplu rezemate 
în anumite puncte pe grinda princi- 
pală. Porliunea dintre punctele de 
rezemare a grinzilor secundare se nu- Fig. 6.44. 
mește panou. 

În fig. 6.44 este arătată o grindă cu transmitere indirectă a forţelor. 
Pentru trasarea diagramelor de eforturi, se calculează reacţiunile lonjero- 
nilor, care apoi se aplică grinzii principale sub formă de forţe concentrate. 

Astfel, la lonjeronul 0—7 se determină reacţiunile R, şi Ri, la lonjero- 
nul 7—2, reăcţiunile Ry și Rẹ iar la lonjeronul 2—3, reacţiunile Ry și R 
(fig. 6.44, b). Trecînd la grinda principală, aceasta este încărcată cu for- 
tele concentrate Ry, hi = Rit RR, R= Ri Rf și Rp în consecinţă 
diagramele de eforturi se trasează ca pentru o grindă dreaptă, "încărcată cu 
forțele Ry Ro Rè Ra 

Este de observat că reacţiunile Vo şi V, ale grinzii principale se pot cal- 
cula fie direct, pe schema din fig. 6.44, a, fic considerindu-se grinda princi- 
pală încărcată cu reacţiunile lonjeronilor (fig. 6.44, c). Transmiterea indirectă 
a încărcărilor nu modifică reacțiunile grinzii principale. 

` Diagramele T şi M sint trasate în fig. 6.44, d, e pentru cazul transmi- 
terii indirecte (linie continuă), comparativ cu transmiterea directă. (linie 
întreruptă). În secţiunile de rezemare a lonjeronilor (secţiunile 7 şi 2), mo- 
mentul încovoietor este același în ambele situaţii de transmitere a încăr- 
cărilor. Se poate arăta că diagramele de eforturi pe grinda principală, în 


-cazul transmiterii indirecte a încărcărilor, se obţin din diagramele de eforturi 


considerînd forţele aplicate direct, prin scăderea diagramelor de eforturi 
ale lonjeronilor. 
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6.4. EFORTURI LA GRINZI COTITE ȘI CADRE 


6.4.1. NOŢIUNI INTRODUCTIVE 


Grinda cotită este o bară a cărei axă este de formă poligonală, latu- 
trile poligonului putind fi drepte sau curbe. Punctele în care se intilnesc 
„aceste laturi se numesc noduri și ele constituie în general legături rigide. 

În fig. 6.45 sînt date exemple de grinzi cotite, Astfel, în fig. 6.45, a este 
arătat un stilp cu o consolă pentru susținerea cablului la o cale ferată elec- 
trificată. Grinda din fig. 6.45, b este o grindă de scară, iar stpuetura din 
fig. 6.45, c se întîlneşte la marchizele care acoperă peroanele de lîngă clă- 
-dirile de călători din staţiile de cale ferată. i 

Cadrele sînt grinzi cotite de forme speciale. Ele sint alcătuite, de regulă, 
“din elemente verticale sau puţin înclinate faţă de verticală, numite stilpi, 
şi elemente orizontale sau puţin înclinate faţă de orizontală, nuite rigle. 
Punctele de intersecţie a axelor (de legare a barelor) se numesc noduri. Ca 
exemple se arată un cadru de pod (fig. 6.46, a) şi un cadru care formează 
structura de rezistenţă a unei magazii de mărturi (fig. 0.46, b). 

În construcţii se întîlnesc în mod obișnuit- cadre static nedeterminate. 
Așa cum se vede, cadrul din fig. 6.46, a este de 5 ori static nedeterminat, 
“iar cel din fig. 6.46, b, de 3 ori static nedeterminat. 

Studiul cadrelor static determinate este necesar pentru a rezolva struc- 
turile de acest tip şi ca elemente de bază în rezolvarea cadrelor static nede- 
terminate. Cadrele din fig. 6.46 devin static determinate dacă li se suprimă 
un număr de legături egal cu gradul de nedeterminare statică. Se obțin astfel 
“cadrele din fig. 6.47. 

Cadrele static determinate au numărul minim de legături pentru asi- 
gurarea invăriabilității geometrice. Aceste legături trebuie să fie judicios 
"distribuite pentru a nu constitui sisteme critice. Considerind cadrul ca un 
sistem de corpuri, studiul invariabilităţii geometrice şi determinării -statice 
se face ca și la sistemele de corpuri. 


o b 
c 
Fig. 6.45. 
Rigtă „RI3lă consolă 
zi pă N > 
stîlp od Stîtp 
a b 
Fig. 6.46. 
PA 
a b 
Fig. 6.47. 
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6.4.2. CALCULUL FORTELOR DE LEGATURĂ 


La cadrele static determinate, forţele de legătură se calculează pe baza 
ecuaţiilor de echilibru. Astfel, la cadrul din fig. 6.48 se înlocuiesc legătu- 
rile cu forţele de legătură Va, Ha Va după care se scriu ecuaţiile de echi- 
libru sub forma următoare : 


SX, =0; SM, =0; SMa=0. 


Din fiecare ecuație se obţine cite o necunoscută. Foarte des se întilneşte 
structura din fig. 6.49, numită cadru cu trei articulații. Cadrul este static 
determinat. Numărul de necunoscute este N = 23 = 6, iar numărul de 
ecuații E -= 3-2 = 6. Cadrul cu trei articulaţii este o structură geometric 
invariabilă, Cind articulațiile A și B sint situate pe aceeaşi orizontală 
(v. fig. 6.49), atunci reacţiunile se descompun în componente orizontale 
(Ha și Hu) şi componente verticale (V; și Vp). Este posibil de a se deter- 
mina cele patru necunoscute din ecuaţii independente, așa cum se prezintă 
în continuare. 


h 
amem 
}P : 
p dale isa 
d ~ 
Ha ja 8 Ha „JA B) _Ha. 

i [Vs fva A 
Fig. 6.48. Fig. 6.49, 


În baza teoremei soliditicării se exprimă echilibrul întregului cadru prin 
ecuaţii de momente în raport cu punctele A şi B. Din aceste relaţii se obţin 
«componentele verticale V, și Vg: din ecuaţia SM, = 0 se obţine necunoscuta 
Va, iar din XM, =0 se obţine necunoscuta Vg. 

Verificarea determinării corecte a acestor valori se face prin ecuația 
de proiecţii pe verticală. 

Componentele Ma şi Mp se calculează pornind de la observaţia că în 
articulația C momentul încovoietor este nul. Evaluînd momentul Mo ca 
sumă a momentelor forțelor de la sLinga, se obţine Ha. În mod similar, con- 
siderînd forţele de la dreapta, se obtine Hp. Pentru verificare se folosește 
ecuația de proiecții pe orizontală a tuturor forțelor de pe cadru. 

În cazul în care cadrul nu are articulațiile pe aceeași orizontală, reacțiu- 
nile R, și Rẹ se pot descompune în două moduri: 1) în componente ver- 
ticale (V4, Vp) ṣi orizontale (Ha, Hg), (fig. 6.50, a) ; 2) în componente verti- 
cale (Vi, Vp) şi componentele (Ha Hp) dirijate după linia articulaţiilor 
(fig. 6.50, b). . 


f ç fe (is /h 
B} _Ha i a 
ta, da fve g ză îi 
A Mp ; 
Fig. 6.50 
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Fig. 6.51. Fig. 6.52. 


În primul caz, nu mai este posibil de obținut ecuații care să conțină cite 
o singură necunoscută, dar pot fi obținute sisteme de două ecuații cu cite 
două necunoscute. În continuare sînt redate schematic aceste ecuatii 


EM, =0; £ MẸ = 0. 


‘Prin £ M& s-a notat suma momentelor în raport cu punetul C ale tuturor 
fortelor de la stinga acestui punct, reprezentînd momentul incovoietor in 
secțiunea C. Ambele relaţii conţin necunoscutele II, şi Va 

În mod similar se determină necuvoscutele Hp și V din ecuaţiile 


5 Ma =0; SMY =0. 


Verificarea se face cu ecuaţiile: SX; =0; BY, =0. 

Dacă descompunerea reacțiunilor R} și Rp se face ca în fig. 6.50, b, 
componentele necunoscutelor se determină la fel ca la cadrul cu articulațiile: 
situate pe acceaşi orizontală (v. fig. 6.49). Între componentele Ha, Va şi His 
Vu, respectiv Ha, Va și Hg, Vp există, aşa cum rezultă din fig. 6.51, relaţii: 
de echivalență, şi anume: 


Va = Va + Hasina; H, = Hucosa 
Va = Va — Hasina; Hp = Hpcosa. 


La cadrele mai complicate, cu mai multe deschideri, se determină mai 
întîi forţele de legătură ale sistemelor purtate (sisteme secundare). Astfel, 
la cadrul din fig. 6.52, sistemul purtător (principal) este cadrul central BFC, 
iar grinzile cotite AE şi CD reprezintă sistemele purtate. S-a descompus struc- 
tura în sisteme purtate și sistem purtător, punîndu-se în evidenţă forţele de 
legătură (fig. 6.52, b). Din ecuaţiile de echilibru ale sistemelor purtaţe se sta- 
bilese forţele de legătură Vz, Hp, Va, respectiv Ve He Vp. Rezolvarea siste- 
mulni purtător este cunoscută, el fiind un cadru tu trei arLiculaţii. 


6.4.3. DIAGRAME DE EFORTURI. ECHILIBRU DE NOD 


Pentru trasarea diagramelor de eforturi, este necesar să se aleagă sensul 
de parcurs pentru fiecare bară a cadrului. În acest îel, în fiecare secțiune sint 
precizate sensurile convenţional pozitive ale eforturilor. Este recomandabil 
ca sensul de parcurs să fie luat în continuare, aşa cum s-a adoptat de exem- 
plu în fig. 6,53. 
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Eforturile convenţional pozitive pe fața din dreapta secţiunilor i şi j 
sînt arătate în fig. 6.54, a, b. În orice secţiune, eforturile pot fi determinate 
și prin reducerea forțelor de la dreapta secţiunii, considerînd însă convenţia 
de semne de pe faţa din stinga (fig. 6,54, c). 

Aspectul calitativ al diagramelor de eforturi rezultă din interpretarea 
relațiilor diferențiale dintre eforturi şi încărcări. 


-P Pr IS Ai 
N ~ `N SL, a" 
? ' i S A į 
Ha Si Ha i EA Hg 
“a M b c fva 
Fig. 6.53. $ Fig. 6.54, 


Reprezentarea diagramelor de eforturi se face după regulile stabilite la 
grinda dreaptă, fiind în legătură cu sensul de parcurs ales. În fig. 6.55 este 
arătat modul în care se raportează diagramole de eforturi pe fiecare bară a 
cadrului, sensul axei Ovr fiind dat de sensul de parcurs. Trebuie observat 
că diagrama de momente este totdeauna raportată pe partea fibrei real în- 
tinse, iar semnul ei depinde de sensul de parcurs : cind fibra real întinsă coincide 
cu cea presupusă întinsă, semaul este plus; în caz contrar, diagrama de mo- 
mente are semnul minus. Dică se schimbă sensul de parcurs, este evident că 
diagrama de momente își schimbă numi semnul, rămînînd reprezentată pe 
aceeași parte, și anume pe partea fibrei real întinse. 

În secţiunile din vecinătatea unui nod, diagramele de eforturi prezintă 
unele aspecte caracteristice. Diagramzle N şi T înregistrează salturi datorită 
schimbării direcțiilor pe care se proiectează forţele. Se analizează situaţia 
nodului k al cadrului din fig. 6.53. Nodul trebuie să fie în echilibru sub acţiu- 
nea eforturilor care acționează ps secțiunile din jurul său. În fig. 6.56 se arată 
nodul cu eforturile pe fiecare secțiune. Se consideră că secţiunile care izolează 
nodul sînt infinit apropiate, astfel că, teoretic, toate eforturile figurate sînt 
aplicate chiar în nod. Între aceste eforturi trebuie să existe următoarele relaţii 
obţinute din echilibrul nodului: 


ÈX =0; —Na t Ne H Ne cosa — Te sing = 0 
HEEE Tar — Trg — Trg cosa — Npa sin a = 0 


ZM =0; Mr — Meg — Mg = 0. 
k 


Dacă în nod acţionează forţe sau momente concentrate, atunci În ecua- 
țiile de echilibru se introduc și acestea. 


T 


Fig. 6.55. Fig. 6.56. 
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MA M La un nod alcătuit din două bare, dia- 
Ma pi ; grama de momente se rabate pe acecași parle. 
ut SS ) Aceasta rezultă din echilibrul momentelor de 
) a A la nod, aspectul diagramei în acest caz fiind 
b arătat în fig. 6.57, b, d. 
A heat E = 6.4.4. UTILIZAREA SIMETRIEI STRUCTURILOR 
S M AI ) LA CALCULUL REACTIUNILOR ȘI LA 
N A 9 TRASAREA DIAGRAMELOR DE EFORTURI 
d În cazul structurilor simelrice se pot ob: 
Fi FI ține simplificări importante atit în ceea ce 
ig. 6.57. : A ieiti k : 
privește determinarea reacţiunilor, cit și la 
trasarea diagramelor de eforturi. 
O slructură este simetrică faţă de o axă dacă îndeplinește următoarele 
condiţii : ` 


— prezintă simetrie geometrică față de axa de simetrie ; 
` — legăturile sînt dispuse simetric faţă de această axă (simetrie mecanică). 

La structurile static determinate, pentru calculul reacțiunilor și trasarea 
diagramelor de eforturi, aceste două condiții sint suficiente pentru ca struc- 
tura să fie considerată simetrică. În cazul structurilor static nedeterminate, 
precum şi la calculul deplasărilor elastice la structuri statie determinate, no- 
țiunea de simetrie statică presupune şi existenţa simetriei elastice. 

Cadrele din fig. 6.58, a, b nu reprezintă structuri simetrice, deoarece 
nu au simetrie mecanică. În primul caz, reazemul A este un reazem articulat, 
iar simetricul său, ca poziţie, este un reazem simplu. În cazul al doilea, poziţia 
articulației C este nesimetrică. O structură simetrică este cadrul cu trei arti- 
culaţii din fig. 6.58, c. 


Dacă încărcările care acţionează o structură simetrică sînt dispuse oare- 
cum, nu se obţine nici o simplificare. În baza principiului suprapunerii efec- 
telor, orice încărcare poate fi însă descompusă într-o componentă simetrică 
și o componentă antisimetrică. . 

Pentru ca două forțe concentrate să fie simetrice față de o axă, trebuie 
ca (fig. 6.59, a): 

— punctele de aplicare să fie simetrice; 

— suporturile să fie simetrice ; 

— valorile forţelor să fie egale F = F’; 

— sensurile să coincidă prin suprapunere. 

În mod similar, două momente sînt simetrice dacă punctele de aplicare 
sînt simetrice, momentele au aceeaşi valoare (M = M'), iar sensurile coincid 
prin suprapunere. Momentele simetrice au deci întotdeauna sensuri contrare 
(fig. 6.59, b). 
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Încărcările antisimetrice prezintă aceleași caracteristici ca şi încărcările- 
simetrice în ceea ce privește punctul de aplicare, suportul şi mărimea, dar 
prin suprapunere sensurile sînt inverse (fig. 6.60, a, b). 

Ţin înd seama de aceste caracteristici, o forţă concentrată P se descompune- 
în componente, ca în fig. 6.61, a, iar o forţă uniform distribuită, ca în tig. 
6.61, b. 

Se consideră o porţiune dintr-o bară a unei structuri simelrice.Segmentul: 
de bară este delimitat de secţiunile simetrice i și i' (fig. 6.62, a). Eforturile- 
Na T; şi M, de pe fața din dreapta a secțiunii i trebuie să fie simetrice cu efor- 
turile N, T și M de pe fața din stînga a secţiunii i”. Aceasta înseamnă că au: 
mărimile egale, iar sensurile coincid prin suprapunere. 


an 


/ 1 M i M 
; re B D 
\ | 
a b a b 
Fig. 6.59. Fig. 6.60, 


JP | - td | i 
Tr e Încărcare peibib;a | A T p 
e | E simetrică PEAR HEE 
B ih, zi lizi | i 
$ pe DUE AER aN 1 


p | je Încárcore ; BANTEN 1 j Mmo. M 
3 ` S antisimetric: pipi! N l N i 
Bi h mi zi! b pi Mm 
9 b iM k 
Fig. 6.61. Fig. 6.62. 


Convenția de semne pentru eforturi se referă însă la eforturile de pe fața: 


„din dreapta a unei secțiuni, astfel că reprezentind eforturile pe faţa i' dreapta,- 


se observă că forța tăietoare T, este negativă, Rezultă că între eforturile din. 
cele două secțiuni simetrice există relaţiile 

Ne Na: Ti Ta; M Ma 
ceea ce înseamnă că pentru o încărcare simetrică, diagramele N şi M 
sint simetrice, iar diagrama T este antisimetrică. Reacțiunile vor fi, de ase- 
menea, simetrice. Situația eforturilor din secțiunile i şi i' este prezentată: 
în fig. 6.62, b. 

Procedînd în mod similar în cazul unei 
structuri simetrice acționată de o încărcare 
antisimetrică (fig. 6.63, a), se obțin relațiile 
între eforturile dintre secţiunile simetrice i 
și i, şi anume: 


N; Nis Ti = Tue; M; = Mr 


Sensurile eforturilor din secțiunile i şi 
i” se prezintă ca în fig. 6.63, b. 
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La o structură simetrică încărcată antisimetrice, diagrama T este sime- 
strică, iar diagramele N şi M sînt antisimetrice. Reacţiunile sînt antisimetrice. 
În continuare, se dă în rezumat dependenţa dintre încărcări şi diagramele de 
“eforturi la structuri simetrice. 


Încărcarea N T M Reacţiuni 
Simetrică Simetrică Antisimetrică Simetrică Simetrice 


Antisimetrică Antisimetrică Simetrică Antisimetrică Antisimetrice 


Pe baza acestor concluzii, diagramele de eforturi se trasează numai pe 
“jumătate din structură, pe cealaltă jumătate transmiţindu-se simetric sau 
„antisimetric, 

Sint situaţii în care, deși structura nu prezintă simetrie mecanică, totuși 
se pot folosi proprietăţile de simetrie. k 

Astfel, la cadrul din fig. 6.64, a se determină în prealabil reacţiunile 
Vu Hy Va după care structura se prezintă ca în fig. 6.64, b, putînd fi consi- 
.derată ca o structură simetrică, încărcată cu forţele V, Hy Pyp Po Va care 
pot fi descompuse în componente simetrice și antisimetrice. Grinda din 
Mig. 6.64, c, la forţe verticale se comportă ca o structură simetrică, deoarece 
„Ha = 0, reazemul A lucrînd ca un reazem simplu. 


LE a LB a P Po 
P 1 
A/T h N, | 
i CS i ha A Va 
| MoI fv i 
o; by ba | 
a b c 
Fig. 6.64 


Fig. 6.65. 


Metodologia de valorificare a proprietății de simetrie este exemplificată 
“pe cadrul din fig. 6.65, a. 


În primul rînd, încărcarea P oarecare este înlocuită printr-o pereche de 
‘forțe simetrice (fig. 6.65, b) şi o pereche de forţe antisimetrice (fig. 6.65, c). 


La încărcarea simetrică reacţiunile sînt simetrice 
Vu = Va; Ha = Ha 
> , P P , 7 
ŁY =0; Va Var r E ; Va = V= 


IMi =0; 2.4-2.1 Ha Š 0; M, z Hg. 
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Pentru încărcarea antisimetrică reacțiunile sînt antisimetrice. Din 
această cauză, sensurile trebuie să fie așa cum sint figurate pe schema din 
fig. 6.65, c 

EX =0; Hi + Hg =0; dar Hi = Hy deci Hi = Hg = 0. 

Deoarece Vi = Vý = V, rezultă că structura este acționată de două 


š È 
cupluri : cuplul fortelor și cuplul reacţiunilor verticale V”. Pentru echilibru, 


cuplurile trebuie să fie egale și de sensuri contrare, deci: 


„N e F 
AE 


i 
2 1 
Hoa Du cai PERA ` : a ; 
|Diagra mele de eforturi pentru fiecare încărcare se trasează după regulile 
cunoscute, numai pe jumătate din structură, pe cealaltă jumătate dese- 
nîndu-se simetric sau antisimetrice conform celor arătate anterior. 


Heacţiunile totale se obțin prin insumarea reacţiunilor componente 


2 4 4 
H, = H — HE; =È ` 
A A A w i 


Hy, = Hg -+ Hg = È. 


Diagraimele de eforturi sînt arătate î 
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Aplicația 6.5. Să se traseze diagra- 
mele N, T, M la cadrul cu trei articulaţii 
din fig. 6.67. 

Calculul reacțiunilor : 


ŞI Ma =0 
Fig. 6.67. RA 
—Vpl4 —6-141=0; Va = 24 KN. 
Verificare : 
2 Y, = Vi + Vp -0 4 = 60 + 24 — 84 = 0 
ZM =0; 607—6143 —Ha4=0; H, = 42 kN 
£ M =0; —24:7 + Hy4=0; Hy = 42 kN 


Verificare: X X, = Ha — Hp = 42 — 42 = 0. 
Diagrama de forțe axiale rămine conslantă pe fiecare bară și are valorile 


60:0,8 — 420,6 73,2 kN 


Nae V,„ sina — Fu cos a 
Nas = —Ha = —42 kN 
Nas = —Vgs® a — Ilg cosa = —24:0,8 — 42:0,6 = —44,4 KN. 
Diagrama de forțe tăieloare prezintă următoarele caracteristici : 
— bara A — 2: T = Va cosa — Ha sin e = 60:0,6 —, 
— 42:0,8 = 2,4 kN; 
— bara 7—2: variaţie liniară; 7, =0; Tg 2-14 = —28 kN; 
— bara 2- C; variație liniară; T, = 60 — 2:14 = 32 kN; 
Te = 32 — 14:4 = —24 kN; 
= -V= — 24 kN; ` 
T = —Vp cos o -b Hpsina = 
24-0,6 + 42:0,8 = 19,2 kN. 
Diagrama de momente se construiește pe baza diagramei T și a relațiilor 
de recurenţă. Astfel : 
— bara A—2: variaţie liniară; 
[M;i = 0; Moa = 0 + Ory = 524 = 12kN':m; 


— bara C—83: 
— bara 3-B: 


— bara 1—2: variaţie parabolică ; 


M,=05 Ma =0 —1"228 = —28 kNm; 


— bara 2—C : variaţie parabolică; 


. Me =0; Maus = 0 +1 -241,72 = 20,6 kNm; 


16 kNm; 


Mc = 20,6 z -322,28 
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Valé — 61410 =0; Va = 60 kN; 


x 


Fig. 6.68. 


> ~ bara C—ó : variatie liniară ; 
Algo = 0 — 244 = —96 kNm; 
— bara 3—B: variatie liniară; 
Ma =0; Map =0 > 19,25 
Diagramele sînt arătate în fig. 6.68, a—c. 


| Echilibrul nodului 2 (fig. 6.68, d). S-au reprezentat pe fiecare secţiune 
eforturile cu sensurile lor reale 


E Xe = —42 + 73.2:0,6 — 2,4-0,8 = 0; 
X Y; = —28 — 32 -+ 73,2:0,8 + 2,4-0,6 = 0; 
E M, = —28 +16 +- 12 = 0. 


Aplicația 6,6. Să se-traseze diagramele N, T, M la cadrul cu alcătuire 
compusă, din fig. 6.69. ` i 


96 kNm. 


20kN/ 
corp 


já 
lajim} sm | em} 
Fig. 6.69. 


Calculul forțelor de legătură interioare şi de la reazeme (reacțiuni) se 
face pe schema din fig. 6.70, a, prin desfacerea legăturilor interioare. În 
fig. 6.70, b se prezintă structura în ansamblu cu forțele active şi reactive 
(reacţiunile din reazeme). 

Determinarea forțelor de legătură : 

— corpul 2—83 


Va = Va = EF — 100 kN 


H, = H, = 65 kN; 
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20kN/m 
Hss Hess 
Îvaoo Va=toa 
20kN/m V,=100 
=65 3 =100 20kN /m 


b fears, sen =264,46kN 
DX j8 
6 
cos a=0.6 
sina =0.8 
Q6? +0,8?=1.0 
Fig. 6.70. 

— corpul 1—2 , l 
SM, =0; —20-:6(3 — 2) — 100-4 + Hy8 =0; H, =65;kN; 
EX, =0; M|- H,=0; H, =65 kN ; 
Z Y:=0; V, -206—100 =0;] EV, = 220 kN; 

— cadrul 4—5 —6 | ; 

. SM =0; 100-4 — 65-8 —20-16(8 +4) + Ve:18=0; 


Ve = 264,44 KN 


EM =05 —Vp18 + 100-14 — 658 + 20-16(8 — 2) =0; f 
V; = 155,56 kN, 


Verificare: $ Y, = 155,56 — 100 — 20-16 + 264,44 = 0 
SME =0;] —20:8:4 — Hy 3 + 264,446 =0; — He = 118,33 kN 
SiM =0; —155,56:12 -+ Hy 8 +1008 +2084 = 0; 


H, = 53,33 kN. 


118.33 = 0. 


Verificare: © Y, = 53,33 + 65 
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Verificare pe ansamblul structurii : 
EY, = 220 + 155,56 + 264,44 — 20 -32 = 0. 


. Diagramele de eforturi se trasează pe baza valorilor calculate în conti- 


nuare. 
Valorile forţelor axiale N (fig. 6.71. a): 


N, = —220 kN; Nse = —220 kN 

N; =0; Na =0 

Nge = ~—65 KN; Np = —65 kN 

N, = —53,33 cos a —155,56 sin e = —156,45 kN (fig. 6.70, ¢); 
Nae = —156,45 RN. 


Noe = —65 — 53,33 = —118,33 kN; Nio = —118,33 kN 
Ne = —264,44 kN; Nps = —264,44 kN 
Nive = 0. 
Valorile semniticalive din diagrama forțelor tăietoare T (lig. 6.71, b): 
Ti = —65 kN; Tes = -65 kN 
T =0; Tga 20:2 = —40 kN 
Te = +220 — 20-2 = 180 kN; Toa = 180 — 20:16 = —140 kN 
Ta = —53,33 sin a + 155,56 cos æ = 50,67 kN; Te, = 30,67 kN 


Q ikni 


11833 


Fig. 6.71, 
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To = 220 + 155,56 — 20-18 = 15,56 KN 
Tia = 15,56 —20-12 = —224,44 kN sau 
Toa = —264,44 + 20-2 = —224,44 kN 
Toe = —224,44 + 254,44 = 40 kN sau 
Toe = +202 = 40 kN 

Tu = 40 — 20:2 = 0. 


Diagrama T prezintă valori nule în secţiunile de la distanţele : 


180 15,56 
Zu 20 > 9 m; trap = Cere 0,778 m, 


Calculul valorilor (ordonatelor) semnificative din diagrama de momente 
încovoiatoare M (fig. 6.71, c): 


M=0; Man = —83:8 = —520 kN-m 
M, =0; Mya (90-2)-1 = —40 kN m. 
Me = —63:8 — (00-2)-1 = —360 kN: m 
M, = 0 


Mas = —560 + Ł -180:9 = 250 kN:m sau 


Y 
Mop=220:9 — 65:8 — 20:11:5,5 = 250 kN-m (din forţele de 
la stinga) 
sau, cunoscînd că 7, = V, = 100 kN 


Maz=0 «+ 210009 —4) = 230 kNm (May=M; + Ara) 
sau, întrucit grinda 2—3 este o grindă independentă simplu rezemată încăr- 


a "103 
cată cu forță uniform distribuită Maa = E = aa = 250 kN'm 


M =0 
Ma = 220-16 —63-8 —20-18-9 = —240 kN: m sau 


Mos = 2507— -14016 — 9) = —240 KN: m]] 


sau, cunosciad că T} = V} = 100 kN ` 


100 +140 5 


9 


240 kN:m 


Mu =0 
d 
M, = 0; Mas = 155,56-6 —53,33-8 = 506,72 kN-m 
PM. = 220-16 + 153,56-6 — 65-8 —53,33-8 —20-18-9 = 
= 266,72 'kN-m san 
Ma = 264,4412 — 118,33:8 —20-14-7 = 266,7 kN- m! 
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Maog= 266,72 += -15,560,778 = 272,77 KN- m 
M; =0 

Moa = —118,33-8 — (20:2) 1 = —986,64 kN- m 
Mov = —118,33-8 = —946,64 kN-m 

Mios = —(20:2):1 = —40 kNm. 


Verilicarea diagramelor de eforturi prin condițiile de echilibru ale nodu- 
rilor (fig. 6.72): 


Nod 8 l Nod 9 Nod 10 
i fe ze i ee 2044 0 
PR |m e83. -X i „1833 _X -i x 
Tie a pia nag Sen 
Tor aea ieas 
is, 254,44 
40 569 156,45 3067 
ST: 26657 98064 40 
T520 240p 5 Sa 
/ 
1 4506,72 946,64 
Fig. 6.72. 


Nodul 8: £ X; = 65 —65=0 
E Y, = —40 + 220 — 180 = 0 y 
PVA 40 — 520 + 560 = 0. 
A 


I 


Nodul 9: $ X: = 65 + 156,45 cos a — 50,67 sina — 118,33 = 0 
£ Y, = —140 + 156,45 sin æ + 50,65 cos a — 15,56 = 0 


EM 240 — 266,67 -+ 506,67 = 0 
9 


Nodul 10: $ X; = 118,33 — 118,33 = 0 
E Y; = —224,41 4- 264,44 — 40 = 0 
£ M; = —986,64 + 946,64 + 40 =0. 
10 


Aplicația 6.7. Să se traseze diagramele N, T, M la cadrul simetrie, încărcat 
simetric din fig. 6.73, a. 

Structura fiind alcătuită simetric și încărcată simetric, rezultă în conse- 
cinţă că reacţiunile vor fi simetrice, diagramele N şi M vor fi simetrice, iar 
diagrama T va fi simetrică. 

Calculul reacţiunilor (fig. 6.73, b) 

Din proiecția pe verticală rezultă ; 


260 kN. 


0 + 40. 
A V; 20 + a 
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t % ; 
por 4OkNrm. zon 


Axa de —a 
6| Simatrie i 
Încărcări 
[ș) simetrice 
2 pa] 6_ 6 NEI a SA 
© ® 
Reacţiuni 
Hz] simetrice Haza73 338 
— e 
b f= cent A cita 


Fig. 6.73. 


(N 
260 a Simetric 


A 


ËD tk Nm 


Simetric 
i 
20&N! ROKN RY 
a | 273.338. cp 6198%Nm 
A 
— 2733kn 16338 kNm. 
260kN -d 
Fig. 6.74. 
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[Din condiția ca momentul încovoietor în articulația 2 să fie nul, re- 
zultă : n 
260-10 — 20-12 — 40:6-3 2 
Ha pa 8? — 273,83 kN. 


Valorile necesare pentru trasarea diagramelor de eforturi vor fi (fig. 6.74}: 
Diagrama de forţe axiale N (fig. 6.74, a) 


N, = —260 kN; Nas = —260 kN 
N; a=0 
N:e = Ns = — 273,33 kN. 


În dreapta axei de simetrie, valori simetrice. 
Diagrama de forțe tăietoare T (fig. 6.74, b) 


Ti = Toy = — 273,33 kN 

Ti = —20 KN; Tya = —20 EN 

Te = 260 — 20 = 240 kN; Te = 240 KN 
T, =0. 


În conlinuare, în dreapta, valori antisimetrice. 
Diagrama de momente incovoietoare M (fig. 6.74, c) 


M, = 0; Mss = —279,3-6 = — 1639,8 kN:m 

M; = 0; Msa = —20-2 = —40 KN-m 

M; = —273,3-6 — 20-2 = —1 679,8 KN-m 

Mg = —273,3:6 — 20:6 + 260-4 = —719,8 kN'm sau 
Me = —9 679,8 + 240-4 = —719,8 EN" m 

M, = 0. 


Diagrama este simetrică. 
Verificarea diagramelor de eforturi prin analiza echilibrului de nod: 


Nodul 5: SN, = 273,33 — 273,33 = 0 
$ Y; = —20 + 260 — 240 = 0 
SM, = —40 — 1 639,8 -+ 1679,8 = 0. 
5 


6.5. INCARCĂRI MOBILE. LINII DE INFLUENȚĂ 


6,5.]. INCARCARE MOBILĂ 


Îmcărcările utile care acţionează asupra unei construcţii se caracterizează 
în general prin poziţia lor variabilă. Astfel, planşeul unei magazii de mărfuri 
poate fi încărcat în totalitate sau numai pe anumite porţiuni, încărearea put ind 
ajunge sau nu la limita maximă. Un grup de oameni care cireulă pe trotuarul. 
unui pod reprezintă o încărcare mobilă, deoarece îşi schimbă poziţia. 
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O incăreare mobilă se caracterizează deci prin aceea că îşi schimbă poziţia 
spe structură, putind ia un m ment dat să acţioneze sau nu asupra construcţiei. 

Atunci cînd peste un pod de cale ferată trece un tren, încărcările transmise 
+de către roţile locomotivei, considerate cu destulă exactitate ca forţe concen- 
“trate, se deplasează de la un capăt la altul al podului. Aceste forţe nu îşi 
modifică poziţia relativă una faţă de alta, dar întregul grup îşi schimbă în 
permanenţă poziţia față de structură. 

Acelaşi lucru se intimplă și la un pod de șosea peste care circulă un convoi 
„de autocamioane. Forţele transmise de către roţile acestuia sînt schematizate 
ca forțe concentrate care se deplasează pe pod. 

Există și convoaie de încărcări distribuite. Astfel, un excavator pe șenile 
„care parcurge un pod constituie o încărcare distribuită, de o anumită inten- 
¿sitate şi lungime, care își modifică poziţia. | 

Un convoi de încărcări mobile reprezintă un sistem de forțe, în general 
verticale, de mărime dată, a căror poziţie relativă este invariabilă. 

Există convoaie reale, care circulă efectiv pe o construcţie, cum ar fi de 
exemplu o locomotivă care parcurge un pod. 

Pentru calculul podurilor se folosesc însă convoaie convenţionale tip, 
mumite convoiae tip, ale căror efecte asupra unei structuri sînt mai mari decit 
„cele ale convoaielor reale. Convoaiele tip pentru poduri sînt prevăzute în 
,prescripţiile oficiale, 


10,50 


la 150 As , 150) 50 „150/15ă 
A S DA ÎN__Nagon/85 kMIm 


10,90 Ea 1090 pede jum 
aaa: 150 


$ ii Fig. 6.75, 


În fig. 6.75, a se prezintă spre exemplificare o schemă tip pentru ua convoi 
zde cale ferată (T 8,5) format dintr-o locomotivă încadrată de vagoane, echi- 
valate cu încărcări distribuite nelimitate de o parte şi de alta. În fig, 6.75, b 
:se prezintă o schemă tip de convoi rutier (A 30) format din autocamioane 

„de 300 kN fiecare. 


6.5.2. LINIE DE INFLUENȚA 


Podurile de cale ferată și cele de şosea sint construite cu scopul de a asi- 
=gura circulaţia unor convoaie de încărcări mobile peste un obstacol. 

Pentru un anumit convoi, eforturile într-o secţiune oarecare a unui ele- 
„ment de rezistență vor varia în funcţie de poziţia pe care convoiul o ocupă 
„pe structură. Proiectarea construcţiei, în condiţiile garantării unei sigurante 
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depline în exploatare, necesită deternfinarea 
celei mai defavorabile situații în care se 
poate găsi solicitată o secțiune dată a cons- 
trucției. Este deci vorba de a cunoaște pozi- 
ţia convoiului pentru care un efort dintr-o 
secţiune îuregistrează valoarea maximă și `’ Fig. 6.76. 

apoi de a calcula această valoare. 

Se consideră structura din fig. 6.76, parcursă de un convoi de forţe mobile 
care la un moment dat ocupă o poziţie oarecare. Interesează să se determine 
pentru această situație valoarea unei anumite mărimi statice S; dintr-o sec- 
țiune fixă j. Prin mărime statică se înţelege un efect al încărcărilor, ca 
de exemplu, efortul axial N, forţa tăietoare T, momentul încovoietor M, 
deplasarea pe verticală ete, - 

În baza principiului suprapunerii liniare a efectelor, mărimea statică S;, 
produsă de întregul convoi, poate îi evaluată ca sumă a mărimilor statice 
produse de acţiunea separată a fiecărei forţe în parte, adică: 


Skep H oo E Siep (6.9) 


în care, de exemplu, Spp reprezintă valoarea mărimii statice considerate, 
dacă structura ar fi acționată numai de forţa P,, în aceeași poziţie ca aceea din 
convoi. Se consideră că în locul forței P, pe direcţia şi în sensul acesteia, 
acţionează o forţă convenţională P; = 1. Valoarea mărimii statice S,, pentru 
această situaţie de încărcare, este Syp =p = Se 

Cind în secțiunea i acționează forţa reală Pa mărimea statică S; va fi 
de P, ori mai mare decit s; 


Si = Saep T Sary + 


Siep = s;Pe 
În mod similar, dacă structura se încarcă cu P) = 1, P, = 1 pină la 
P, = 1 rezultă: 
Sirp = SP: 


Surp = SaPa 
Siep = SiP; 


Siten) = Sr Pa 


Valoarea totală a mărimii statice S, este constituită din suma valorilor 
produse prin suprapunerea acţiunii forţelor din convoi 


S; = SPa F SaPo H ooe H Pi tie FSaPa = D siPi (6.10) 


Rezultă că orice mărime statică poate fi exprimată în funcție de încărcări 
sub forma unei relaţii liniare. 

Coeficienţii s; se numesc coeficienţi de influență ai forțelor asupra mărimii 
statice S$,. Coeficientul sx reprezintă valoarea mărimii statice $, cînd pe struc- 
tură acţionează în secțiunea k'o încărcare convențională unitară (P, = 1). 
Pentru o anumită mărime statică, coeficienţii de influenţă sı depind numai 
de poziţia forței unitare (tig. 6.77, a). Dacă se consideră forța P = 1 într-o 
succesiune de poziţii, iar în dreptul fiecărei secţiuni se raportează, față de o 
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linie de referinţă, valorile coeficienlilor 
de influență, se obţine diagrama din 
fig. 6.77, b, în care ordonata s; consti- 
tuie valoarea mărimii statice S; cind în 
secţiunea i acţionează forța P = 1. 

Preciz înd poziţia forței unitare printr-o- 
coordonată q; se obţine, așa cum s-a 
arătat, s, = f(x). | 

Fig. 6.77. Funcția s; = f(x) se numeşte linie 
d de influență a mărimii statice $,. 

Linia de influență a unei mărimi sialice este o diagrumă ale cărei ordonate 
reprezintă valorile mărimii slalice dintr-o secțiune fixă, cînd pe slruclură circulă 
o forță convențională egală cu unitatea. 

O ordonată oarecare s, a liniei de influenţă reprezintă deci valoarea mă- 
rimii statice S; în cazul în care în secţiunea k din dreptul ordonatei conside- 
rate acţionează forţa P = 1 (fig. 6.77, d). 

Dimensiunile coeficienţilor de influență s; depind de mărimea statică 
din a cărei linie de influență fac parte şi se determină pornind de la conside- 
rentul că produsul Ps; are dimensiunea mărimii statice S; Considerind că 
mărimea statică reprezintă pe rînd eforturile din secţiunea j, sc obţine 


n 
Ny = MPa E Pa e p nP t o br nb = EP, 
i=1 


n 
Ty = hPa + hPg t o Pak ooe H aPa Sa hP, (6.11) 


n 
M, = mP, p mP + eee E mP set MPa = D MPa 
i=1 


În aceste relaţii, variaţia coeficienţilor de influenţă n = file) E= fel), 
m = f(z) constituie liniile de influenţă ale forţei axiale, forței tăietoare şi 
respectiv momentului încovoietor din secțiunea fixă j. 

Produsul n,P, fiind o forţă axială are dimensiune de forţă, deci cceficien- 
tul de influenţă n; este adimensional. În mod asemănător, se stabilește că 
l; este adimensional, iar m; are dimensiune de lungime. j 

Între o linie de influenţă şi o diagramă de eforturi există deosebiri esen- 
țiale. 

Dacă se notează : E — funcţia de eforturi ; I — funcţia liniei de influen tā; 
z$ — poziția unor încărcări fixe P; a, — poziția diverselor secţiuni ale struc- 
turii; aĵ — poziţia fixă a secțiunii în care se consideră mărimea statică a cărei 
linie de influenţă este J ; v — poziţia variabilă a forței unitate, atunci : 


E = flan 2); T= fila, a) 

La o diagramă de eforturi, încărcările sînt constituite din forle fixe, 
diagrama reprezentînd variaţia efortului în diversele secțiuni ale structurii. 

Linia de influență exprimă variaţia unei mărimi statice dintr-o secțiune 
fiză, atunci cînd încărcarea convenţională unitară parcurge structura. 

Trebuie observat că încărcările mobile îni pot ajunge totuși în orice po- 
ziție Pistol, Astfel, la cadrul de pod din fig. 6.78, convoiul circulă numai 
pe riglă. 
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“Locul geometric al punctelor de aplicare a forțelor mobile se numeşte 
linie de încărcare (calea). i 

Linia de influenţă se trasează numai pentru poziţiile forței unitare pe 
linia de încărcare. Avînd linia de influenţă a unei mărimi statice S; (fig. 6.79, d), 
se poate calcula valoarea acestei mărimi pentru o poziţie anumită a convoiului, 
Tăcind suma produselor forţelor convoiului, cu ordonatele corespunzătoare 
din linia de influenţă. Astfel, pentru convoiul P,, ..., Ps, care ocupă poziţia 
din fig. 6.79, a, se obţine pentru mărimea $; 


S; = X Pi Pin + Pana + Pyna + Pan ~ Pana 
1 


i FB E [ 


Linie de încărcare 


Fig. 6.78. ' Fig. 6.79. 


Liniile de influență penlru structuri static determinate se pot trasa prin 
două metode : 

— metoda funcjiilor de influență (metoda analitică), care are la bază 
exprimarea echilibrului şi a eforturilor dintr-o secțiune pe cale analitică. 
Se ajunge astfel la funcția de influență care, reprezentată grafic, con- 
stituie linia de influență ; 

— meloda cinemalică (deplasări virtuale), care constă în exprimarea echili- 
brului cu ajutorul principiului lucrului mecanic virtual. Deplasata căii, la o 
anumită scară, repreziută linia de influenţă. 


6.5.3. TRASAREA LINIILOR DE INFLUENȚĂ 
PRIN METODA FUNCŢIILOR DE INFLUENȚĂ 


Se va exemplifica aplicarea metodei analitice în trasarea liniilor de influ- 
enţă la grinda simplu rezemată, la consolă, la grinda cu console și la cadre. 
”rincipiul este acelaşi și în cazul altor structuri. 

Linii de influenţă la grinda dreaptă simplu rezemată. Se consideră grinda 
simplu rezemată din fig. 6.80, a, încărcată cu forța P = 1, situată într-o 
poziţie variabilă definită de coordonatele z şi x’. Ordonatele pozitive ale li- 
niilor de influență se reprezintă în sensul încărcărilor. 

Reacţiunile verticale V4 şi Vp se deduc din ecuaţii de moment în raport 
cu punctele B, respectiv A. 

Linia V, (tig. 6.80, b). Expresia funcţiei de influenţă este 


x (6.12) 
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Fig. 6.80. 


Linia de influență V, are deci variaţie liniară și prezintă următoarele 
valori caracteristice : 
z =0; pp=0 
x =l; =l 


Linia Vy (Lig. 6.80, c), Expresia funeţici de influență este 


1- Ei 
Na E 
=0; ma=0 (6.13) 
t=l; h= 


Liniile de influență ale reacţiunilor au variații liniare, sint pozitive şi au 
ordonatele egale cu 1 în dreptul reazemului respectiv. Evident, 


Vv, V a £ vpr d , 
i rii ză: I a 


Linia T, (tig. 6.80, d). Secţiunea j se găsește la distanţele a şi b față de 
reazeme (fig. 6.80, a). Pentru obținerea unor funcții de influenţă cît mai simple, 
se consideră încărcarea unitară în două situaţii : 

— forţa P= 1 la dreapta secţiunii j 

7, = Va. 

Dacă incărearea unitară este pe zona j—B, linia forței tăietoare T; 

este identică cu linia V4. Deci T; = V4 pentru 0 sa < b 
b 
13" ii 

— forța P = 1 la stînga secţiunii j. În acest caz se exprimă forţa tăie- 

toare considerind forţele de la dreapta secţiunii j, reprezentate prin Va 
T; = —Vp pentru 0 sasa 
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Linia de influenţă T; are două zone, una pozitivă şi alta negativă şi pre-- 
zintă un salt în dreptul secţiunii respective. 

Linia M, (fig. 6.80, e). Procedeul este similar celui de la forţa tăietoa-- 
re T}: 
— forţa P = 1 la dreapta secțiunii. Momentul încovoictor se calculează: 
ca sumă a momentelor forțelor de la stînga secţiunii j -~ 


M, = Vaa pentru 0 <z <b 


= — (i = — 


T 
e, ! 


— forța P = ] la stînga secţiunii j 
M, = Vgb pentru 0 sas 


Linia de influență a momentului încovoietor se prezintă ca o diagramă- 
triunghiulară avind virful în dreptul secţiunii considerate şi este în întregime: 
pozitivă. 

Aşa cum rezultă din expresii, linia de influență se poate construi luînd 
pe verticala reazemului A (fig. 6.80, e) distanţa a, obţinînd punctul A”, iar 
pe verticala reazemului B, distanţa b, obţinînd punctul B’. Dreptele 4A” 
și BB' delimitează linia de influenţă ABC a mcmentului încovoietor în sec- 
ţiunca j. 

Linii de influență la consolă. Se consideră consola din fig. 6.81, a. 

Linia Vp (lg. 6.81, b). Se obţine din ecuaţia de proiecţie pe verticală. 

2Y, =0; Va—1l=0; Vaz. 
Indiferent de poziţia încărcării unitare, valoarea reacţiunii Vg este: 
aceeași, i 

Linia Mp (lig. 6.81, c). Scriind ecuația de momente în raport cu secti- 

unea B, rezultă 


lze — Mp = 0; Mp ta. 
Variația liniei de influență este liniară, iar ca valori particulare rezultă: 
! ta =0;  np=0 
ta =l; ha = —l 


Fig. 6.81. 
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Linia de influenţă Mpy este definită punind pe verticala virtului consolei 
“ordonata de mărime /. 

Linia T, (fig. 6.81, d). Dacă forța P = 1 se găsește la dreapla sectiunii, 
„atunci T, = 0, iar cînd forța P = 1 este la stinga secțiunii, 7; = —P, adică 
T,= —l. 

Linia M, (fig. 6.81, e). Expresia liniei de influență rezultă foarte simplu 
-dacă poziția încărcării unitare se stabileşte prin coordonata z, măsurată de la 
secțiunea j. În acest caz, cît timp forța unitară este la stinga sectiunii j, 
momentul încovoietor are valoarea 


«deci pentru 2 = 0, n; = 0, iar pentru €= 4, Ga = — ^ 
Dacă forla unitară se găsește între secţiunea j și încastrare, momentul 
„AM, este nul deoarece nu există nici o forță la stinga secţiunii j. 
Linii de întinenţă la grinda cu evusole. 
Se procedează ca și la grinda simplu rezemată. 
Linia Va (fig. 6.82, b). Se consideră că 


forța P = 1 se găseşte la stinga reazemului 
B la dislanţa xz de acesta (fig. 6.82, a). Alunci 


Ers 1 “za 
i 
te =0; tn =0 
f 
zr =l; ha=-=l 
l 
Ll 
ra= lth: he = ai 


Dacă încărcarea unitară se deplasează 
la dreapta reazemului B, se obține 


> , 


Va = -= 


Pentru: zg =Ô0;  m2=0 


Linia Vp (fig. 6.82, e). Din ecuația de 
proiccție pe verticală se cunoaşte că suma 
celor două reacțiuni este egală cu 1, deci în 
orice secţiune, suma ordonatelor celor două 
linii de influență (V, + Vp) trebuie să fie 
“egală cu 1. 

Linia T, (tig. 6.82, d) și linia M, (fig. 6.82, e). Se determină considerind 
încărcarea o dată la dreapta secţiunii j, apoi la stinga acesteia. În prima 
situaţie, T; = V} deci configuraţia liniei T,, de la secţiunea j şi pînă la extre- 
mitatea din dreapta, este identică cu accea a liniei V,, iar M, = Vaa. Cind 
forța P = 1 se află la stinga secțiunii j, T; = —V p iar M; = Veb. 


Fig. 6.82. 
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Dacă secţiunea j se găsește pe una din console, atunci liniile de influentă 
ale eforturilor se trasèază așa cuin s-a arătat anterior la consolă (v. fig. 6.81, d e) 
E r€), 


Linii de infinenţă la cadre statie determinate. Sc consideră cadrul cu trei 
articulații din fig. 6.83, a, pentru care se arată constructia liniilor de influenţă 
pentru reacțiunile din reazemele A și B şi eforturile din secţiunile 7, 2 şi 3, 
folosind metoda (procedeul) funcţiilor de influentă. j 7 


, Metodologia de calcul impune determinarea în priina etapă a liniilor de 
influență pentru reacțiunj şi, în continuare, este posibilă exprimarea funcţiilor 
de eforturi în secțiunile dorite de pe barele structurii. 

„Linia Vu (fig. 6.83, b). Se defineşte din ecuația de echilibru £M =0 
şi anume l 


l-r 
Va = —. 
i 


Linia Vp (fig. 6.83, c). Din ecuația X Mu = 0 rezultă 


i abia 
| Linia JI (fig. 6.83, d). Din condilia ca momentul incovoietor în articula- 
ţia C să fie nul, se obține 


h 


f2 wi s a, z zi : 
unde MẸ este momentul incovoietor produs de incărcările verticale (mo- 


mentul de la grinda dreaptă simplu rezemală a cărui linie de influenţă este 
cunoscută). ' l 


Linia de incârcare 


(A) 

| l 
c © 
d (©) 
e ® 
$ &) 
i (2) 


Fig. 6.83. 
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În fine. din ecuaţia de proieclie pe orizontală se obţine 
AIG 
h 


Hg = Ha = H = 


Liniile de influentă pentru eforturile din secțiunile 1, 2 şi 3 din jurul no- 
dului din stinga (v. fig. 6.83, a) se determină după cum urmează. 

„re . p x -- Ei x 

Pentru eforturile din secțiunea 7, se găsesc cxpresiile analizate la consolă 


N, =0; D= —ł 
M, = 1x (forța P = T esle acum pe consolă). 


Reprezentarea liniilor de influență esle dată ìn fig. 6.83, e, h 9- 


Secțiunea 2 esle pe stîlpul A —2 şi nu. este plasată pe linia de incăreare ; 
urile din această secțiune provin din reactiunile Va și 


în consecinţă, efortu 
fig. 6.83). Rezultă 


H, = H pentru care se cunosc funcţiile de influență (*. 
N, = —Va sing — H cosa 
T, = Va cos — H sing 


M, = Vab — Hh. 
În fig. 6.84 s-au reprezentat liniile de influentă Np To Ma5 evident, 
ele se extind pe domeniul liniei de încărcare cu forţe mobile. S-au precizat 
ordonatele caracteristice din care prin relaţii de asemănare geometrică se 
determină oricare din ordonatele liniei de influenţă. Este de remareat că la 
suprapunerea funcţiilor pentru T, şi M, se realizează intersecția acestora pe 


verticala punctului k, deoarece cînd forța P = 1 este în dreptul acestui punct, 


Fig. 6:84. 
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i 
Fig. 6.85. 
din condiţia de echilibru, reacţiunile di 
lin „de » reacțiunile din i Bv i i ri 
și, in gonseeinth, valorile pentru T, și a pă ci ainu lal patchk 
AF. onstrucția liniilor de influenţă pentru eforturile din secțiunea 3 
pe baza următoarelor expresii (v. fig. 6.83, a) Sau 
Na = —H; T; =T}; M, = M} — Hh 
unde T$ și M3 sint eforturile din f rti i 
eringa reap simplu- rese naik Si A az echivalente cu cele de la 
n fig. 6.85 sint i inii inf ă 
ia fig reprezentate liniile de influență pentru eforturile din sec- 
Linia M, este dată prin su i 
te da n suprapunerea funcțiilor M$ şi — i i pri 
reportare la o axă orizontală precizînd ordonatele liniei dei et i din o-do- 
ele caracteristice, și anume : ia clau ai 
bb) o B i 
iaz a : 
- iri a a a d) 
— hl bl b 
Nmaz me e + ) : 4 i 
l I i-o pda —b 
b — a, b 
1» =% 1 = = brâu ul 
D n2 > 7 (a b) [i = — bb — a) 
a, i 
n = —% 2 iA 22 
ie a 7 (lz b) 7 


x = 0 din considerentele arătate pentru 7, și Ma 
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6.5.4. TRASAREA LINIILOR DE INFLUENȚA 
F EMATICA 
A FP B PRIN METODA CINEMA 


Metoda cinematică are ła bază exprimarea 
echilibrului cu ajutorul principiului lucrului 
- mecanic virtual pentru cazul particular de 

| încărcare cu o singură forţă P = 1 a cărei 
poziție variază de-a lungul liniei de încărcare. 
Este necesar ca în prima etapă să se con- 
struiască mecanismul cu un grad de libertate, 

(O) obținut prin suprimarea legăturii pe ali 

t | forţei de legătură a cărei linie de infuenpi 
interescază. Acest mecanism este în echilibru 


Pe l Il A EET 
; l i rței ătură şi a încărcării 
£ K) sub acțiunea forței de legă! ură ș 1 ăr 
la! b E P — 1. Din această condiţie se obține linia 


de influentă. 


Li WU: Linii de influență la grinda dreaptă simplu 
rezemată. Se consideră structura din fig. 6.86, t , 
Linia Vu. Se suprimă legătura pe direcţia 
reacţiunii V4 şi se introduce forța de legătură 
corespunzătoare. Se obţine mecanismul din 
9 


fig. 6.86, b care are un singur grad de liber- 
'. tate, iar din punct de vedere static, este in 
echilibru. Acestui mecanism i se dă o depla- 
sare compatibilă cu restul legăturilor sale și se 
construieşte epură de rap pe direcţia 

forţei unitare, adică pe verticală. L In 
Mecanismul acționat de reacţiunea V, şi forţa P = 1 este în echilibru, 
deci lucrul mecanic virtual este nul Ș 
3L =0; Vð + l'y =0. i (6.14) 


i i i rtei de legătură, 
i ă în sens invers sensului forței 
sarea virtuală s-a dat în 1 e 
tE RE mecanic produs de aceasta este hegtiy, Se obyine Va miy 
în il 5 reprezintă deplasarea pe direcţia forţei de legătură 
în c $ ` Ea tl, l 
iar y este deplasarea pe Aa arr n A 7 E 
ă ă = atun 1 ple 0 
se dă deplasarea 3 = 1, ; J E 
pe vertieală a liniei de încăreare, cu un Se şi la o m í 
reprezintă tocmai linia de influență (fig. 6. d A otita ide 
În coneluzie, trasarea liniei de influență a une man 
cinematică necesită parcurgerea următoarelor etape : E E 
1) Suprimarea legăturii pe direcția mărimii stace S AR ha 
i ătură ătoare. Se obţine mecanisr g 
rtei de legătură corespunzătoare. țin d Ms l ȘI 
i E Se da mecanismului o deplasare virtuală compatibilă cu restul leg 
turilor. Se obţine epura deplasărilor. f T E 
3) Epura deplasărilor, cu un anumit semn şi a i 
condiţiei de echilibru 3L = 0, reprezintă linia de influență. TEN TN 
Dacă deplasarea, în mod convențional, se dă În sens ata a 
tice, semnul liniei de influență (din analiza ecnației BL = 0) va fi 
, 


Fig. 6.86. 


212 ` 


+ 


iet 


acelaşi cu semnul lucrului mecanic al forței unitar 
rință şi, evident, minus deasupra acesteia). 

Scara liniei de influentă rezultă din condiţia ca ordonatele y ale epurei 
deplasărilor să aibă aceleași valori cu mărimea statică. Aceasta se realizează 
dacă deplasarea pe direcţia mărimii statice este egală cu unitatea. 

Prin suprimarea unci singure legături din structura static determinată, 
se obline un mecanism cu un grad de libertate, a cărui epură de deplasări 
este alcătuită din variaţii liniare. Aceasta înseamnă că liniile de influență în 
cazul structurilor statie determinate sînt diagrame liniare. 

Linia Va (fig. 6.86, e). Linia Vp se construieşte în mod similar cu cea a 
liniei V4. 

Linia T, (fig. 6.85, [). După su 
de legătură T}, se dă deplasarea 8 
deplasa pe verticală una fată de ce 
termină scara liniei de influenţă. 

Linia M, (fig. 6.86, g). Pentru obţinerea mecanismului se introduce în 


secțiunea j o articulație, iar ca forţă de legătură se consideră aplicată perechea 
de momente M,. Deplasa 


rea egală cu unitatea pe direcţia mărimii statice este 
de această dată o rotire relativă 0,2 = 1 între cele două secțiuni din articu- 
lația j, așa cum este arălat în fig. 6.86, g- Această scară permite calcularea 
oricărei ordonate a liniei de influenţă. Se vede că 


e (plus sub linia de refe- 


primarea legăturii şi introducerea forţelor 
= 1. Cele două feţe ale secțiunii j se vor 
alaltă cu cantitatea 1. Această mărime de- 


Tmaz = 40, = b0, = Ea 


Linii de influență Ja consolă. Se consideră. P=1 
structura din fig. 6.87, a. S 
Linia Vp (fig. 6.87, b). Linia de influență g 
are toate ordonatele constante și egale cu 1. 


Linia Mp (fig. 6.87, c). “in secțiunea de încas- b © 
trare B se introduce o articulație. Rotirea 6 = 1 È: 
pe direcția forței de legătură Mp produce o dia- l y 


gramă de deplasări de formă triunghiulară pre- |? 
zentînd ordonata maximă în virful consolei şi, l! 
avind mărimea 
Timea = 8 = 1l =L D 
Linia T; (fig. 6.87, d). Porțiunea de grindă ; l 
cuprinsă între secţiunea j şi incastrare rămine IA 
fixă. Între secţiunea j și virful consolei linia de d Fix D 
influență este constantă avînd ordonatele egale l 


cu —]. j 7} În ! 
Linia M, (lig. 6.87, e). Rolirea relativă a | 

celor două secţiuni din articulaţia j înseamnă de | gal i 

fapt rotirea absolută a corpului dintre vîrful con- es Fix © 

solei şi articulație cu unghiul 0 = 1. Ordonata e 


maximă este în virful consolei şi are mărimea 


fim = da = a. Fig. 6.87, 
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Fig. 6.88, 


Linii de intluenţă la grinda cu 
console (fig. 6.88). Liniile de influenţă 
ale reacţiunilor precum și ale efortu- 
rilor dintr-o sectiune j dintre reazeme 
se trasează ca la grinda simplu reze- 
mată, Pentru o secţiune j’ de pe con- 
sole, liniile de influență T, şi My, se 
prezintă ca la grinda cu consolă. 


Lina de încărcare je 
Lina arca! 


n EN Pites Ea SIE DA 


Fig. 6.89. 


Linii de inimenţă Ia cadre statie 
determinate. Constructia liniilor de 
influenţă prin metoda cinematică com- 
portă parcurgerea etapelor : mecanism 
în echilibru, epura deplasărilor, linia 
de influenţă, elape ce au fost analizale 
in detaliu fa grinda dreaptă simplu 


rezemată. 


Se va arăta pentru cadrul din fig. 6.89 construcția liniilor de influenţă 
pentru reacţiunile Va, Ha = Ha = H și eforturile Ny, To, Ma. 

Metodologia de construcţie a liniilor de influenţă va fi detaliată pentru 
una din mărimile statice (V,) ; ea va [i aplicată similar pentru celelalte cazuri. 

Linia V, (fig. 6.90). Crearea mecanismului ?n echilibru este: prezentată 
în fig. 6.90, a. S-a obținut un mecanism cu două corpuri (I, II). Se trece în 
continuare la precizarea elementelor de mişcare a mecanismului, respectiv 
centrele instantanee de rotaţie. Se cunosc centrul absolut 02, centrul relativ 12 
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Fig. 6.90. 


Fig. 691, 


Fig. 6.93. 


Fig. 6.92. 


Fig. 6.94. 


şi faptul că centru! absolut 07 se află pe normala la reazemul simplu rămas 
în A. În mod practic se va proceda la înscrierea pe schemă a acestor elemente 
cunoscute din natura și modul cum sînt amplasate legăturile exterioare și 
interioare ale mecanismului. În a dona etapă, se completează celelalte centre 
de rotaţie prin determinarea lor pe baza teoremelor de coliniaritate a centrelor 
instantanee. Astfel, centrul 07 se va determina din intersecția dreptelor 
02—12 şi normala la reazemul A 


1—12 —02 
ongs 
i OI pe | reazem A. 


Epura deplasărilor pe direcția încărcării mobile, reprezentată prin încăr- 
carea convențională unilate P = 1, se va cousirui dind o deplasare în sens 
invers sensului mărimi; slatice Va. Mecanismul avînd un singur grad de li- 
bertate, conliguraţia deplasării sale (epura) este determinală de un singur 
parametru ; acesta poate fi luat arbitrar, dar pentru linii de influentă se va 
considera ca fiind deplasarea pe direcţia mărimii statice, deci 34. Epura depla- 
sărilor va deveni linie de influenţă, deci se va preciza scara, adică 54 = 1 
şi se vor pune semnele care, conform convenției de a da deplasarea în sens 
invers lui VA, vor fi plus sub linia de referință și minus deasupra acesteia. 

Epura deplasărilor şi respectiv linia de influență sînt prezentate în 
fig. 6.90, b. Se observă că linia de influenţă se obține din deplasata căii pe 
direcția forţei P = 1, precizînd scara și semnul. 

În fig. 6.91 —G.94 se prezintă construcţia liniilor de influență pentru H, 
Na Ta şi Mg aplicînd rietodologia de calcul descrisă mai înainte pentru 
linia Va. 


6.5.5. UTILIZAREA LINIILOR DE INFLUENȚĂ, 
EFORTURI MAXIME 

Așa cum s-a arătat, linia de influenţă reprezintă diagrama de variație a 
unei mărimi statice, atunci cind pe slructură circulă o forță „convenţională 
unitară. Presupunînd cunoscută linia de influenţă, se poate determina mări- 
mea statică respectivă pentru o anumită încărcare cu forţe date. ` 

Se consideră linia de influență a mărimii statice E (ñg. 6.95). Structura 
este încărcată cu un sistem de forţe concentrate Py, ..., Pa, allat într-o: 
poziţie dată. Valoarea mărimii statice E produsă de forțele Pi, ..., Pn are 
expresia 
E = Pin + Pyne +... + Pri t.o Pana 
E = SPane (6.15) 


În cazul unei linii de intlucală cu varia- 
ţie liniară, se poate folosi în calcule rezul- 
tanta R a grupului de forje. Într-adevăr, 
din teorema lui Varignon, aplicată în raport 
cu punetul O rezultă 


Rap = XP dar zg = 
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şi 
î Li Si Mi. k $ 
EN PR i e ap = 
ta tgx tga tga 


înlocuind, se obține 


: Rar S —Î fe SP 
i tga EN, tga sau isa Aa pia. ii 
Rezultă SP = Rau adică E = Rhe (6.16) 


Dacă linia de influență are un contur poligonal, atunci se vor folosi re- 
zultantele parţiale ale grupurilor de forțe de pe fiecare variaţie liniară în 
parte (fig. 6.96). Notiud cu R, rezultanta forțelor P,, Pa, Pos cu Ra rezultanta 
forţelor Py, Po Po P; şi cu hny na ordonatele liniei de influență din dreptul 
vezullantelor, atunci = Rim -H Rona 


d AP 
N, pix} 
i] 7 
Sn 
Me 
Fig. 6.96. Fig. 6.97. 


Pentru încărcări distribuite p(a) se consideră forțele elementare AP = 
= pda (fig. 6.97). | 
2 
Rezultă : E = fi [pia)az]nz = În PO azda: (6.17% 


Dacă încărcarea este uniform distribuită, deci p(x) = p = const (caz 
frecvent) 


2 

E = p f, nada (6.18} 

dar É hade reprezintă aria liniei de influență pe lungimea încărcării. Decr 
E = po (6.19) 


Rezultă că mărimea statică E se obține prin multiplicarea intensității 
încărcării cu aria liniei de influență corespunzătoare. 

Este de observat că nu s-a făcut nici o R R 
ipoteză asupra formei liniei de influenţă, n 
deci relația este valabilă pentru orice varia- 
tie a liniei de infhuenţă. 

Dacă linia de influenţă are contur poli- 
gonal, atunci, ca: și la forţele concentrate, 
se pot folosi rezultantele parţiale de pe fic- 
care variaţie liniară, indiferent de modul 
de distribuție a încărcării p(a) (fig. 6.98) 


E = Roma + Regies (6.20) 
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în care, R,, repreziulă rezultanta încărcării distribuite intre secțiunile 7 şi 2, 
dar Ra rezultanta încărcării dintre secţiunile 2 și 3.. Cînd p(a) = p = const, 
“rezultă E = py 

Eforturi maxime. Cu ajutorul liniilur de influență se pot determina 
efectele cele mai defavorabile pe care uu convoi de încărcări mobile le produce 
într-o secţiune a structurii, i 

Aspectul liniei de influență permite să se aprecieze care este poziția cea 
mai dezavantajoasă a convoiului iar apoi să se calculeze efortul maxim. În 
cazul unei linii de influentă de Formă oarecare, determinarea unui efort maxim 
necesită mai multe încercări, 

Se consideră o linie de influenţă cu contur poligonal. care se încarcă cu 
an convoi de forțe mobile (fig. 6.99), 


F |e Hi | i Rer e 


s An 


Fig. 6.99. Fig. 6.100. 


Pentru obţinerea efortului maxim pozitiv va trebui să se încarce numai 
‘zona pozitivă a liniei de influenţă 


Emar = (XPini) mar 


Pentru reducerea numărului de încercări sint de observat următ: arele: 

— în dreptul virfului liniei de influentă (hmar) trebuie să calce în mod 
pbligitorin o forță, și anume una dintre cele mai mari forţe din mijlocul 
“convoiului ; 

— dacă a `> B, este necesar să se amplaseze convoiul astfel încît să cu- 
prindă mai multe forte pe zona liniei de influentă ce descrește mai lent, adică 
la dreapta forței Py- i 

Din citeva încercări se poate stabili care este poziţia convoiului pentru 
efortul maxim, precum şi valoarea acestuia. 

În mod asemănător se determină efortul maxim negativ, încărcînd de 
„această dată zona negativă a liniei de influenţă. 

Pentru o încărcare uniform distribuită s-a arătat că 


E =p deci Enas = (PO) maz = P( Oua) mare 


Se poate arăta că aria este maximă atunci cînd ordonatele liniei de in- 
fluenţă de la capetele încărcării distribuite sînt egale, adică 4, = na (fig. 6.100). 
Pentru această poziție a convoiului poate fi calculat efortul maxim și în func- 
ţie de rezultantele forței distribuite 


Emar = Rss + Parar 


Aplicația 6.8. Să se determine momentul maxim în secțiunea j a grinzii 
simplu rezemate din fig. 6.101. Se vor considera două tipuri de couvoaie 
(l, II). i 
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_ : R=100xN 
a a | hai 


convotui | 


m 6m i 
i i 2m 
f p | . P=50 kN/m 
b n 
& éj Convoiul I 
' Te 
| iu | 
P, | | 


Fig. 6.101. 

AEO i : ; X 

Linia de înfinență a momentului incoy oietor din secţiunea j are form 
din fig. 6.101, b 


hmas = h F 


S ji 0, = = 0,4 
d = T0: e= 
a cea mai mare P, = 100 kN se ampla- 
Deoarece 6, < p forfa Po trebuie să se 
a cu înclinare mai mică, deci la dreapta 


Convuiul I (fig. 6.101, b). Fort 
sează îu dreptul ordonitei maxime. 
găsească pe zona liniei de intluenț 
forței P, za 

M} maz 

Conwinl TI (tig, 6.101, © P 


Mm = 


Pyn + Pama = 10024 + 80-16 = 308 kN-m. 


ozilia convoiului trebuie astfel aleasă încit 


hi = 20, = 0,6 
= (6 — 2)0,4 = 24 — 04r ; 


KE) 


egalind 06r = 24 — 04 


se obține a 204 m şi == 1,44 
Anas = Dao = L444 E (240 — LAMA = 768 


MY! maz = pR = 50-7,68 = 384 kKN-m. 


6.5.6. MOMENT MAXIM ABSOLUT x 
[MAXIMUM MAXIMORUM) 


Se consideră o grindă simplu ez ala L 
"cursă roi de forțe concentrate 
parcursă de un convoL l: e i 
Pa eee Pio eo Pa (tig. 6.102). Pentru deter Fig. 6.102. 
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minarea momentului Încovoietor M, maz se construiește linia de influență My 
şi se amplasează convoiul în poziţia de maxim. 

Pentru altă secțiune j' a grinzii se procedează în mod similar ; construind 
linia My. şi încărcînd-o corespunzător cu convoiul de forţe se obtine My mar 

Dacă se presupune că se determină momentele încovoieloare maxime din 
toate secțiunile grinzii produse de convoiul de forțe considerat, este evident 
că una dintre valorile momentelor maxime este cea mai mare. Acest moment 
se numește moment maximum maximorum şi se notează M mar mas: 

Procedeul general pentru determinarea momentului M mar mez: aplicabil 
oricărei structuri, este cel arătat mai înainte : se delermină liniile de influență 
«ale momentului încovoietor într-un număr suficient de secțiuni ale structurii, 
linii care încăreate Fiecare în mod corespunzător cu convoiul de forţe conduce 
la calcularea momentelor maxime. Cel mai mare dintre acestea este Mpar mar 

Pentru grinda simplu rezemată parcursă de un convoi de forţe concentrate, 
se poate calcula Mmar mar fără construcția liniilor de influenţă. 

Problema determinării momentului Ma mag Presupune două necu nos- 
cute : à 

— secţiunea grinzii în care apare M mar maz; 

— poziția convoiului peniru obținerea lui M mar mar 

Grinda din fig. 6.103, a este parcursă de un convoi de forțe Pi... Pue 

Se presupune cunoscută poziția convoiului pentru care se obține Mmar mar 
și se ennsideră că acesta se produce în secțiunea k, situată sub forţa Py. 
Această poziţie a convoiului este stabilită prin distanţa v, măsurată de la 
reazemul A, distanţă ce trebuie determinată. 

Momentul încovoietar din secțiunea k are valoarea 


` Mye = Vata — Asa ; 


Mu) reprezintă momentul în raport cu secțiunea X al tuturor forțelor din 
convoi situate la stinga forţei P,. Această valoare este constantă deoarece 
distanţele dintre fortele convoiului sint invariabile. 


Din ecuaţia de momente în raport cu punctul B se obţine 


A R 
Va = (L tp ~ e) 
l 4 
deci 
R 1 
My = (l — tr + orr — Mo i 
bc Condiţia de My maz este 
PP, ORR R AM, 
1 ha ELL n AM; R a 22, + e) =0 
tisfir | -|- ea dă $ 
a k -y Su 
TER, a ; Lte 
AX Ye L— w te=0; g= (621) 
PPRS RAR Pa În concluzie, dacă se presupune că 
| | Ja | | | M mar maz S€ produce sub forța P, din 
b x convoi, trebuie așezat convoiul astfel încît 
tă Li 


mijlocul grinzii să împartă în părți egale 
i “distanța dinire rezultanta convoiului de forje 
Fig. 6.103. și forta Py 
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A ù - 

ror EEE RE PE 

în acest fe: s-a stabilit poziția convoiului în ipoteza că forța Pe Sub N 

se produce M „ este cunoscută. În realitate, forţa Px a i na 
de” accea i iată iniţia te această forță. 

ă aceei e apreciată iniţial care es orp 
cunoscută, de aceea trebuie „care. lee ji 
baza celor discutate la determinarea ul Lc tini oam dimne aeure 

ie să (i i e in 
ă că : tie una din forţele cele mai mari e 
zultă că forța P, trebuie să [orp c ae e din 
zubta i i i ra încerca pe rînd cu liecare din © n 
xezultantei. De aceea, se va încerca pe e din cele in 
vecinătatea veznltantei. În situația că forpa cea mai apropiată de rezultan 
este cea mai mare, atunci sub aceasta se produce sigur Miar mei i 
După stabilirea forţei P, ṣi a poziției convoiului, se calculează M mar mas 


ca moment încovoietor în secțiunea k 


= = U= ti + zi — Mau = 


fi - - -Al ! =) Mao = 
ci 2 2 2 2 


Ea Ai Zeii 
2 


M mar max 


i înga sau la dreupt i Pẹ atunci 
Deoarece rezultanta poale Ti la stinga sau la dreapta forței Pe 


formula devine 
(6.22) 


R ra 

M mas mea = văl. t o? — Maar 
la stinga forței Px 
a dreapta forței Pe 
l din fig. 6.104, 


Semnul plus se ia atunci cînd rezultanta R este 
(fig. 6.103, b), iar semnul minus, atunci cînd R este la 4 
i Aplicația 6.9. Să se afle M mar mar produs de convoiu 
rindă si ată de m deschidere. 
la o grindă simplu rezemată de 10 r 


80 N 
4OkN 508N 3OkN 


ni =. K 
ai i | ZSM ksh LzSm | 


a] 


Fig. 6.104. 


Fig, 6.105. 


Fie R rezultanta sistemului de forțe și tr distanţa acesteia față de suportul 


forței P}. Se obține 


E 
R = 40 + 50 + 80 + 30 = 200 kN 


50:2 + 80.4 -+ 30-6 
pi Aia aeee 
200 


Ta = =3 m. 
la distanțe egale de acestea. 


e ; šseşste într cțele P, și Pa 
Rezultanta se găseşte între forțele P, și Da acestea, adică sub Pa: 


M naz moz S€ produce sub cea mai mare forță dintre 
Poziţia convoiului este cea din fig. 6.109 

= 1155 m 
+ 2 2 + 2 


= M, =Ë (l+ o — Mun = 


M maz maz 
200. (10 + 192 — (40-4 + 50:2) = 345 KNM: 
4-10 
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i Determinarea acoperitoare a momen- 
tului maxim într-o secţiune a grinziř 
simplu rezemate. Pentru dimensionarea 
economică a unei grinzi simplu rezemate. 
supusă acțiunii unui convoi de forte con- 
centrate, este necesar a se determina mo- 
mentul maxim într-un număr suficient 
de secțiuni, ccea ce este destul de labo- 
rios. Pentru simplilicarea calculelor. în 
Fig. 6.106. special la poduri, se permite determinarea 
i acoperitoare a momentului maxim intr-o 
secțiune, în funcţie de momentul maximum maximorum, În mod acoperilor, 
se poate considera că variaţia momentelor maxime este dată de două arce 
de parabolă racordate între ele la mijlocul grinzii cu o dreaptă de lungime 
0.12 l ( fiind deschiderea srinzii), Ordonala maximă are valoarea momen- 
tului maximum maximorum (fig. 6.106). Expresia momentului maxim în 
secțiunea situată la distanţa x de reazem csle 


rai] Oul 


(parabolâ) (Parabola ) 


3 


M, = (0.88 ate 
0,1936 É 


Me = VM paz mar 
aA ` N * N 5 es Y 
Coeficientul v este dat ìn tabelul 6.1 în luneţie de raportul E = F care 
precizează poziția secțiunii în care interesează momentul maxim, 
} e 


Tabelul 6.1 
Coeficientul v 


pi sat 
» bsg 


0,05 0,214 0,30 0,899 0,55 | 1,000 0,80 70 
010 0,403 0,35 0,958 060 ; 0,992 0,85 
0.45 0,40 0,952 0,65 0,958 0,90 
0,20 703 0,45 1,000 0,70 0,899 0,95 
0,25 0,813 0,50 1,000 0,75 0,813 1,00 0,000 


La o grindă simplu rezemată, pentru un anumit tip de convoi, se cal- 
culează momentul maximum maximorum, iaf momentele maxime se obțin 
prin multiplicarea momentului M par maz Cu coeficientul corespunzător fiecărei 
secțiuni. 

Aplicația 6.10. Să se determine valorile maxime ale eforturilor A, și T; 


din convoiul dat (fig. 6.107). 
200kn} 2m} 80 
®© f f 


m, D că Ra 


dsn | im prim | m pp 


Fig. 6.107. 
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Fig. 6.108. 
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Fig. 6.109. 
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Se va utiliza metoda cinematică care conduce la aflarea directă si inde- 
pendentă a liniei de influență pentru oricare dintre eforturi. i 


Pentru Mp, construcţia liniei de influență, valorile ordonatelor și poziţiile 
"de maxim ale convoiului sînt date în fig. 6.108. Rezultă i 


Mi moz = 200-1,20 + 80-0,800 == 304 kN-m 
ME, maz = 200(—1.200) + 80(—0,800) = — 3ht kN-m. 


Pentru forța tăietoare T; construcția liniei de influenţă, valorile ordo- 
matelor și pozițiile de maxim ale convoiului sînt date în fig. 6.109. Rezultă 


TË mar = 200:0,640 -+ 80-0,427 = 162,16 kN 
TF mas = 200(—0,640) -+ 80(—0,455) = — 161.4 kN. 


7. Structuri particulare static 
determinate 


7.1. GRINZI CU CONSOLE Și ARTICULAȚII 


Urinzile cu console și articulații sint sisteme de grinzi drepte legate între 
cle. În fig. 7.1 sint arătate 3 scheme pentru asemenea structuri tip grinzi cu 
console şi articulații. 


7.1.1. CRITERII DE INVARIABILITATE GEOMETRICĂ 
ŞI DETERMINARE STATICA. 
SISTEM PURTAT ȘI SISTEM PURTATOR 


O grindă rezemală continuu pe n reazeme, dintre care un reazem arti- 
culat şi n — 1 reazeme simple, va prezenta n -+ ! necunoscute, 
` Penlru cn sistemul să Tie stație determinat este deci necesar să se 
suprime n — 2 legături interioare, lucru ce se realizează prin introducerea 
a n — 2 arlienlatii interioare. Se observă cå numărul de articulaţii coincide 
cu numărul reazemelor intermediare ale griuzii, atunci cîud nu există în- 
caslrări (fig. 7.1, a, b). Lu cazul în care există o încastrare, numărul arti- 
culațiilor introduse este egal cu numărul celorlalte reazeme, exclusiv in- 
castrarea (fig. 7.1, c). 


CEP aie a S TT JI 
TL Daa A A AAT 
Ip 
Ce Bg A. CB pd 


pe da di pa Be 


Fig. 71. i Fig. 7.2. _ 


Este de reţinut faptul că fixarea la deplasări în lungul axei structurii se 
poate realiza fje cu un reazem articulat la- teren fie cu o încastrare. 

Pentru ca sislemul să fie sLrict invariabil geometric, este necesar ca poziția 
articulaţiilor să fie judicios aleasă. Astfel, este posibil ca pe ansamblu sistemul 
să îndeplinească condiția cantitativă de invariubilitate geometrică, dar anu- 
mite porțiuni să fie mecanisme, iar celelalte să rămînă statie nedeterminate. 
Acest lucru este ilustrat în fig. 7.2, a, b. Tonte grinzile din fig. 7.2 au cîte două 
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articulaţii, ceea ce le asigură satisfacerea condiției cantitative de delerminare 
statică și invariabilitate geometrică. 

Analizate pe zone, se observă că sistemele din fig. 7.2, a, b nu sint strict 
geometric invariabile deoarece prezintă părți ce sint mecanisme (cu linie 
întreruptă sînt reprezentate posibilităţile de deplasare), restul si ructurilor fiind 
static nedeterminate. Grinzile din fig. 7.2, c. d sint corect alcătuite, articula- 
tiile avînd o poziţie corespunzătoare pentru ca structurile să lie efecliv geo- 
metric invariabile. 

Ca regulă generală privind poziţia articulaţiilor, este de observat că în 
cazul în care grinda nu prezintă încastrări, în deschiderile marginale poate fi 
introdusă cel mult o articulație, iar în celelalte deschideri cel mult două arti- 
culații. În cazul existenței unei încastrări la una din extremităţi, în deschi- 
derea marginală respectivă se put introduce două articulații (fig. 7.3). 


Fig. 7.3. 


Datorilă particularităţilor de rezemare, diferitele părți de structură au 
roluri diferile în ceea ce privește preluarea încărcărilor care le acționează. 
Sistemele cu invariabililate geometrică proprie preiau singure Loate încărcările 
care le acționează direct. Aceste sisteme se numesc sisteme. purtătoare Sau 
sisteme principale. Încărcările aplicate unui sistem purtător nu au nici un efect 
asupra restului structurii, ele. sint preluate de acest sistem și apoi transmise 
terenului de fundare. Celelalte părți din structură care au asigurată inva- 
riabilitatea numai datorită legăturilor'pe care le au cu sistemele purtătoare 
se numesc sisteme purlale. Aceste sisteme transmit încărcările lor sistemelor 
purtătoare pe care reazemă și ca atare, încărcările lor proprii produe eforturi 
şi în sistemele principale, 

În cazul grinzilor cu console şi articulaţii, grinzile purtate se numesc grinzi 
independente (grinzile 3— 4și 7—6 cin lig. 7.4, a)iar celelalte grinzi se numesc 
dependente. Sist: mul de grinzi cu console și articulații, la care grinzile inde- 
pendente alternează cu cele dependente, este cunoscut și sub numele de sistem 
alternant sau sistem Gerber (fig. 7.4, a), ior celelalte sisteme, cuo singură 
grindă dependentă, reprezintă un sistem purtător în serie sau sistem Can- 
tilever (fig. 7.4, b). ; i 


` Fig. 7.4. 


7.1.2. DETERMINAREA REACȚIUNILOR 
ŞI A FORTELOR DE LEGATURA 


Calculul reacținnilor și al forțelor de legătură din articulații se face izo- 
lînd corpurile și introducing forţele de legătură corespunzătoare în locul 
legăturilor suprimate. Se exprimă mai întîi echilibrul grinzilor independente 
pentru determinarea necunoscutelor acestor corpuri, trecindu-se apoi la echi- 
librul grinzilor dependente. 
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Sistemul allernani (fig. 7.5). Pentru forţe verticale, grinzile 7—8 şi 4—7 
sînt dependente iar grinzile 2—4 şi 7—8 sînt independente. S-au izolat cor- 
purile şi s-au introdus în locul articulaţiilor forţele de legătură iar reazemele au 
fost înlocuite prin reacţiunile corespunzătoare. Pentru fiecare corp se pot 
scrie trei ecuaţii de echilibru. Grinda 7—8 prezintă numai trei forţe necunos- 
cute (HI, Vz Vg); acestea pot fi determinale din ecuaţiile de echilibru ale 
acestui corp. 


. fi va 
pe În A 
i] v2 


Tig. 7.5. 


Ecuațiile de proiecție pe orizontală conduc la stabilirea succesivă a va- 
lorilor necunoscutelor Ja Ha Ha 

În această situaţie, pentru fiecare corp se mai pot scrie numai cîte două 
ecuații de echilibru. Se calculează reacțiunile Va, V} ale grinzii independente 
8— 4 care se aplică ca încărcări asupra grinzilor dependente 1— 3, respectiv 
4—7. Se poate trece apoi la scrierea ecuațiilor de echilibru pentru grinzile 
1—3 și 4—7 determinindu-se necunoscutele V,, Va și Va Ve 

Sistemul în serie (fig. 7.6). Determinarea necunoscutelor se face succesiv» 
începind cu exprimarea echilibrului erinzii 6—7, apoi pe rînd la celelalte 
grinzi în ordinea 4- 6, 2—4 şi 1—2. Grinda încastrată 7—2 reprezintă sis- 
temul purtător al întregii structuri. O altă grindă din sistem, de exemplu 
4—6, constituie sistemul purtător al grinzii 6—8 (care se găseşte la dreapta 
ei) fiind sistem purtat în raport cu grinzile 2—4 şi 1—2. 


Fig. 7.6. 
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7.1.3. DIAGRAME DE EFORTURI 


După determinarea rencțiu nilor. trasarea diagramelor de eforturi se face 
ca la grinzile drepte. în fig. 7.7 este arătat un exemplu. În dreptul unei arti- 
culaţii, diagrama T nu prezintă salturi ; ea se închide cu forța de legătură de 
pe grinda din stînga și se deschide, în aceleaşi secțiuni cu aceeași forță de legă- 
tură, dar care acționează pe corpul din dreapta. În cazul că în articnlaţie 
acționează o forţă concentrată P, diagrama T va avea un salt de valoare P. 
Diagrama de momente se va anula în dreptul articulaţiilor. iar momentele 
maxime se vor înregislra în secțiunile în care forpa tăietoare este nulă 
sau schimbă de semn. Valorile forței tăietoare și momentele încovoieloare 
în diverse secțiuni se calculează după regulile cunoscule. 


a i ; pn E |P 


Fig. 7.7. 


Aplicația 7.1. Se cer diagramele T și M la grinda cu console și articulații 
din fig. 7.8, a. În fig. 7.8, b sint reprezentate fortele de legătură după izolarea 
corpurilor. À 

Grinzile 1—2 şi 5—6 sint grinzi independente. | 

Grinda 1—2. Din ecuaţia de proiecție pe orizontală se obţine H, = 0 
iar din ecuațiile de momente în raport cu punctul 7, respectiv 2, rezultă 


22 L12 kN; V= = = 36 kN. 


Grinda 5—6. Se scriu ecuații de momente față de capete 


__ 574 4+302 57 -2 + 304 


= 48 kN; V= = 39 kN. 


Ecuația de proiecție pe orizontală, scrisă pentru fiecare din grinzile 6—8, 
5—6 şi 2—5 conduce la H; = H; = H, = 0. 
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Fig. 7.8. 


Se pot determina acum reacțiunile verticale ale grinzilor purtătoare 6— 6 
şi 2—5, din ecuaţii de momente faţă de reazeme 


20:9-4,5 + 48 :10,5 + 12 -1,5 


v - 148 KN 
v, 20-9:4,5 — zom — 48-15 = 68 EN 
39. i i 
V, =E 46,8 KN; Ve = 5E 78 EN. 
È i 


Verificarea calculului reacțiunilor verticale se poate face prin scrierea 
ecuaţiei de proiecție pe verticală pentru intreaga grindă, considerind legăturile 
din articulaţii solidificate 


BY, 24 — 20-9 — 57 — 30 + V, + Va -+ Vi HV: 


sau 


ZY, 291 + 36 + 68 + 148 + 468 — 78 = 0f 


Diagramele T şi M se construiesc ca la o grindă dreaptă folosind rela- 
țiile de recurenţă și relațiile diferenţiale. 
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7.1.4. LINII DE INFLUENȚA LA GRINZI 
CU CONSOLE Și ARTICULAȚII 


La griuzile cu console şi articulații construcția liniilor de influență pe cale 
analitică este mai laborioasă. În cele ce urmează se folosește metoda cine- 
matică, principiul general de Lrasare [iind același ca la grinzile drepte (fig. 7.9). 

Trebuie observat că linia de influentă este dată “de epura deplasării pe 
verticală a liniei de încărcare. 

În cazul transmiterii indirecte, linia de încărcare este constituită din lon- 
jeroni rezemaţi pe antretoaze. acestea la rîndul lor fiind așezate pe grinzile 
principale ; pentru linia de influență interesează deci epura de deplasări a lon- 
jeronilor. 


i 
g ] 

f> . 

| îcansmitere. 

pinderact 
b 
c 
d 

STe 

e 


Fig. 7.9. 


Astfel, în cazul liniei. Vg (tig. 7.9, b), lonjeronul 5—6 are un reazem pe 
grinla ABC, iar calălalt reazem pe grinda CDE. 
În epura de deplasări pe verticală, sint cunoscute două puncte (5! și 6) 
ale. acestuia, prin unirea lar stabilindu-ss epura de deplasări pe verticală a 
lonjeronului, adică tinia de influență. Aceeaşi corectie trebuie făcută și pentru 
lonjeronul 8—9. 
În fig. 7.9, c, d, e sînt arătate liniile de influenţă ale reacţiunii Vp şi 
_ale eforturilor T, şi M; pentru ambele cazuri de transmitere a încărcărilor. 
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Deosebirile dintre cele două situaţii de transmitere a încărcărilor se constată 
numai pe lungimile lonjeronilor care reazemă pe corpuri diferite. Este cazul 
ionjeronilor 5'—6' şi 8'—9 (linia Vp) 5 —4, 5 —6', 8'—9' (liniile T, şi M,). 

Scara fiecărei linii de influență se stabileşte, după cum se știe, pornind 
de lu deplasarea impusă, deplasare ce se dă pe direcţia forței de legătură și 
are mărimea 1. 


7.2, GRINZI CU ZĂBRELE 
7.2.1. DEFINIŢIE. IPOTEZE DE CALCUL 


Grinzile cu zăbrele sint sisteme alcătuite din bare drepte, articulate 
pertect intre ele in punctele de intersecție si asupra cărora acţionează incărcări 
aplicate numai în noduri (fig. 7.10). Articulațiile in care se inLilnesc barele se 
numesc noduri. t 

Ipotezele admise la calculul grinzilor cu zăbrele sint: 

— barele au axa dreaptă şi sint cenlrate în noduri; 

— la noduri se consideră articulații perfecte (fără frecări) ; 

— forţele se aplică numai la nodurile structurii, 


Fig. 7.10. Fig. 711. 


În realitate, aceste ipoteze sînt numai parțial realizate. De exemplu, 
bara i — j din fig. 7.1] are formă curbă, astfel că prima ipoteză nu este înde- 
plinită cu strictețe. De asemenea, realizare constructivă a nodurilor face 
imposibilă crearea unor articulații care să functioneze perfect, în sensul de a 
permite rotirea relativă a bare'or din nod. 

Un exemplu de alcătuire a unni nod este arătat în fig. 7.12. Barele cire 
se intersectează în nodul i sînt formate din corniere, Prinrerea acestori se 
realizează cu nituri prin interme liul unei piese numită guseu, ceea ce en aferă 
no ului o anumită rigiditate. 


Bară verticală] 


Fig, 7.12. 
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Ipoleza încărcărilor aplicate 
numai la noduri se realizează în 
bună măsură. Fiind elemente prin- 
cipale de susținere, transmiterea 
forțelor la grinzile ew zăbrele se 
face indirect, prin intermediul 
unor elemente secundare care vor 
rezema numai la noduri. 


„Pană de acoperi s 


La o fermă de acoperis (fig. 
Fig. 7.13. 7.13), elementele transversale se 

numesc pane şi sint amplasate 

numai la nodurile grinzii cu zăbrele. În mod similar se transmit forțele la 
grinzile cu zăbrele ale unui pod de cale ferată (fig. 7.110). Aici, prin rețeaua de 
elemenle secundare (lonjeroni și antreloaze), încărcările se transmit la noduri- 


N 


P P 
Sină | | Țroversă 
Lonjeron 


Lonjeron 


Antretoaz e 


Grinzi cu 
zabrele 


ay aaa 
Fig. 7.14. 


Există și incărcări de mai mică importanţă care sint însă aplicate pe lun- 
gimea barei, cum ar fi de exemplu greutatea proprie a barelor, presiunea 
vintului și altele. 

Diferenţa dintre comportarea reală a conslrucţiei şi cea rezultată din ad- 
miterea ipotezelor simplificatoare este în genera! neglijabilă. Eforturile din 
bare, determinate pe baza ipotezelor de calcul date mái înainte: se numesc 
eforturi principale. În cazul unui calcul exact sau atunei cînd nu mai apar ca 
justificate simplificările amintite (în special în ceea ce priveşte ipoteza arti- 
culațiilor perfecte), trebuie dete minate şi eforturile secundare, datorate în 
principal rigidităţii nodurilor, 

Fie o bară oarecare i — j dintr-o grindă cu zăbrele (fig. 7.15, a). Încărcările 
fiind aplicate numai la noduri, rezultă că bara i — j nu este încărcată în lungul 
ei. În locul articulaţiilor din i şi j se introduc forţele de legătură R, și R; 


i 


N 


i f 
aaa = p epep | aie 
N 
Fig. 7.16. i 


de mărime şi direcție necunoscute, suportul lor trecind prin punctul i, respec- 
tiv j (fig. 7.15, b). Bara i — j a fost izolată dintr-un sistem în echilibru, deci 


“ şi ea trebuie să fic in echilibru. Singurele forţe care sint aplicate barei sînt 


R, şi Ry. Condiţia de echilibru, exprimată vectorial, este R; + R; =0. 
Aceasta înseamnă că forțele R, şi R; trebuie să aibă acelaşi suport, aceeași 
mărime și să. fie de sensuri contrare. Trehuind să treacă prin punctele i, 
respectiv j, rezultă că suportul forţelor R; și R; este chiar bara i — j (fig. 7.15, c). 

Pentru determinarea eforturilor într-o secțiune oarecare a barei se reduc 
forțele de lu stinga secţiunii. Singura forţă de la stinga este forța R; = R 
avind ca suport axa bareii — j. Aceasta înseamnă că în orice secțiune N = R, 
T =0 şi M=—0 (fig. 7.16). 

În concluzie. dacă se admit ipotezele simplificatoare enunțate mai îna- 
inte. în barele grinzilor cu zăbrele vor apărea numai eforturi axiale (numite 
eforturi principale), Forţa axială în bară este constantă. 


7.2.2. CLASIFICARI ads a i 


Barele grinzii cu zăbrele care delimitează la partea superioară grinda 
alcătuiesc talpa superioară. Partea inferioară a grinzii se numeşte talpa infe- 
rioară, Barele verticale se numesc montanți iar cele inclinate diagonale. 
Ansamblul de diagonale şi montanţi constituie zăbrelele grinzii. În fig. 7.17 
se prezintă nomenclatura folosită în general la grinzile cu zăbrele obişnuite.. 


Diagonal 
ascendent 


Montant de 
Ti 


A ralpă interioară 
Fig, 7.17. 


Clasificarea grinzilor cu zăbrele se tace după mai multe criterii, și anume : 
După materialele din care sînt confecționate : 

— grinzi cu zăbrele metalice ; 

— grinzi cu zăbrele din beton ¿rmat ; 

— grinzi cu zăbrele din lemn. 

După geometria grinzii : 

a) geometria conturului grinzii cu zăbrele : 

— grinzi de formă triunghiulară (fig. 7.18 a): 

— grinzi de formă dreptunghiulară (fig. 7.18, b); 


3 b c 
AINN, No Ah 
d e f 
Fig. 7.18 
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— grinzi de formă trapezoidală (lig. 7.18, e); 

— grinzi de formă parabolică (fig. 7.18, d); ` 

— grinzi de formă semiparabolică (fig. 7.18, e); 

— grinzi de formă poligonală (fig. 7.18, f)- 

La grinzile parabolice şi semiparabolice barele sint în general drepte, 
modurile fiind dispuse după o parabolă ; 

b) geometria (distribuţia) zăbrelelor : 

— sistem triunghiular (fig. 7.19, a); 

— sistem N (fig. 7.19, b); 

— sistem K (fig. 7.19, c). 


Fig. 7.19. 


Clasiticarea din punct de vedere al schemei statice : 

— grinzi cu zăbrele siinple, formate prin juxtapuneri de triunghiuri (siste- 
mul triunghiular, sistemul N, sistemul K); 

— grinzi cu zăbrele compuse concepute din suprapunerea unor grinzi cu 
:zăbrele simple (fig. 7.20, a). Acestea pot fi descompuse într-un sistem funda- 
mental (fig. 7.20, b) şi mai multe sisteme supliinentare localizate în panouri 
fig. 7.20, c) care reazemă pe sistemul fundamental ; 

— grinzi cu zăbrele multiple (complexe) la care zăbretele se întretaie fără 
„ca intersecțiile să formeze noduri (fig. 7.21). 


Fig. 7.20. Fig. 7.21. 


7.23. CONDIŢIA DE INVARIABILITATE GEOMETRICĂ 
ȘI DETERMINARE STATICĂ 


Ca şi celelalte structuri, grinzile cu zăbrele trebuie să fie geometric inva- 
-riabile iar legăturile lor exterioare să le asigure fixarea la teren. 

Cea mai simplă figură geometric invariabilă este triunghiul; format din 
-3 bare legate prin articulaţii la noduri. (fig. 7.22, a). La această figură numărul 
-de bare este b’ = 3 iar numărul de noduri este n’ = 3. 
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Pentru obţinerea unui nou nod legat invariabil de prima figură sint 
necesare două bare. Astfel se obține nodul 4 prin legarea barelor 2—4 şi 3—4 
la figura inițială (lig. 7.22, b). Se observă că pentru fiecare nod nou sint nece- 
sare două bare. 


Se notează : b” — numărul de bare ataşate ulterior triunghiului inițial 
1— 2—8; n” — numărul de noduri formate cu barele b”; b — numărul 
total de bare din structură ; n — numărul total de noduri, S 
Rezultă : 


b=b +b”; n=n' +n” sau b =b—b; n =ne. 


Dar: b” = 23n”; b — b = 2(n — n’). 
Deoarece b= 3 şi n' = 3 se obține: 
b — 3 = 2(n — 3): 
b = 2n — 3. 

Relaţia b == 2n — 3 stabileşte legătura dintre numărul de bare și numă- 
rul de noduri pentru ca o grindă cu zăbrele plană să fie geometric invariabilă. 
Ea reprezintă o condiţie de orlin cnntitativ, deci o condiţie necesară, dar nu 
suficientă. Trebuie cn dispunerea barelor să asigure o invariabilitate efectivă a 
structurii, adică lrebuie ca sistemul să nu fie critic. 

Invaviabilitatea grinzilor cu zăbrele prezintă două aspecte. Există struc- 
turi care au invariabilitate proprie. La aceste structuri, poziţia relativă a 
barelor nu se modifică chiar dacă sẹ suprină legăturile cu terenul. Întreaga 
grindă formează un singur corp căruia îi sînt necesare pentru fixarea cu tere- 
nul trei legături simple. Relaţia este cei stabilită înainte, adică b = 2n — 3. 
Este cazul structurii din fig, 7.22, b. 

Alte grinzi cu zăbrele prezintă invuriabilitate numai dacă se iau în con- 
siderare și legăturile cu terenul. Notiud cu r, numărul de legături simple cu 
terenul, relaţia de invariabilitate geometrică devine 


b = 2n —r sau 2n = b 4r. 


Aceasta este forma cea mai generală a relației, grinzile cu invariabilitate 
proprie constituind un caz particular, cînd r = 8. 

În fig. 7.23, a se arată o grindā cu zăbrele (la poduri) cu invariabilitate 
proprie iar în fig. 7.23, b o grindă cu zăbrele (la turnuri) care are invariabili- 
tate numai datorită legătnrilor cu terenul. 


N 
` n=13 
b= 22 
n =10 í naci 
b=17 ' 22+4= 2x13 
r=3 
17+ 32 2x10 
9 L] b 
Fig, 7.22. $ Fig. 7.23. 
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Relaţia b +r = 2n furnizează numai o condiţie de ordin statistic, car 
titativ, de accea este necesar a se verifica şi aspeelul calitativ. al modului de 
dispunere a barelor și legăturilor cu terenul, La ambele grinzi din fig. 7.24 


relația cantitativă este verificată: b =9; n =6; r 3 deci b -+ 2n. 
În fig. 7.24, a dispoziția barelor asigură invariabilitatea sislemulu nda 


din fig. 7.24, b reprezintă un sistem În care partea 1—8— 4--? are un surplus 
de legături, în limp ce barele 3—5, 5—6, 4—6 formează împreună cu corpul 
1—3—4—? un mecanism. Barele nu sint dispuse deci în mod judicios iar sisle- 
mul nu este corect alcătuit. 


RA 


1 3 5 

2 6 d 
a ip 
a a 


Fig. 7.25. 


La o grindă cu zăbrele, necunoscutele sint constituite din eforturile în 
bare (b) și de reacțiuni (r). Considerind că se fac secțiuni în jurul tuturor no- 
durilor iar barele secţionate se înlocuiesc prin eforturile din ele, fiecare nod 
reprezintă un sistem de torţe concurente în echilibru (fig. 7.25, a, b). 

Echilibrul unui sistem de forțe plane concurente se exprimă prin două 
ecuații. Pentru o grindă cu zăbrele la care n este numărul de noduri și b 
numărul de bare rezultă : ` 

— număr de necunoscute N = b +r; i 

 — număr de ecuaţii E = 2n. pg 

Dacă N = E, adică b + r = 2n, sistemul este static determinat. Așadar, 
relația de determinare statică este identică cu relația cantitativă de inva- 
riabilitate geometrică. 


7.2.4. PROCEDEE PENTRU DETERMINAREA EFORTURILOR 
IN BARELE GRINZILOR CU ZABRELE 


La structurile static determinate metoda generală de determinare a 
eforturilor este metoda secţiunilor. Particularităţile de aplicare a acestei 
metode depind de tipul de structură. În cazul grinzilor cu zăbrele, metoda 
se prezintă sub două forme: procedeul secțiunilor oarecare și procedeul 
secțiunilor particulare (izolării nodurilor). 

Procedeul secțiunilor oarecare. Procedeul are la bază exprimarea echili- 
brului unei părţi din structură, acționată de încărcările exterioare cunoscule 
şi de forţele de legătură din barele secționate. 
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Fie grinda din fig. 7.26 căreia i s-au determinat reacțiunile. Secţiunea 
a—u szpară grinda cu zăbrele în două tronsoane. Se consideră înlăturat 
tronsonul II, iar în locul barelor secționate 1—8, 1—4 şi 2—4 se introduc 
forțele axiale Siy Dy și Ia (ig. 7.27). - 


Fig. 7.27. 


Se exprimă echilibrul tronsonului Z. Forţele care îşi fac echilibrul for- 


mează un sistem de forţe plane oarecare. Se pot scrie în acest caz trei ecuații, 
din rezolvarea cărora se obțin cele trei eforturi necunoscute. Forma cea mai 
avantajoasă de scriere a ecuaţiilor este aceea care conduce la determinarea 
cît mai simplă a necunoscutelor. În cazul de faţă, eforturile necunoscute 
rezultă din ecuaţiile de momente în raport cu punctele 7, 2 și k 


n 
X Me=0; hA,t M= 0; = Mih 
i=1 


e E 
E Mu =0; Silu + M= 0]; Sy = — Mih (7.1) 


t=a 
n 

- EMuau=0; Dule + Me =0; Dya =) Made 
iz 

Prin M, Ma şi Mp s-au notat momentele forțelor exterioare care acțio- 
nează pe tronsonul Z, deci de la stînga secțiunii a—a, în raport cu punctele 
1, 2 şi respectiv K. 

Această moralitate de scriere a ecuaţiilor de echilibru sub forma a trei 
ecuații de momente în raport cu punctul de intersecție al cîtor două din 
barele secționate este cunoscută sub numele de metoda Ritter. Din aceste 
ecuaţii rezultă expresii directe pentru eforturile din bare. 

Exprimarea echilibrului uneia din părţile obținute prin secționare se 
poate face și pe cale grafică (metoda Culmann). Procedeul constă în descom- 
punerea rezulta ntei forțelor exterioare ce acționează pe tronson, după cele 
trei direcţii ale barelor secționate. 

„Deoarece în cazul forțelor oarecare coplanare se dispune de trei ecuaţii 
de'echilibru, sectiunea a-—a poate să taie cel mult trei bare cu efort necu- 
noscut. Aceste bare nu trebuie să fie nici paralele și nici concurente în același 
punct. 
Expresiile eforturilor, obținute mai înainte, se pot particulariza pentru 
grinda cu tălpi paralele, acționată de încărcări verticale (fig. 7.28, a). 

Eforturile din barele panoului i, i +1 se determină prin secționarea 
a—a şi exprimarea echilibrului părţii din stinga. Din ecuația de momente 
în raport cu nodul i + 1, rezultă 


Sia ir Mah. 
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Fig. 7.28. 


În mod similar, scriind ecuaţia de momente în raport[eu nodul i rezultă 
Liu = Ma. 


Prin MY şi Mha s-au notat momentele tuturor forteiur de la stînga în 
raport cu punctul i, respectiv punctul i + 1. Considerînd o grindă dreaptă, 
simplu rezemată, de aceeași deschidere și încărcată cu aceleaşi forţe ca şi 
grinda cu zăbrele, atunci M, și Mp, reprezintă de fapt momentele încovoie- 
toare din secțiunea i, respectiv i +- 1 ale acestei grinzi (fig. 7.28, c). 

Pentru calculul efortului din diagonală Di, su, se utilizează ecuaţia 
de proiecție pe verticală i 


— Di, sa COS 9 +T? g0 


0 “a 
Di, isı = T$, 1/0050 (7.2) 
unde T$, ;; reprezintă suma proiecțiilor pe verticală a tuturor forțelor de 
la stinga secțiunii a—a, adică este forța tăietoare din panoul i, i + 1. 


Printr-o altă secțiune b—b se determină efortul în montantul i, folosind 
ecuația de proiecţii pe verticală a forțelor de la stinga secțiunii b—b. Această 


secțiune trece prin panoul i, i + 1 la talpa inferioară și prin panoul i, i — 1 
la talpa superioară. 
Se obţine 


"0, t o. ie 
Vi = — (TUIH + TET (7.3) 
unde T} este forța tăietoare din panoul i, i + 1, dacă ar acţiona numai 


forţele Pin? ; T} 43 — forța tăietoare din panoul i — 1, i produsă de forțele 
p™?, 
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Expresiile obținute mai înainte dau posibilitatea calculării eforturilor- 


' În barele grinzii cu zăbrele direct din diagramele 7% şi MP? ale -grinzii drepte- 


corespunzătoare. 

Procedeul izolării nodurilor. Acest procedeu reprezintă un caz particular 
al metodei secțiunilor şi constă în izolarea tuturor nodurilor prin secțiuni 
ce taie toate barele din jurul fiecărui nod (fig. 7.29). Barele suprimate se În- 
locuiesc cu eforturile axiale necunoscute. Prin aceasta, o grindă cu zăbrele: 
cu n noduri, conduce la n sisteme de forțe independente. - 

Din punct de vedere mecanic se obţin n sisteme de forțe concurente în, 
plan, fiecare sistem fiind în echilibru. 

Pentru un sistem de forţe plane concurente se pot serie două ecuaţii 


n 

de echilibru. ṣi anume ecuații de proiecţii pe două axe (5 X; = 0: £ Y,=0). 
i=1 i=1 

Aceasta Ìnseninnă că pentru toate cele n sisteme de forte concurente se dis- 

pune de 27 ecuaţii, Necunosculele fiind eforturile în bare (b) şi reacțiunile: 


cu terenul (r), sistemul de ecuaţii poate fi rezolvat dacă 2n = b +r. 


Fig, 7.29. 


Teoretic, orice grindă cu zăbrele static determinată poate fi rezolvată 
prin această metodă. Practic, metoda este aplicabilă nimai dacă este posibil 
ca sistemul de 2n ecuaţii să fie scindat în n sisteme de cite două ecuaţii, fiecare 
sistem avind numai două necunoscute, În acest fel, necunoscutele sint deter- 
minate snecesiv prin rezolvarea de la nod la nod a sistemului de ecuaţii. 
Această necesitate impune condiţia de a găsi o astfel de succesiune de izolare 
a nodurilor, incit la fiecare nod să apară numai două bare cn efort necunoscut. 
În prealabil se determină reacțiunile r prin ecuații de echilibru pentru ansam- 
blu! griazii. 

La grinda din fig. 7.29, se poate începe cu izolarea nodului 7 sau £, deoa- 
rece aici apar numai două bare cu efort necunoscut, continu înd apoi cu cele- 
lalte noduri. 


Ecuațiile de echilibru au forma : 


BX =0 XX =0 ÈX, = 
nodul 7:41 - nodul 2: „...3 modul n: © (7.4) 
,=0? Y,=0; Y;=0. 
pr : > 


: 
Cele n sisteme de cite două ecuaţii se rezolvă succesiv, obtinindu-se efortu- 
rile în bare. 

Deoarece reacțiunile au fost determinate în proalabil, ecuațiile de echi- 
libru de la ultimul nod vor constitui niște relații de verificare a calculului. 
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Fig. 7.31. 


Fig. 7.30. 


În fig. 7.30 și 7.31 se prezintă două exemple de grinzi cu zăbrele la care 
este posibilă aplicarea acestei metode, indicindu-se şi succesiunea de izolare 
a nodurilor. La grinda din fig. 7.30), reacțiunile se determină din echilibrul 
întregii grinzi, iar apoi izolarea nodurilor se face în ordinea : 2— 1—3— 4— 
6 —5—17—8—9—11—10—12— 13. 

În acest caz, o ecuaţie de la izolarea nodului 72 şi ambele ecuaţii de la 

“nodul 13 reprezintă relaţii de verificare. 

Calculul poate fi condus în mod similar începînd cu nodul 73 şi încheind 
cu nodul 2. 

Dacă numărul de legături simple cu terenul (7) este mai mare de 3, reac- 
ţiunile nu mai pot fi determinate înainte de izolarea nodului. Este situația 
din fig. 7.31. Ordinea de izolare a nodurilor şi de scriere a ecuațiilor de echi- 
libru este: 2—1—3—4—6—5—7—8—10—9. 

Din ultimele ecuaţii se obţin reacţiunile. , 

În unele cazuri, metoda izolării nodurilor trebuie aplicată împreună cu 
metoda sectiunilor oarecare. La ferma de acoperiş tip Polonceau (fig. 7.32), 
se pot determina elorturile în bare prin izolarea nodurilor, în succesiunea : 
1—3—4—5—2—6—3—9—7— 10—11. 


Fig. 7.32, Fig. 7.33. 


Acest lucru nu mai este posibil dacă ferma are zăbrelele dispuse ca în 
fig. 7.33. După izolarea nodurilor 7—2 şi 17— 10, restul nodurilor au mai 
mult de două bare cu efort necunoscut. De aceea se face secțiunea a—a și 
se determină efortul Na, dintr-o ecuaţie de momente în raport cu punctul 6, 
considerîndu-se forţele de pe partea din stînga (sau dreapta). 

După calcularea efortului Na, devine posibilă aplicarea în continuare 
a metodei izolării nodurilor. 

Bare cu efort nul. La o grindă cu zăbrele, datorită situației particulare 
a anumitor bare şi a încărcărilor, unele bare au efort nul. Aceste bare pot 
fi identificate fără a utiliza ecuaţiile de echilibru. 
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Astfel, la structura din fig. 7.34, izolînd nodul 2 şi scriind ecuaţia de pro- 
iecție pe axa: Oy, se obține N, =0. 

În mod similar se constată că și eforturile Ng; și Nyo sint nule. 

Se vor analiza în continuare cazurile în care efortul axial dintr-o bară 
este nul. 


Fig, 7.35, 


Fig. 7.34. 


1) Dacă la un nod neîncărcat alcătuit din lirei bare, două bare sînt în 
prelungire iar a treia are o direcţie oarecare, efortul din această bară este 
nul (fig. 7.35). Ecuația de proiectie pe direcţia normală la barele în prelungire 
conduce la N = 0. Ecuația a doua furnizează condiția N, = Na adică efor- 
turile din barele în prelungire sint egale. 

2) Eforturile în barele unui nod “alcătuit din două bare sînt nule dacă 
nodul este neincăreat (fig. 7.36). Direcţiile pe care se proiectează forțele N, 
şi N, se aleg normale pe direcțiile eforturilor, Se obţine: 

— proiecție pe A,: 

— proiecție pe Aj: 

3) Dacă rezultanta forţelor exterioare care acţionează întrun nod al- 
cătuit din două bare are direcţia uncia din bare, atunci efortul din această 
bară are valoarea rezultantei, iar cealaltă bară are efort nul. Cazul este pre- 
zentat în fig. 7.37. 


Astfel : 
EY, =0; Nsina =0 şi Na=0 
ENX 03 PA N, Nacosu =0 
deci N, =—P. i 


Na Na 


Fig. 7.36. 


Fig. 7.37, 


Fig. 7.38. 


Pentru o situaţie de încărcare cu forțe fixe, se poate deci preciza de la 
început care sînt barele cu efort nul. La structura din fig. 7.38, o serie de 
bare nu au efort. Astfel: nodurile 2, 2, 5, 5' fiind neîncăreate şi alcătuite 
din cite trei bare, două fiind în prelungire, se găsesc în şituaţia din cazul 1), 
deci Ny = Nyy = Nas = Na = 0. Nodurile 4 și d' pot fi și ele conside- 
rate în cazul 1), deoarece barele cu efort nul pot fi omise din alcătuirea no- 
dului ; deci Nz, = Nyy = 0. Se vede că nodul 3 se găsește în cazul 2), deci 
Nas = Nas = 0, iar nodul 3’ în cazul 3), deci Nyy’ 
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= ©. Revenind la nodurile 


5, 2 şi 2, cunoscînd că efortul este nul într-una din barele in prelungire re- 
zultă Ng = Na = Noy = 0. - 

Din întreaga grindă, penirn incărcarea dată vor lucea numai 6 bare 
(fig. 7.38). . 

Epura Cremona. S-a arătat că prin izolarea nodurilor unei grinzi cu ză- 
brele se obțin sisteme de forțe plane concurente, cărora li se aplică condiţiile 
de echilibru exprimate prin ecuații de proiecții pe două direcții oarecare, 
coplanare cu forțele. 

Exprimarea echilibrului unui sistem de forţe concurente se poate realiza 
şi pe cale grafică. Condiţia de echilibru în acest caz este ca poligonul de 
forţe să fie închis. Fiecărui nod al grinzii cu zăbrele trebuie să-i corespundă 
deci un poligon de forţe inchis. 

Dacă la fiecare nod există numai două bare cu eforluri necunoscute, 
acestea se pot determina din condiţia de închidere a poligonului de forțe din 
nodul respectiv. Etorlul din fiecare bară intră în compunerea a două poli- 
goane de forţe, corespunzătoare nodurilor de la extremitățile barei. 

Sistematizînd operaţiile şi folosind o notație corespunzătoare (notația 
Bow) se poate construi o singură figură penlru întreaga grindă. 

Se consideră grinda cu zăbrele din fig. 7.39. Determinarea reacțiunilor 
Ru şi Ry pe cale grafică se l'ace cu ajutorul poligonului de forţe şi al poligo- 
nului funicular, 

Se determină mărimea, direcția şi sensul rezultantei R a fortelor exte- 
rioare P, şi Pa, construind poligonul de forţe (fig. 7.39, b). 

Poziţia rezultantei se stabileşte ducind paralele prin punetul A (in- 
tersecţia laturilor extreme ale poligonului funicular) la direcția rezultantei 
(fig. 7.39, a). 

Pentru echilibru, rezultanta R şi reacțiunile R4 și Rg trebuie să fie cun- 
curente. Punctul de concurență Q se găseşte la intersecția rezultantei cu 
reacțiunâa R, a cărei direcție este cunoscută fiind normală la reazemul A. 

Cunoscînd direcţiile A, și A ale celor două reacțiuni, se determină 
în poligonul de forţe mărimile R, și Ry ducind paralele prin extremitățile 
xezultantei la direcţiile A, şi Ag. 


Q 
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Fig. 7.40. 


Grinda cu zăbrele este acționată de forțele cunoscute P,, Pa Ra şi Re 
(fig. 7.40, a). Notaţia Bow constă în atribuirea unui indice (cifră sau literă) 
fiecărui spaţiu exterior dintre două forţe cît și spaţiilor interioare. În acest 
fel s-au notat cele șapte spații din fig. 7.40, a, prin cifre de la 1 la 7. 

O forlă Sau un efort dintr-o bară vor îi definite prin cele două cifre afe- 
rente spaţiilor pe care le separă, aşa cum s-a procedat in poligonul fortelor exte- 


rioare (fig. 7.40, b). Ordinea în care se înscriu cifrele in poligonul de forțe 
rezultă din parcurgerea (izolarea) nodurilor într-un sens arbitrar, de exemplu 
în sensul orar. i 

Parcurgind astfel nodul A, rezultă că originea fortei R4 trebuie notată 
cu cifra 4, iar virful cu cifra 1. În continuare, forța F} va avea indicii. 12, 
deoarece desparte cîmpurile 7 și 2. Analog se notează și forțele P, și Rp 
obținîndu-se poligonul închis 4—1—2—3—4. Avînd realizat echilibrul 
exterior, determinarea eforturilor în bare porneşte totdeauna de la un nod 
care are numai două bare cu efort necunoscut, de exemplu nodul A. În acest 
nod își fac echilibru forțele 4—1, 1—5 şi 5—4. 

După cum se vede în fig. 7.40, b, forța 4— 1 este cunoscută. Cunoseind 
direcţiile eforturilor 1—5 şi 5—4, se determină punctul 5 ducînd paralele 
din punctul 1, respectiv din punctul 4, la aceste direcții. Poligonul 4—1—5—4 
reprezintă echilibrul nodului A, iar segmentele 4—5 şi 5—7 măsurate la 


` scara forţelor sînt tocmai eforturile căutate. 


Trecind la nodul B, se cunosc forţele 5—1și 1—2 şi urmează să se de- 
termine eforturile 2—5 și 6—5. Prin punctul 2 se duce o paralelă la bara 
BC iar prin punctul 5 la bara BD, la intersecția lor aflindu-se punctul 6. 
Urmează să se stabilească punctul 7 din echilibrul nodului C sau D. Pentru 
verificare, poligonul 7—83, 3—4 şi 4—7 trebuie să fie închis, deoarece re- 


prezintă echilibrul nodului E. 
Mărimile eforturilor se obțin măsurînd la scara forțelor segmentele co- 


respunzătoare. Este important însă de precizat semnul eforturilor și anume, 
dacă o bară este întinsă sau comprimată. Pentru aceasta se parcurge nodul, 
în poligonul forțelor, în sensul orar adoptat și se transpune sensul efortului 


243 


pe schema grinzii. Dacă sensul efortului este dirijat către nod, bara este com- 
primată ; în caz contrar, ea este întinsă. 

De exemplu, poligonul corespunzător nodului D trebuie parcurs în sensul 
5—6—17—4—5, deoarece astfel sînt dispuse cîmpurile din jurul acestui nod, 
corespunzător sensului orar adoptat. 

Transpunind aceste sensuri la barele ce alcătuiesc nodul D, se vede că 
eforturile 3—6 şi 7—4 sint de compresiune, iar eforturile 4—5 și 6—7 sînt 
de intindere. 

Aplicația 7.2, Se cer eforturile în barele grinzii cu zăbrele din fig. 7.41. 


Naa=3775  Nag 


Reacţiunile au valorile : V, = 126,25 kN ; H, = 40 kN ; Vi = 133,75 kN. Fig. 7.44. 
SOkN Din rezolvarea sistemului de ecuaţii se oblin valorile N, = — 56,9 KN; 
Nig = — 302,5 kN. 


Din echilibrul nodului 2 rezultă că No = Na = 3775 kN. 
Nodul 4 (fig. 7.41) 
EX: = Nas — Na — Nu cosa = 0 
Nis = 377.3 — 56,9-0,987 = 323,3 kN; 
EY; = Ny t Na Sina = 0 
Na = 56,9:0,351 = 20 EN. 
3 dig. 7.45) 
EX: = Ny cos g — Naa C08 + Nag cos B = 0 
0,937 Ng; + 0,800 Nas + 302,5-0,937 = 0 
EY; = Na sina — Ny sina — Ng — Ny sin p — 60 = 0 
0.351 Nas — 0,600 Nas + 302,5-0,351 — 60 — 20 = 0 
Nas = — BO kN; Na = — 226,5 KN. 


450m 


Nodul 
Fig. 7.41. 


Eforturile din barele situate la stînga montantului 5—6 se vor determina 
prin metoda izolării noiurilor. 

Barele 1—2 şi 1'—2' au efort nul. 

Nodul 0 (fig. 7.42) 

Ecuațiile de echilibru sint : 


EY, = 126,25 + Nu sina = 0 


Nodul 5 (fig. 7.46) 
ESP EN; = Na cos a — Nag eos e = 0 
Nas = Na = — 226,5 kN; 
EX; = No + No cosg — 40 = 0 Na = Nas 6,5 N: ; 
EY; = — Ne — Na sina — Ny sing — 60 = 0 


= —(— -0,9 A 5 3 
EE A E N N; = (226,5 + 226,5)-0,351 — 60 = 99 kN. 


Metoda secțiunilor oarecare va fi aplicată pentru determinarea efortu- 
rilor în barele panourilor 6—4 și P— 7. 


Sectiunea I—II (fig. 7.47) 
Echilibrul părții din dreapta secţiunii I—T se exprimă prin trei ecuaţii 


o 


- de momente în raport cu punctele 0, 3! și 6. 


A N 
Vo 26,25% da 4 © 
Fig. 7.42. Fig. 7.43. i s$ 
Nodul 1 (tig. 7.43) ! i- ip 
ENX, = Np cosa + N, e034 — No COSA = 0 i A A 4 


Nis + Na +360 =0 
ZY, = Ng sina — Nuasing — Na sina — 40 = 0 


0,351 Ns — 0,351 N, + 360-0,351 — 40 = 0. 


vp2133,75 N 
Fig. 7.47. 
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Se obține: 
— Neg do — 6-8 -+ 29-3 — 40-4 + 20.1,5 =0 
do = 12 sin 8 = 12-0,6 = 7.20 m 


Nas hy — 00-4 — 20-3 — 40-8 — 201,5 + 133,75-12 = 0 


955 


N = — = — 226,9 kN. 


45 cosg 
Aceeaşi valoare a efortului Na. a fost găsită și din izolarea nodului 5. 
Secțiunea II—III (fig. 7.48) 
Se scriu ecuaţiile de momente în raport cu punctul 4' și respectiv 0, 
rezultind : 
Nyy hy — 40-4 — 20-15 + 133,75-8 =0 
Nini eee EDO 2913 EN 
3 cosa 
Naa8 — 40-4 + 20-15 =0 
Neg = E = 16,2 KN. 
Secțiunea III—III (Lig. 7.49) 
Ecuațiile de momente în raport cu punctele 7”, respectiv 0' conduc la: 
Nara 1,5 — 133,751 = 0 
Be 
Nyy = E = 357 kN 


— Nae dy — 40-4 + 20-15 =0 


130 _ — — 46,3 kN. 


Noir 
ui 48 sin a 


Eforturile Ny% şi Nyy se obțin din izolarea nodului 0' şi au valorile 


Nyy = — 380,7 EN; Nos = 357 kN. 


133,75kN 


Fig. 7.49, 
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Aplicația 7.3. Să se determine eforturile din barele grinzii cu zăbrele din 
fig. 7.50. Grinda are tălpile paralele și este încărcată cu forțe verticale. 
s A r. Nyy = Nw 
Sint cunoscute : No = Nor = Nar = Nyi = Now = Nro 3 0 g 
În fig. 7.50, b, c s-au trasat diagramele TO şi AI pentru grinda dreaptă 


corespunzătoare. 


Se obfine : 


; Ma 1550 411 kN 
Se Saa S 41 
Ma 2 050 45 
e e = MM 456 KN 
Sin = Sirr h 3 ăi 
M 1075 t 
= 2 — 939 kN 
l= he EEE Se 239 KN 


D = fa 215 2 332 kN 
or sina 0,669 

Pea Ta — RN 
13 sinx 0,669 

D Tos Su 119,5 kN 
2411 sina 0,689 
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0,669 
-160 ir aa 
= 239 EN 
0.869 
— 250 Las, d 
e a E sa = 874 kN 
0,669 


și direct de la noduri: Va — 60 kN; Van = 120 kN; Viw = 90 kN. n 


7.2.5. LINII DE INFLUENȚA LA GRINZI CU ZABRELE 


Metoda funcţiilor de iniluenţă (metoda analitică). Se consideră grinda cu 
zăbrele din fig. 7.51, încărcată cu forța P = 1 mobilă, Pentru determinarea 
liniilor de influenţă S, 7, D, se va secționa grinda şi se va exprima echilibrul 
părții din stînga (fig. 7.51, «). 

Echilibrul se va exprima prin ecuații care să conțină fiecare numai cite 
o necunoscută. Aceasta este posibil dacă, pentru fiecare bară cu efort necu- 
noscut, se scrie o ecuație de momente în raporl cu punctul de intersecţie al 
celorlalte două. 


Fig. 7.51. 
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$ dcr dea , AT ¿ NEA , ay 
“se obţine din linia de influență Va prin multiplicarea acesteia cu i 


Linia de influiență a eforlului S (fig. 7.51, b) 
Scriind : EMF = 0 rezultă Sd; + M; = Oşi expresia funcţiei de influență: 
M 
d 


Ss = — (7.5). 


Prin M; s-a notat suma momentelor tuturor forţelor dela stînga secțiunii, . 
exclusiv momentul efortului S. Cind forța P = 1 parcurge linia de încăreare,. 
M, reprezintă linia de influență a momentului încovoietor în secțiunea i a 
unei grinzi drepte, simplu rezemate, de aceeași deschidere. Pentru obținerea 
linici de influenţă a efortului S. trebuie deci ca ordonatele liniei de influență 
M, să fie impănrțite la cantitatea di. 


Cind calea este la talpa inferioară, linia de influenţă esLe de formă tri- . 


: ci di Ruta ab; a A Fi 

unghiulară, iar ordonata maximă are valoarea =+, înregistrindu-se în 
i 
dreptul nodului i. 

Dacă grinda cu zăbrele este cu calea sus, atunci încărcările se transmit 
la nodurile tălpii superioare (nodurile A, 7, 3, B) şi linia de influenţă a efortului 
S are forma A’, 7, 3, B' (Lig. 7.51), linia continuă). 

Linia de influenţă a efortului T (fig. 7.51, c). Ecuația de momente în raport 
cu punctul s(/) este de forma 


M; 
d, 


EM! =0; ld, + M, =0; I= (7.6) 
unde Af, este linja de influență a momentului încovoietor în secțiunea s a 
grinzii drepte simplu rezemate, de aceeaşi deschidere. 

Ordonata maximă se înregistrează dacă grinda are calea sus (anas = 
__ ab 


id, 
În cazul transmiterii iucăreărilor la talpa interioară (cale jos), linia: 


de influență J are variația 4, 2, 4, B) şi este reprezentată punctat în 
fig. 7.51, e 

Linia de influență a efortului D (fig. 7.51, d). Tálpile I şi § se inter- 
sectează În punctul k, faţă de care se serie ecuatia de momente pentru Fiecare 
din cele două corpuri obţinute prin secționare 


SM =0; Ddy + M, =0. a (TT) 


Me 
Se obține D = — Aa 


tle _ 

Se consideră că forţa ‘p = 1 se găseşte la dreapta secțiunii. În acest caz, 

este convenabil de exprimat echilibrul părții din stinga secțiunii, deoarece 

pe această parte acționează, în afara efortului D, numai reacţiunea Va Deci 
My == — Vat Înlocuind această valoare se obţine 


Aceasta inseamnă că la dreapta sectiunii, linia de influență a efortului D 


k 
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Dacă forța P =1 se află la stinga secțiunii. din echilibrul corpului din 
dreapta rezultă 


M; [Vl 09] = Val t ta 
Bea ay 
adică : D = — Va—— 
dg 
` Sb co oree tiena x z -ony ETRE ER i = ne 
coer ce înseamnă că din linia de influență a reacţiunii Va multiplicată cu 
$ 


se reține en fiind linia D, portiunea de la stinga secțiunii. 
Se observă că 


a dira 
de f; 
a +a 


deci cole două drepte. reprezentînd linia de influenţă D la slinga și respectiv 
Jla dreapta nodurilor vecine secțiunii, se intersectează pe verticala punctului k. 
Pentru cale sus. uodurile vecine secțiunii sînt nodurile 1 și 3, iar linia de in- 
fluentă este 4'7'3'0'. În celălalt caz (cale jos), nodurile vecine secțiunii sînt 
nodurile 2 şi 4 şi linia de influenţă a efortului D va fi reprezentată de variația 
A'L B (fig. 7.51, d, linia punetată). 

Foarte frecvent sînt intilnite grinzile cu zăbrele cu tălpi paralele. Pentru 
acest caz particular, s-a arătat anterior că la forţe verticale eforturile în bare 
pot fi calculate în funcţie de eforturile T şi M într-o grindă dreaptă simplu 
rezemală, de aceeași deschidere, încărcată cn aceleași forțe. Astiel, printr-o 
seoţionare 7—7 a grinzii (fig. 7.52, a) se pun in evidență eforturile 5, 7. D. 
Pentru delerminarea lor se scriu ecuațiile de echilibru alespărții din stinga 
și se obţine s 

s M, i M, A Ta 


h h sina 


Ìn mod similar, secționind 
după 2—2 se delermină elortul 
V din ecuația de proiecție pe ver- 
1icată a tuturor fortelor de la 
stînga sectiunii 2—2. 


Vii ae 


Secţiunea 2—2 trece prin 
panouri diferite la nivelul celor 
două tălpi, de aceea forța tăie- 
toare trebuie considerată pentru 
fiecare poziţie a căii în panoul 
prin care trece secțiunea 2—2. 


Dacă încărcarea grinzii este 
constituită dintr-o singură forţă 
P — 1 care parcurge linia de în- 
cărcare, atunci Ma M, şi T re- 
preziută liniile de influență ale 


eforturilor respective ìn secțiunea 


rezemate. 
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corespunzătoare a grinzii simplu 


Linia. S (lig. 7.52. b) se obține din linia de influenţă a momentului M, 
prin schimbarea semnului şi împărțirea acesteia la înălțimea h a grinzii. 


Ordonata maximă se inregistrează în dreptul secțiunii i şi are valoarea 
ab, 


Bmar = Atunci cînd nodurilor de la talpa superioară le corespund pe 


ih 
verticală noduri la talpa inlerioară, linia de iutluență are acelasi aspect, 
indiferent de poziția căii pe grindă. $ 
Linia I (fig. 7.52, c) rezultă asemănător liniei S, prin împărțirea liniei 
a,b, 
Tm 
Linia D (fia. 7.52, d). Datorită transmiterii indirecte a încărcărilor la 
noduri, nu se paale vorbi de forță tăietoare într-o anumită secțiune ci de 
forță Lăieloare dintr-un panou. 
În czul liniei de influență a efortului D, trebuie considerată linia de in- 
fluenļă a fortei tăieloare din panoul diagonalei, multiplicată cu cantitatea 
1 


sing 


M, la înălțimea grinzi, deci ordonita maximă va ti Amar 


. La dreapta și la stinga panoului diagoualei D, linia de influență are 


acelaşi aspect ca cel al liniei . Deşi se obţine din linia de influenţă a 


sino 

forţei tãietoare dintr-a secțiune a unei grinzi simplu rezemate, linia efortului 
D nu prezintă discontinuitate (salturi), aceasta datorindu-se transmiterii 
indirecte a încărcărilor. 

Aplicația 7.4. Lu grinda cu zăbrele din fig. 7.53, a să se traseze liniile 
de influență ale eforturilor Napr Nio Nir 

Reacțiunilor V4 și Vy Ii se atribuie sensurile din fig. 7.53, a. Din ecuaţia 
de proiecție pe orizontală rezultă : H = 

Se izolează nodul „A şi se seriu ecuaţiile de echilibru, obținìndu-se (fig. 
7.34) 


(N a + Nas) siu a = 0 
Nyu =N 
RY, = Va tt (Na + Nag) cosg = 0 
Vi P32 gcosa =0 
1 


Aros W: 


2 cosa 


Linia V, fiind cunoscută, se poate obține deci linia N, din aceasta prin 
A Li d 


schimbarea semnului și multiplicarea cu i 


2 casg 
7 1] Le 1 2.7 7 
i 2 cosa 2 cosa’ h 2 cosx . 6 12 cosa 
1 1 1 
n 2 | 6 ) 12 cosa | 


Pentru obținerea liniilor N, și Nur se izolează nodul 7 (fig. 7.55) 


ZX; = Np + Nia sing =0 


va A Va 
= sin x tga. 
Faa iz 


2 cosg, 


Ny = — Na Sina 
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o 
b 
g 
d 
Fig. 7.53. Fig. 7.55. 
Linia N,g este reprezentată în fig. 7.53, e şi are următoarele ordonate 
caracteristice 
1 i ei 7 
== = — — lo g = — tg a 
Na z sai n" gi a8 
1 1 
= -f — >] tga = — — tg o. ' 
Tm 2 ( z] ga 3 15 
EY; = Ny — Na cosa =0 
a Y 
T, — N- $ A A 
Na = Na coso oa na 5 
În fig. 7.53, d este arătată linia Ny 
1 17 7 
i: goa 2 6 12 


În mod similar se pot determina liniile de influență 
celelalte bare. 
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şi ale eforturilor din 


Metoda cinematică (deplasări vie- 
tuale). Construcţia liniilor de influență 
pe baza principiului lucrului mecanic 
virtual se face asemănător celor ară- 
tate la grinda dreaptă. În barele grinzii 
cu zâbrele apar numai eforturi axiale, 
de aceea suprimarea legăturii pe di- 
reclia forței axiale este echivalentă cu 
secționarea completă a barei și intro- 
ducerea efortului N. Se obține astfel 
un mecanism cu un Singur grad de 
libertate. 

Epura de deplasâri a liniei de Ìn- 
cărcare pe verticală, măsurală la o 
anumită seară, reprezintă linia de in- 
flnenţă a efortului considerat, 

Linia S. Se consideră grinda cu 
zăbrele din fig. 7.56, a Se suprimă 
bara introducindu-se efortul $. Meca- 
nismul are un grad de libertate ṣi este 
alcătuit din două corpuri (Z, ID). Centrele de rotație 0, 1 şi 1, 2 se cun ose iar 
centrul absolut Ø, 2 se determină pe bizi tesremsi eoliniarităţii. 

Se dă o deplasare pe direcţia etortului S, în sens contrar acestuia. Aceasta 
Înseamnă că noslucile de la extremităţile barei suprimate trebuie să se depăr- 
teze unul faţă de celâlalt. 

Deplasările celor două no'luri, măsurate pe direcţia efortului S, se no- 
teuză cu 8, respectiv 33. Forţa P = 1 se găsește pe linia de încărcare într-o 
poziție oarecare. 

Sistemul fiind în echilibru òL = 0 


Fig. 7.56. 


S= y 


èL = — SO +% Z. 
(3, + 2) 3.43; 


(7.8) 


ly =0; 


Pentru toate pozițiile încărcării P = 1, mărimile y reprezintă deplasările 
pe verticală corespunzătoare, adică tocmai epura de deplasare pe verticală 
a liniei de încărcare. Alegind deplasarea relativă (3, + 3.) de mărime uai- 
tară se obține 

S=—y. 

Linia de influenţă este identică valoric cu epura de deplasări pe verticală 
a liniei de încărcare, dacă deplasarea dată pe direcția legăturii suprimate 
are mărimea unitară. 

Seara liniei de influenţă se stabileşte găsind o corelaţie între deplasarea 
(3, + 83) = şi un element al epurei de deplasări pe verticală. Se observă că 


ò, = Oidi; da = Oodd; 
3, + Sa = di0, + 02) = diba = 1 
1 
Diz R a 


unie ð, reprezintă unghiul de rotație relativă dintre cele două corpuri iar 
d, este distanţa de la centrul de rotaţie relativ (1, 2) la bara suprimată. 
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Cunoscind pe 0.2, se poate calcula orice altă mărime a liniei de 
influență. 


Astfel : 
b 1 
Bab; =l; Be 
2 1 
: RG l d 
i 1 
igli = Aal; 0, = F 
i 
b 1 a,b 
Timar Ba; A s d h = Ta 
i i 
sau 
a, 1 a,b, 
KETEJ ëb; 5 Er bi = TE 
i E 


Trebuie avut in vedere că linia de influență este dată de epura de 
daplasări pe verticală a liniei de încărcare. Cind grinda cu zăbrele este cu 
cale sus, se consideră în epura de deplasări nodurile de la Lalpa superioară, 
iar în cazul căii jos, nodurile de la talpa inferioară. 

Linia de influență S este prezentată în fig. 7.56, b cu linie întreruptă 
pentru cale jos și cu linie continuă pentru cale sus. 

Linia I (fig. 7.57), Se procedează ca 
şi la linia ae influență S. Scara liniei de 
influență rezultă din relaţia 


bu = îi 
Dar, 
Obs = Ol; 6, =+ = 
Oza, = Oal; Bg = A 
hmaz = by ds = A i é 


Linia D (fig. 7.58). Prin suprimarea 
diagonalei se obține un lanț cinematic 


format din patru corpuri. 

Se cunose următoarele centre de ro- 
tație (0,1), (2,4), (24), (1,3) ṣi (29). 
Celelalte centre se determină in succesiu- 
nea următoare : 


(1,2) 28 — 34 — 12 00,2) L reazem corp H 
0,1 — 1,2 — 0,2 


Osda 


24 — 1,4 — 1,2 


— — 0, 0,1 — 1,4 — 0,4 
(0,3) 0,1 —_ 1,3 3 (0,4) 1 4 
0,2 — 23 — 0,3 0,2 — 24 — 04 
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Q 
q 
AA 
N 
pa 


aa 


%, 


[za 
și 
y 
D 
5 
al. 


Li 

[e i 
5 

w 
aj 
=| 
pE 


+ 


Fig, 7.58. 


Deplasarea se dă astfel incit punctele (7,4) şi (2,3) să se depărteze 
cu cantitatea 3 = 1. Corpurile 7 și II se rotese relativ în jurul centrului 
(1,2), deci: 


de unde rezultă 


di 
Aplicația 7.5. Să se traseze liniile de influenţă ale efor turilor” S, I, D, V 
din barele grinzii cu zăbrele din fig. 7.59, a. Se va utiliza metoda cinematică.. 


Linia $. Mecanismul obținut după suprimarea barei este arătat în fig.. 
7.59, b iar linia de influență în fis. 7.59, e 


1 1 
EEE 
iti aS 
168.2 = 240 
6.2 19 AG sat 
1 o B y 3 9 
80,7 = 240 
8 8 1 fr 
E A Ta 
iSo em a a 
2 16 
Nmaz = 0'8 = 8 = 
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Linia I (fig. 7.59, d, e) 


1 
PRE SIR 
E h 


Se obține apoi 


200, = 210; 
A 20 2u 1 Ec) 
= U, = ü =- — 
g Ee ap Cak ag 
ie 240, 
| oeri La Tint 
l 
! 
[i 


« toa 10 
Vimar 63-20 = T EN în 


Linia D. Mecanismul din fig. 7.0. f este 


de rotație relativă (74, 2) se obţine din condiţiile urmăloare : 


ra 
alcătuil din 6 corpuri. Centrul 


(1.2) Jo = 29 = 12 
Lè -- 2,4 — 12 j 
Cele două drepte care determină centrul (7. 2) sin paralele, deci centrul 
(1, 2) se găseşte la infinit pe directia orizontală. 


Cumnoscindu-se pozilia centrului (7, 21 se poate trece la determinarea 
centrului (0, 7) astfel : 
(0.1) dJ reazerm si:nplu 
02 1207. 
Cea dea doua dreaptă rezullă ducind o orizontală prin punctul (0,2). - 
ori iaz y Colelslte eentre de rotație se determină astfel: 
RART AZ EX aj pă astiel : 
A (AS Re A XI (3.5 pe Ea A EC 
DN = Aee cezizie a 
Centrul relativ 3, £ se găsește la infinit pe direcţia verlicală 
CO1 — Bd 0d 


Pi 
Deoarece centrul (1.2) se găsește la infinil, corpurile 7 și 27 sìnt paralele, 
adică 6, = 02. 
Linia V. Priu suprimarea barei se obține mecanismul din fig. 7.59, h. 
Relaţiile cu care se determină centrele de rotaţie au aceeași formă ca la linia 
de influentă a efortului D. 


PI — L3 — 05 
(0.3) ? (0.4 
0.2? — 23 — 02 |o. — 3,4 — 0,4 
l; (9,3) fi reazem simplu (0 pips reazem simplu 
mal 2 „0 
KINLA z 5 $ i 
A 01 — 1.5 — 0,5 0,2 — 2,6 — 0,6 
ANA l A | l 
S01 | ri dA | Notind cu d, distanţa de la centrul (7,4) pină la diagonala D, se obţine 
1 “| 
ba =~; d= 4sinọ; = 
ca d? s Smaa baa Esing 
j 0,8 1 1 1 
D. = 4,80, ; 5 " 2 
| SO 45 da ý 0, 1.8 aa 6 A sin o 21 sin e 
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17 — Mecanica construcţiilor — cd. 39 


Fig. 7.59. 


Montantul fiind vertical, deplasarea virtuală unilară se va da pe direcția 
verticală. Punctele de la extremităţile montantului vor avea o «deplasare 
relativă pe verticală de mărime 1. Aceasiă cantitate apare direct în epura 
de deplasări verticală determinind scara liniei de influență 


F: 1 1 


7.3. ARCE STATIC DETERMINATE 


73.1. DEFINIȚII. NOMENCLATURĂ. CLASIFICARE 


Arcele sint þere ew axe după o curbă plană si sint încărcate in pl: nul 
curbei. În general. încăvcările aelianează în sens invers convexilăţii arti. 
ceca ce face să se dezvolte in rezemări (ìn alară de ercul simplu rezemal). 
împingeri laterale (componente arizanlale ale reacțiunilor, tig. 7.60, ab- 
De aceea, în scețiunile transversale ale arcelor se dezvoltă eforturi axiale 
de compresiune cu efecte mai importante decit momentele incovaieloare şi 
forţele lăictoare. 

În alcătuirea structurilor de rezistență pentru construcii se folosesc arce 
cu curbură mică, 1j < 148 {v. lig. 7.60, a), caz în care se poate admite ipo- 
teza secțiunilor plane a lui Bernoulli şi formula lui Navier pentru calculul 
eforturilor unilure 5 din momenle încovoietoare. Secțiunile transversale ale 
arcului sint solicitate la compresiune excentrică. 

La arce, nomenclatura obișnuită este următoarea (lig. 7.60, b): 

Punctele de rezemare la teren (A și B) se numesc naşterile arcului, linia 
ARB se numește linia nașterilor. Punctul cel mai depărtat de linia nașterilor C 
se numeșle cheia arcului, care la arcul cu trei articulaţii coincide cu arlicu- 
lația interioară. 

Distanţa pe orizontală între nișterile arcului (l) se numeşte deschiderea 
arcului iar distanța pe “erticală intre cheie și linia nașterilor (fi se numeşte 
săgeata arcului. Raportul dintre săgeată şi deschidere (f/f) se numeşte coefi- 
cient de înălțare, E 

Faţa exterioară (convexă) poartă numele de extradas, iar cea interioară 
(concavă) poartă numele de intrados. i 

Secțiunile transversale ale urcelor pol fi constante sau pot varia după 
anumite legi. Arcele pot avea sceţiune plină sau discontinuă cum este in cazut 
arcelor cn zăbrele (grinzi cu zâbrele cu nodurile tălpilor așezate pe curbe, 
fig. 7.60, c). 

Arcele la care înălțimea secțiunii este mai mică decît lățimea se ma: 
numesc şi bolți (plăci groase curbe). În general, în construcţii se folosese 
arce la care inălțimea secțiunii h-z 1710p. 


Extrados 


c 
a 


E 


~ a b č 
Fig. 7.60. 


intr 
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ňturi şi modul de rezemare, este următoarea : 

ic determinate: arcul simpla rezeiat (fig. 7.6ł, a), arcul 
cu trei articulații (fig. 7.61, b), la care împingerile sint preluate de a ia ia 
7.6), c}, cure se foloseste cînd reazemele nu pot prelua 


numărul de le 


arcul cu tirant (fig. 
împingerile ; | a Paz 
— arce static nedeterminate : arcul dublu articulat (ig. 7.61, d). arcul 


Fo ver 1 
| Clasificarea arcelor din punctul de vedere al schemei statice, adică după 
| cu tirant (fig. 7.B1, e), arcul dublu îneastrat (fig. 7.61, f) 


FUM 


î o ti b 
| 
| j da 
l d AE e i 
Fig. 761. 


Bare curbe se mai întiinesc ca elemente componente in pp a ud 
de rezistenţă. cadre cu bare curbe (fig. 7.62. a), arce continue (fig. 7.62, ) ete. 


73.2. RELAŢII DIFERENTIALE ÎNTRE EFORTURI ȘI INCĂRCĂRI i 

Eforturile într-o secţiune se delinese față de un sistem de axe praprit 

secţiunii formate din tangenta la arc. normala in planul arcului şi noA 

pe planul arcului (fig. 7.63, 4). În raport cu acest sistem de axe erare 3 

T si M se definesc ca la bara dreaptă, cu observația că la arce direcțiile tor 
variază de la o secțiune la alta. De aa | 

Pentru stabilirea relațiilor diferenţiale între incăreări. și par 

scriu condițiile de echilibru pentru nn elemenat infinitezimal de are, ds (fig. 

` 7.63, b) Pe acest element, rezultanta incârcării distribuite pds se descompune 

.63, b). Pe aces 5 


în componenta normală prds şi langențială pds. E 


pés M+dM 
pds pe N +dN 
pdS5:3 T+dT 
F 
N 
b 


Fig. 7.63. 
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PON 


La capetele elementului vor acționa etorturile N. T, M şi respectiv 
N + AaN. TdT si M-AM, unde dA, AT şi dV reprezintă variațiile efortu- 
rilor pe lungimea elementului ds. Ecuațiile de echilibru, proiecţiile pe normala 
şi tangenta corespunzătoare feţei din dreapta şi momentul în raport cu centrul 

de greutate ul acestei fețe sînt 
N HAN — N cos dia — T sin dọ b pe ds cos dalt 2. pu dx sin do! 
T AT T cos de + N sin de + pa ds cos do; in de 
U — M — AM- Tesindo — NoU — cosd g Sin dp/2-- 

-= pi ds e(l -- cos do;2}-- D. 


2 = pu 


Li 
7) — Pus 


Cum ds = ș dọ fẹ fiind raza de curbură considerată constantă pentru 
elementul 05), sin dy = dp, cos do w 1 și neglijind intiniţii mici de ordin 
superior. rezultă 


AN T ar N UWO 5 
z Prg $ = -- pp t; =-= = T. (7.9) 
ds p dls £ ds 
Particulariz ind aceste relaţii pentru p == 1%, se regăsesc relaţiile diferen- 


tiale de la hara dreaptă. 

Utilizarea acestor relaţii ln Lrasurea diagramelor de eforluri la bare 
curbe este incomodă datorită intervenției razei de curbură și raportării la 
elementul ds de pe curbă. De aceea, în general, la arce diagramele de eforturi 
se trasează calculìnd eforturile într-un număr suficient de sectiuni ale ar- 
cului (10—20 secţiuni). 


7.3.3. EXPRESIILE GENERALE ALE EFORTURILOR 


La arce statie determinate, reacțiunile se determină ca la cadre pe baza 
ecuaţiilor de echilibru statie. Convenţia de semne pentru etorluri adaptată 
la bare drepte se foloseste şi la arce. 

Presupunind reacțiunile determinate, se pot slabili expresiile generale 
ale etorlurilor într-o secțiune oarecare j prin reducerea fortelor din stinga 
secțiunii în centrul de greulate al secțiunii (fig. 7.64). O turţă oarecare F; 
acționind în punctul de coordonate (xa y;) se consideră prin componentele 
ei Pis şi Pip Expresiile eforturilor într-o sectiune oarecare j de coordonate 
(2 pi) şi înclinare p) sint 


Î i i 
= — Vasin p; + (X Piy) sin o; — Ha cos 9; — (SP) cos Pj 
` A A 


I 


i i 
T; = Vacos 9; — (Pr) cos 3; — Hasin g; — (BPa) sin g; (7.10) 
a 


fi i 
Mi Vat; ZPko x) — Hai Pra) — Di) 


Aceste eforturi pot fi exprimate în funcție 
de eforturile 70 și M9 ca la o grindă dreaptă 
simplu rezemată avind aceeași deschidere cu arcul 
și aceleași încărcări ` 


i 


i 
N; = =T} sin o; — (Ia + È Pi) cos 9; 
A 
T; = 19 cos o; — (Ha + SPa) sia oy (7.11) 
a 


i 
M; = M} — Hagy EPa — y 
a : 
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Aceste expresii uenerule se vor particu- 
lariza În continuare pentru arcul simplu 
rezemat şi arcul cu trei arliculații supuse la 
încărcări verticale. 


7.3.4. ARCUL SIMPLU REZEMAT 


Pentru aren) simplu rezemal cu Încăr- ba Da E d i] 
cări verticale (fig. 7.05) componentele ori- P 
zoutale ale reacțiunilor sìnt nule (Ha = | | 
= Hp = 0). 

Reacțiunile verticale se oblin din ecu- 
alij de momente în raport cu naşterile A și B 


B B 
Va = SP Ve = D Pai/l 
a A 


Expresiile eforturilor într-o secțiune 
oarecare j a arcului vor fi (Ha = 0, Pi, = 0 
în expresiile generale) 


N; = —D9 sin pj; Tj = 19 cos oj; A = M9 


în care TO şi M$ sint eforturile în secțiunea j pe grinda simplu rezemală echi- 
valentă (fig. 7.65). 

Din aceste expresii se vede că pe arcul simplu rezemat cu încărcări ver- 
ticale se dezvoltă aceleaşi momente iîncovoietoare ca pe prinda simplu re- 
zemată. Deci arcul simplu rezemat, neavind împingeri, din punctul de vedere 
al momentelor încovoietoare nu lucrează mai avantajos decît grinda simplu 
rezemată. Diferența este că în arc apar şi eforturi axiale, forța tăietoare de 
pe grinda simplu cezemată fiind egală cu rezultanta etorturilor N; şi T}; 
din arc: (T9 = N} + T$- 


7.3.5. ARCUL CU TREI ARTICULAȚII 


Pentru arcul cu trei artienlaţii avînd nașterile la acelaşi nivel şi încărcări . 
verticale (fig. 7.66, «) reacținnile verticale se determină din ecuații de mo- 
mente în raport cu nașterile, iar împingerile, din ecuația de moment înco- 
voietor nul în articulaţia de la cheie (pentru forțe din stinga sau din dreapta) 

Va = EP Vy = EPaui] ls Ha = Hp = H = MUF 


Expresiile eforturilor înlr-o sectiune oarecare a arcului în funcpie de 
eforturile pe grinda simplu rezemată, sînt: 
N; = -— T9 sin g; — H cos p; 
9 cos q; — H sin g; 
M, = M} — Hyp 
Momentul încovoietor într-o secțiune a arcului rezultă din diferența 
între momentul pe grinda dreaptă și momentul produs de împingerea arcului 
(v. fig. 7.66, a). 
De aici rezultă că arcul cu trei articulaţii (la care apar împingeri) lu- 
crează mai favorabil decit grinda dreaptă, avînd momente incovoietoare 
mai mici. 
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Fig. 7.66. 


Pentru arcul static determinat cu tirant (fig. 7.66, b) încărcat cu forțe 
verticale se obţin aceleași eforturi ca la arcul cu trei articulații deoarece efortul 
în tirant N, preia rolul împingerii. 

În fig. 7.66, c este reprezentată diagrama de momente încovoietoare 
raportată la axa arcului. 


7.3.6. CALCULUL GRAFIC AL ARCULUI CU TREI ARTICULAȚII 


Determinarea reacţiunitor şi eforturilor pe cate grafică se face cu ajutorul 
poligonului de forţe și a poligonului funicular, așa cum se explică pe fig. 7.67. 
În fig. 7.67 b se prezintă la scară poligonul de forțe care pentru forţe active 
(Pp. Pi) verticale, este o lipie verticală. Pentru echilibra, torțele active 


Ne 


Fig. 7.67. 


trebuie să se închidă cu reacțiunile Ra şi Ry. La determinarea grafică a reac- 
ţiunitor se aplică principiul suprapunerii efectelor considerind arcul încărcat 
numai pe partea stîugă și apoi numài pe partea dreaptă. Cu ajutorul a doi 
poli arbilrari Q’ şi 0” se delermină (fig. 7.67, a) cu ajutorul poligoanelor 
funiculare. (1% 2% 3") și (4%, d, 6”) poziţiile rezultantelor forţelor de pe partea 
stingă (Rs) și a forțelor de pe partea dreaptă a arcului (R4,). Mărimile şi 
direcţiile (verticale) acestor rezultanle rezultă în potiganul de forțe. Cînd 
este încărcată numai partea A —C a arcului, rezultanta R, fiind in echilibru 
cu reucțiunile Ra şi Ra pe care le dă în A și B, trebuie să se înLilnească în 
acelaşi punet K’. Reacţiunea Rg în acest caz va trece prin articulaţia C de- 
oarece ramura B—C este neîncăreată. La intersecţia ei cu suportul rezul- 
tautei Ry, rezultă punctul K’ prin care va trece şi Ri (găsindu-i astfel direcția). 
în poligonul de torje se duc prin extremităţile rezultantei R,, paralele la 
BCK' şi AK”, rezultind mărimile și sensurile pentru Ru şi Ra prin Închiderea 
gonului de forțe Rs, Rg și Ru (condiţia grafică de echilibru). 

Asemănător, considerînd numai parlea C—B încărcată, se determină 
reacțiunile Ry și Rg din rezultanta Rar 

Rămin acum de compus aceste reacțiuni parțiale pentru a găsi reacţi- 
unile totale corespunzătoare încărcării arcului pe ambele părți. Aceasta se 
face ducind paralele prin O, la R” şi prin O, la Rọ la intersecția cărora se 
obţine punctul 0. 

Unind O cu originea poligonului de forţe se obţine R, şi unind extremi- 
tatea poligonului de forțe cu O se obţine Rp 

Poligonul inchis Rọ Pp... Pp Rp exprimă echilibrul arcului. În poli- 
gonul de forțe rezultă şi reacţiunea Rọ la cheie. 

Luind ca pol punctul 0, se duc razele polare corespunzătoare forţelor 
active ; prima rază este chiar Ra iar ultima rază polară este Rp. Se constru- 
ieşte poligonul funicular ducind paralele la aceste raze, poligon ce trece prin 
A, C şi B (obligat) datorită poziției particulare a polului O (fig. 7.67, c). 

Cu ajutorul poligonului de forțe cu polul în O şi a poligonului funicular 
corespunzător (poligonul prin trei puncte) se pot determina gi eforturile în 
orice secțiune (fiu. 7.07, d). 

Poligonul de forțe respectiv are proprietatea că orice rază polară repre- 
zintă ca mărime și direcţie rezultanta forțelor exterioare (inclusiv reacţiunea 
Ra) de la stinga, iar latura corespunzătoare din poligonul funicular dă su- 
portul acestei rezultante. Deci, cu ajutorul lor se cunoaşte pentru orice sec- 
țiune mărimea şi poziţia rezultantei forțelor din stînga secțiunii care deter- 
mină eforturile în secțiune. Astfel, în fig. 7.67, e se prezintă delerminirea 


eforturilor într-o secțiune j aflată între P, și P}. Latura de funicular cuprinsă 
între P} şi P} reprezintă suportul rezultantei R, a forțelor din stînga 
secţiunii j. În punctul j de pe raza arcului se duce normala pe R; și se 
descompune R; după tangenta la arc În j şi normală, determinind efor- 
turile N; şi T; Momentul iucovoietor M; = R; d; = Ney unde d, se mă- 
soară pe normala din j ln latura poligonului funicular, iar e; pe normala la 
arc $i reprezintă excentricitatea forţei normale, 

Deoarece componenta principală a lui R este forța normală de compre- 
siune N, poligonul funicular particular ale cărui laturi reprezintă suportul 
ezultantei forțelor din stînga unei secțiuni pe arc se numeşte poligon de 


presiune. 


În cazul încărcărilor distribuite, poligonul funicular devine o curbă nu- 
mită curbă de presiune. 
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Pentru. încărcări verticale, momcatul încovoielor in scețiuaea j se ob- 
ţine mai simplu descompunind rezultanta R; in componente verticală V} şi 
orizontală F, aceeaşi pentru orice secţiune. (egală cu impi ea arcului 
determinată în poligonul de forţe, fig. 7.67, d). Rezultă M; = jj H, adică 
diagrama de momente încovoietoare este dală de supralata cuprinsă inire 
arc și poligonul funicular cu ordonate măsurate pe verticală şi multiplicate 
cu Împingerea HM. 


73.7. FORMA OPTIMĂ A AXEI ARCULUI. 
ARCE DE COINCIDENȚĂ 


Calcutele de rezistență pentru secțiunile unui are se fac la solicilarea 


de încovoiere cu forţă axială (compresiune excentrică) 


Din această formulă se vede importanța reducerii momentelor inco- 
voietoare pentru dimensionarea economică a arcelor. Din cele arătate în pa- 
ragralul anterior rezultă că momentele sînt cu atit mai miei cu cit -curba de 
presiune este mai aproape de axa arcului. Cum curba de presiune nu depinde 
de forma arcului ci numai de îucărcări şi de poziția celor trei articulații, 
axa arcului se poate lua între articulaţii cit mai aproape de curba de presiune 
a fortelor date. Cînd axa arcului coincide cu curba de presiune, momentele 
încovoietoare sînt. nule şi secțiunile arcului sint solicitate numai la efor- 
turi axiale. Aceste arce se numesc arce de coincidență. 

Pentru încărcări permanente, care nu depind de forma axei arcului. 
coincidenţa se poate realiza simplu luînd ca axă a arcului curba de presiune 
care trece prin cele trei articulaţii. 

Astfel, pentru arcul simetrie cu trei articulații supus la o încărcare uni- 
form distribuită verticală pe loată deschiderea (fig. 7.68, n) punind condiția 
de coincidență 

M, = M}? — Hy = 0 


E 2 „l ao, M? 2 
M? =V, PE Po şi H pi E 
2 2 2 f sf 
rezultă : g Ls 
pr K 
— (l-r 
M? 2 i ) Ap. 
sau y al — x) 
G H pi? e , 
8r 


deci arcul de coincidență este arcul parabolic. 


264 i 


| 
i 
| 
| 
| 


Axa de coincideatà la arcul cu trei articulații, pentru încărcare uniform 
distribuită radial (fig. 7.68, b), rezultă mai simplu plecind de la relațiile dife- 
vențiate intre încărcări şi eforturi 


AN n azi E AT 3 N au T 

doo Rit 9 as Pa e "ds 
în care, introducind p: == 0, p, = p şi condiția de coincidență M = 0 (T =0), 
rezultă : N = const și p = —N/p = const şi deci forma de coincidență este 


arcul circular (p = R} 

Penlru încărcări permanente care depind de forma arcului (umplulura 
la podele boltite, pereţii pentru susținerea Lablierului, greutatea proprie a 
arcului), forma optimă a axei arcului se determină prin incercări succesive, 
Se pleacă de la o formă iniţială cunoscută (parabolă, de exemplu) pe baza căreia 
se delermină încărcările permanente concentrate pe tronsoane de are numite 
bolţari. Se construiește curba de presiune corespunzătoare. Cu această curbă 
luată ca axă se determină noi încărcări permanente și o nouă curbă de pre- 
siune. Se continuă inlocuirea axei cu noua curbă pînă la realizarea coinci- 
denţei,. . 


7.3.8. UNII DE INFLUENȚĂ LA ARCUL SIMPLU REZEMAT 


Metoda funcțiilor de influenţă. Liniile de influență pentru reacţiuni și 
eforturi la arcul simplu rezemat se obţin uşor din liniile de influență de la 
grinda dreaptă simplu rezemată pe baza relațiilor stabilite la încărcări fixe 
(fig. 7.69). 

Reacțiunile pe arcul simplu rezemat (Va 
Vp) avind aceleași funcții de influență cu cele 
pe grinda dreaptă simplu rezemată (V$, VA), vor 
avea și aceleaşi linii de influență 


š j P E 1-a 
Vas = VA si Va = = = Ve 


Liniile de influență ale eforturilor $ 
obțin din linia de influență a forței tăietoare T9 
de la grinda dreaptă simpfu rezemată prin mul- 
tiplicare cu o constantă 


; = —T$ sin gj; T; = T$ cos p; 


Linia de influență a momentului încovoietor 
M, coincide cu linia de influență a momentului 
în aceeași secțiune pe grinda dreaptă simplu reze- 
mată, deoarece M; = AM. 

Metoda cinematică. Se aplică la fel ca la bare (n) 
şi sisteme de bare drepte. Se suprimă legătura 
pe direcția mărimii statice pentru care se de- 
termină linia de influență, în locul legăturii cosg; icit 
suprimate introducîndu-se mărimea statică res- tbn seat 
pectivă. Se obține un mecanism cu un grad. de © Sp 
libertate acţionat de un grup de două forțe în abh 
echilibru : P = 1, mobilă pe linia de încărcare Fig. 7.69. 


t dosos fi - -2777 


` ` gu sygn : s. syè - A 
“(axa arcului), și mărimea statică S de determinat. Scriind condiţia de echi- 
Hibru pe baza principiului lucrului mecanic virtual 


SAs + Py =0 
în care As este deplasarea pe direcţia mărimii statice respective și y deplasarea 
pe direcţia forței mobile P = 1, rezultă 
S =y pentru Ag = —l, 


Deci, linia de influență a unei mărimi statice se obține ca o diagramă 

-de deplasări (y) pe direcția forței mobile P == 1 (verticală) produsă de o de- 

plasare unitară dată în sens invers pe direcţia n&cunoscutei respective. 

Aplicarea acestei metode pentru reacțiuni și eforturi la arcul simplu 
„srezemat se poate urmări pe fig. 7.70. 


Fig. 7.70. 


Pentru linia de influență a reacţiunii V4 (fig. 7.70, a) sc suprimă legătura 
“pe verticală în articulaţia A, unde rămine un reazem simplu şi se introduce 
“torţa Va. Se obține mecanismul în echilibru. Se dă o deplasare în sens invers 
“sensului forţei V4 şi se obţine epura deplasărilor. Această epură, la o anumită 
"scară și cu un anumit semn, constituie linia de influenţă. Deplasările fiind 
“sub linia de referință, forţa P = 1 efectuează lucru mecanic pozitiv şi deci 
“semnul liniei de influență este pozitiv. Orice ordonată poate fi calculată ple- 
„cînd de la scara liniei de influenţă care este dată de deplasarea unitară pe 
direcția necunoscutei V, -deci ordonata din dreptul reazemului A este egală 
-cu unitatea. : 

La fel se procedează pentru determinarea liniei de influență a reacţiunii Vg 
- (fig: 7.70, b). 

Pentru linia de influenţă a efortului axial N}, mecanismul secționat are 
-doi penduli pasaleli, perpendiculari pe bară, care permit deplasarea relativă 
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„între: cele două fețe ale secțiunii după tangenta la arc (fig. 7.70, c). Se obține 


un mecanism format din două corpuri pentru care se determină centrele 
instantanee de rotație. Diagrama de deplasări se obține dînd o rotație cor- 
pului Z în sens invers efortului N;, adică antiorar. Luind deplasarea egală cu 
unitatea pe direcţia necunoscutei (după tangenta la arc în secțiune), rezultă 
o deplasare relativă pe verticală egală cu sin o, care reprezintă seara liniei 
de inlluență. Deoarece deplasarea a fost dată în sens invers necunoscutei, 


“partea din linia de influență de deasupra liniei de referință are semnul minus 


iar partea de sub linia de referință are semnul plus. 

Pentru linia de influenţă a forţei tăietoare T, (fig. 7.70, d) se procedează 
analog ca la efortul axial. Suprimînd o legătură in secțiune rămîn doi 
penduli paraleli cu tangenta la are. Scara liniei de influență este dată ` 
de deplasarea relativă, pe verticală, între cele două Tepe ale secțiunii (cos ej). 

Pentru linia de influență a momentului înconvoietor AZ; suprimind 
legătura corespunzătoare, în secțiune rămîne o articulație care permite de- 
plasarea pe direcţia momentului (rotire relativă) (fig. 7.70, e). Pentru obţi- 
nerea diagramei de deplasări, se dă o rotire corpului Z în sens invers momentului 
M, (deci orar). Diagrama de deplasare fiind sub linia de referință, linia de 
influenţă are semnul plus. Seiri liniei de influență este dată de rotirea relativă 
unitară între corpurile Z ṣi JI (Oia = 1). Plecind de la această scară, se obține 
ordonata de viri a liniei de influență (48/0), din dreptul secțiunii, cu ajutorul 
căreia se poate determina în continuare oricire din ordonate. 


7.3.9. LINII DE INFLUENȚĂ LA ARCUL CU TREI ARTICULAȚII 


Metoda îuneţiilor de influență., Calculul la încărcări fixe a condus la 
expresii generale pentru reacțiuni și eforturi la arcul cu trei articulații în 
funcţie de împingerea H a arcului şi eforturile pe grinda dreaptă de aceeași 
deschidere. Aceste expresii se pot folosi și la determinarea liniilor de influență 
cam se prezintă în tig. 7.71. i f 

Liniile de influență ale reacţiunilor verticale sînt aceleași ca la grinda 
simplu rezemată, deoarece rezultă din aceleași ecuaţii: Va = x/l = Vo, 
Vs = x/l = V ` 

Linia de influență a împingerii H se obţine împărțind ordonatele liniei 
de influență a momentului în dreptul secțiunii de la cheie C la săgeata ar- 
cului f: H = Mif- Ordonata din dreptul cheii este 

"ne = aebflf = Y2- 2-A/f = VAf. 

Linia de influență a efortului axial N; se obține prin suprimarea liniilor 
de influenţă a forței tăietoare pe grinda dreaptă 77 ṣi a împingerii H conform 
relației 

N; = —T9 sin ọ; — H cos ọ; 
în care e, este inclinarea tangentei la axa arcului. 
Linia de influență “a forţei tăietoare T; se obţine prin suprapunerea 


-următoare 


T; = T$ cos o; — H sin o. 

Linia de influență a momentului încovoietor M, se obține scăzind din 
ordonatele liniei de influență a momentului din secțiunea j pe grinda dreaptă, 
ordonatele liniei de influență a împingerii H multiplicate cu ordonata y; 
a secțiunii, conform relației 

M, = M} — Hy, 
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Fig. 771. 


În fig. 7.71 sint reprezentate liniile de influenţă prin suprapunere de 
funcţii cit şi forma lor finală. $ 

Metoda cinematică. Determinarea liniilor de influență pentru reacțiuni 
și eforturi se poate urmări pe fig. 7.72. 

Linia de influenţă a reacţiunii Va (fig. 7.72, a) este dată de deplasata 
mecanismului produsă de o deplasare unitară în sens invers reacţiunii V4- 
La fel se procedează pentru linia V(fig. 7.72, b). i 

Pentru linia de influență a Împingerii H = H4 = Hp (fig. 7.72, ¢) se 
suprimă legătura pe orizontală in A și se determină centrele instantanee 
de rotație pentru cele două corpuri din mecanism. Se dă corpului F o de- 
plasare unitară pe orizontală invers împingerii H, deci corpul 7 se roteşte 
faţă de linia de referință orar cu © = 1/(f + h) = 1/2f pentru că din geome- 
tria figurii rezultă h = 

Semnul liniei de influență este plus deoarece se află sub linia de referință 
şi forța P = 1 efectuează lucrul mecanic pozitiv. Ordonata maximă va fi 


Pentru linia de influenţă a efortului axial N; într-o secțiune oarecare 
pe arc (fig. 7.72, d), suprimâînd legătura respectivă, se formează un mecanism 
alcătuit din trei corpuri. Dind o deplasare unitară în sens invers efortului 
axial, corpul Z se roteşte de la linia de referinţă în sens antiorar. Semnul liniei 
de influenţă este minus, deoarece P = 1 efectuează lucru mecanic pozitiv. 
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Seara liniei de iatluentă rezultă din deplasarea unileră dată pe direcția N; 


şi deci proiecția pe direcții P = este sinoj 
Se procedează lu,fel şi pentru linia de influență a forței Lăietoare T} 
7.72, €). iwe în sens invers forței Lăietoare T}, corpul I se 


(fig 


iotesté antiorar în jurul lui (0,1). Parter aflată deasupra liniei de referinţă 


este negati iar cea aflată dedesubt este pozitivă. Scara rezultă din depla- 
Sarea unitară normal pe tangenta la are în secțiune, si anume deplasarea 
relativă pe verticală între cele două corpuri paralele Z şi JJ este cos g; 

Plecini de la această scară, pe baza geometriei figurii, „se poate calcula 
orice ordonată din linia de influență. 

Pentru linia de influență a momentului încovoieLor AM; într-o secțiune, 
se suprimă o legătură, in secţiune rămînind o articulație. În locul legăturii 
suprimate se introduce momentul încovoietor M; care trebuie să fie în echi- 


< libru, pe mecanismul format, cu forţa P=—1 mobilă. Centrul instantaneu 


(0, 2) rezultă pe baza teoremei coliniarităţii la intersecția dreptelor (0,7) 
—"(7,2) cu (0,2) — (23). Poziţia centrului (0,2) rezultă din geometria 
figurii 


Pala = hafta; ȚI(U2) = hal — x) ; za = 2flaj(2fa + y). 
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. i = ` = p > g : re Poţi 
Diagrama de deplasări pe verticală se obţine din deplasarea unitară E pa ie ipac Cai ai ei, il aia 
dată în sens invers necunoscutei (fig. 7.72, f). > a Ș zi aais ca zinz 
n pr e ` y x: i T E aA a k % 
Partea de deasupra liniei de referinţă are semnul minus şi cea de dh È |i EROF tek EA EEE 
linia de referință semnul plus. Ordonatele se pot calcula plecind de la rotirea E le 
relativă intre corpurile 7 şi HM, 0. o = 1. zi e naasnacaa a 
Observaţie. Pentru arcul cu tirant static determinat, liniile de influență Ei B ȘI SsEsEs gd y 
sînt identice cu cele de la arcul cu trei articulaţii, linia de influenţă a efortu- l 5 
lui în tirant fiind identică cu a împingerii la arcul cu trei articulații. - L} 23a T o TASAS 
EE S E AA A : a g = <|= g 
Aplicația 7.6. Să se construiască diagramele de momente încovoietoare AI, A RE nja n 
forţă tâietoare T și forță axială N, pentru arcul cu trei articulații, prezentat Ea e 8 e 
în fig. 7.73, Şos sles 
Axa arcului este o parabolă de gradul doi, dată de ecuaţia i | | 
4f A412 — ae 999 3 ue a ar II 
y i gll — 2) = T 1,333 x — 0,111 x2. s2 S g 
Mărimile eforturilor M, T, N se vor determina într-un număr de 13 
secțiuni pe baza relațiilor aR aJa g m 
și Sa slsşs 
N, = — T? sino — H cos ọ | Phd ] 
Ta = T? cos o — H sin ọ 
Ma = M3 — Hy Š o e BE 
E 
unde : 79 și M? reprezintă forța tăietoare și momentul incovoietor În secțiunea ! A 
x a unei grinzi simplu rezemate orizontale de deschidere [ = 12 m, încărcată Ei RSR aanne a na 
; -arţi -exantut în fi 77 :CiorA= Bcc) oa S sm 
cu sistemul de forțe verticale prezentat în fig 7.73, a. t e a e IN = IN E a 
A » poa iti, O a: 3 e ; = (OS RA e O AN A iat it si 
În fig. 7.73, b sînt prezentate diagramele T9 şi M3, precum și valorile A 
3 . ege A j e 25 ee ss [= o o 
r=1 m} í 
în 12 secțiuni echidistante (Ax = 1 m) ISa e as 
i r a e -_—_jM N 
N kNA a o acea o 
y4 70 kN/m c 7A RAA SEE 
SE UA E Pa AR [A 
SIESS aog 
aaa 8 FR 
> Sem SS 5 
] ză 
a j S `o S c 
J | 
i z aS a as 
as <a Oli S 
mm m m 
l [ie ăi 
Lon a D D re 
233 3 2E 
` 5; Ss o ce SS de 
l Il 
o e o g o E] 
382s 3 AÑ 
E EO s Sa 
b în mono e ow 
nioo o as 
= 


Fig. 7.73. 
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270 $ | 
A ; ; Ă = A | : j 


împingerea H se obţine scriind că momentul încovoietor în articulația C 
este egal cu zero 


1006 —20-6-ă 


M! =0;H= = BORN. 


în continuare, Loate caleulele sint .efectuate în tabelul 7.1 după cum 
urmează : coloana 1 confine abscisele x ale tuturor secțiunilor arcului în care 
se c ulculează valorile e“orturilar M, T, N, iar colouua 2 cauţine ordonatele y 
corespunzătoire, calculate pe baza expresiei 
y = 1.333 — 0111r? 


Co'onnu 3 conține valorile tg o calculate sub forma 


iar coloanele d şi 6 cantin valarile sin o şi cas o delerminite pe bazi valorilor 
lui tg 

Valorile forţei tăietoare 79 şi a mo nentului incovoictor Mẹ sial inla- 
Dolate in coloanele 7 și 8, fiind extrase direct din diagramele corespunzăto ire 
prezenlate in fig, 7.73, b. Cotoana 9 eoapine produsul Hy iar coloma 10 
conține momentele incovojetowe Me În coalinuare, cotuanele 11, 12 și 13 
servesc la calculul valorilor lortei tăietoire Ta iar coloanele 11, 15 ṣi 16, 
la calenlol valorilor efortului axial Ne 

Diagraraele de eforturi Mp Ta Np prezentate în fig. 7.71, a, b. cau fost 
construite utilizînd rezultatele conţinute în tabelul 7.4. Diagramele sint 
veprezentale lu îndu-se.ea linie de referință atit axa arcului cât și o axă ori- 
zontală. Esle de notat că s-au adoptat scări diterite pentru reprezentarea 


diagramelor. 

În fig. 7.74, a, s-au suprapus efectul d» orindă simplu rezemată (MY) 
cil şi efectul impinperii arcului (Zy). asupra diagramei de momente înco- 
voietoare finale, Este astfel pus în evidență ordinul- de importanță al 
eforturilor din arc față de eforturile din grinzi echivalente ca deschidere. 


Fig. 7.74. 
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Momentul incovnietor M, este mult mai redus decit la grindă, deoarece 
din momentul incovoietor pe grinda simplu rezemată se scade momentul 
încovoietor datorat impinperii arcului. 

Aplicația 7.7. Pentru arcul cu trei articulaţii prezentat în fig. 7.75 
să se determine forma de coincidenţă pentru încărcarea permanentă. 


200kN 


200kN 
30k "| 


Sm5m [5m |5m |5m [5 
1 =49m > 
3 Axy 


254, 25 e 25 25 25|, 25 2,5) 
Fig, 7.75, 


Pentru sistemul de forţe fixe dat (încărcări şi greutatea arcului) se va 
determina forma de coincidenţă a arcului cu lrei articulaţii cînd momentele 
încovoietoare în toate secțiunile arcului vor Ti nule. Arcul fiind simetrie şi 
încărcat simetric, calculele se conduc pe jumătate de structură. 

Se presupune jumătatea din stinga a arcului împărţită prin rosturi în 
8 tronsoane (boltari) şi se evaluează greutăţile bolţarilor înlocnindu-le cu 
rezultanta în centrul de grentate. În dreptul forțelor concentrate aduse prin 
stilpi, care transmit iucărcăcile la are. trebuie să se plaseze un rost de boltar 
deoarece poligonul de presiune are valori juste in dreptul rosturilor. 

Pe baza condilici ca momentul total pe arc în dreptul fiecărui rost să 
Tie nul, se determină ordonatele curbei de presiune pentru forțele evaluate. 
În cazul în care curba de presiune este foarte apropiată de axa arcului de la 
care s-a pornit, se consideră definitivă. În cazul cind diferențele sint mari, 
se adoptă curba de presiune n ţinută ca o nouă axă a arcului, se reevaluează 
încărcările și se reface calculul, 

Ca axă inițială a arcului se consideră o parabolă de gradul LI, avind 
ecuația 


3f 1-8 | d 
— (l e (10 — q) = 0,8 0,0232. 
yY = 2( x) I0 xí x) = 0,8x x 


Adoptind ca axă a arcului această parabolă, se determină caracteristicile 
geometrice şi greutățile bolțarilor (fig. 7.76, a). În calcule s-a considerat 


Fig. 7.76. 
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(tabelul 7.2): inălțimea bolţarului h = 1,00 m; lățimea boițarului b = 
= 0,50 m; greutatea specifică a betonului y = 26 kN/m’. 


Tabelul 7.2 


fe 5 Ay =i, — |as 
ei Ter | E z? v [wsio] as i pala As [G= pisbe 
Ea A nt AI Ea i RR PRE Pi (O e NOR zi RE S 
o 20,00 | 400,00 | 8000] 0 l 
I 2,5 0,125 6,206 | 2,50 32,5 
1 17,50 | 306,25 | 7,875 | 0,125 
II 23 0.475 6,350 | 2,52 32,7 
2 15,00 [225,0 | 7,500] 0,500 
| 277 2,5 0,625 6,600 | 2,56 33.3 
_ 5 6,875] 1125 i 
1V k 25 0,875 7,016 | 2,65 34 
4 10,00 | 100,00 | 6,000} 2,000 
LA 2a 1,125 7,515 | 2,75 35,8 
Ei 7.50 | 56,25 [4,875] 34125 
VI 2,5 1,375 8,140 į 2,85 37.1 
6 5,00 | 25,00 | 3,500] 4,500 
YI 2,5 1,625 8.890 | 2,98 38,7 
Y 250| 6,25 [1,875] 6,125 
VILI 2,5 1,875 9,770 | 3,12 40,6 
e o o 0 8,000 


În continuare se evaluează momentele in dreptul rosturilor. Dacă arcul 
este de coincidenţă, momentul total este nul. Pentru un rost i, se serie 


M, — Hy; = 0; y; = M/H 


relaţie pe baza căreia se poate determina ordonata curbei de presiune. 
Pentru evaluarea momentului tuturor forțelor vertieale în raport cu 
rostul i, pe baza fig. 7.76, b, se poate serie 
d 


Me = Mia t Vid + Ge z 


sau 
i= d 
M= Mat E Pet G)d+G g 


Se obține astfel o relaţie de recurenţă pentru determinarea momen- 
tului tuturor forțelor verticale de la dreapta în raport eu rostul i. Pe baza 
acestei relaţii s-a alcătuit tabelul 7.3, care permite determinarea ordonatelor 
curbei de presiune Ìn primă aproximaţie, 

Impingerea' H se determină sub forma 

M, 11 428,5 


iar ordonatele y; ale curbei de presiune se determină cu relația 
g, = MIE. 
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Tabelul 7.3 


TP 
t 
v i iza iza 4-1 ta a (Œ Pit [EG n Și 
5| z Tea 
a| č | | 
o — ojo o D o 0 0 0 0 
I 
1 | — 9 | o 99,0 | 40,6 | 225 265,6 255,6 ]0,1865| 0,125 
H 
2 |—— 90 | 325| 122,5 | 40,9 306 346,9 612,5 10,428 | 0.5 
II 
3 |— 290 | 65,2| 355,2 | 41,7 888 929,7 | 1542,2 |1,08 [1,125 
Iv 
1 |— 290 | 985| 388,5 | 43,0 971 | 1014,0 | 2556,2 [1,785 | 2,0 
y 
5 = 530 [132,9 662,9 | 44,75) 1657 | 170,75] 4257,9 [2,98 [3,125 
1 
6 si 530 |168,7| 698,7 | 464| 1745 f 1791,4 | 6049,3 [4,23 [450 
1 
7 830 | 205,8 | 1035,8 | 48,4} 259 | 2628,4 | 8687,7 |6,07 | 0,125 
VIII 
8 pă 830 244,5 | 1074,5 50,8 | 2690 | 2740,8 [11428,5 [8,00 |8,00 
Din ultimele două coloane ale tabelului 7.3 se observă că ordonatele noii 


curbe de presiune (yi) diferă sensibil faţă de ordonatele corespunzătoare 
axei inițiale a arcului y’. Se :doptă curba obținută ca nouă axă şi se reeva- 
luează încărcările (habelul 7.4). i 


Tabelul 7,4 


Seci | g Boltar T Az [Assara] As G = yAsbh 
0,1855 2,5 6,28 2,50 32,5 
0,243 2,5 6,31 2,51 32,6 
0,652 2,5 6,675 2,58 33,5 
0,705 2,5 6,74 2,60 33,8 
1,195 2,5 7,68 2,77 36,0 
1,25; 2,5 7,81 2,80 36,4 
1,84 2,5 9,63 3,10 40,3 
1,93 2,5 9,97 3,16 41,1 
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Cu încărcările reevaluate se determină urdonatele noii curbe de presiune 
în a doua aproximaţie (tabelul 7.5). 


Tabelul 7.3 
it-1 p 
£ ti izt faf i-a d (ZP+ „a pi A 
= e [R| ER | Ee Erze ees] m a Ai ml 
E 0] 9 [] 2 +E Go] + G, i 7 
o | —] 90 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
I 32,5 
U ea E 9% 0 90 40,6 225 265,6 265,6 |0,1855j 0,1865 
17 |326 
2 |—|——|200] 90 32,5 122,5 | 40,7 306 346,7 612,3 [0,428 [0,428 
11 [33,5 
———| 0 | 290 65,1 355,1 41,8 887 928,8 154,1 11,079 |1,080 
IV [33,8 i 
4 |-—— |240 290 98,6 388,6 42,2 970 1 012,2 2 553,3 [1,783 [1,785 
— V 136,0] - 
5 |——|—] 0 | 530 | 132,4 662,4 | 45,0 1655 1 700,0 | 4253,3 42,978 [2,980 
VI [36,4 
6 |——-|—— 1300| 530 |168,4 698,4 | 45,5 1745 1790,5 | 6,043,8 [4,23 [4,23 
VII [403 
1 |—~|——] o | 830 |2018] 1 034,8 | 50,4 | 2590 | 2640,4 [[8 684,2 [6,070 [6,070 
VIII 41,1 
8 |———-———] 0 | 830 [24541 | 107541 | 51,4 2 690 2 741,8 | 11 426,818,00 [8,00 


Împingerea H are valoarea 
Mal = x 1430 kN. 


Din ultimele două coloane ale tabelului 7.5 se observă că ordonatele 
noii curbe de presiune y4 sînt toarte apropiate de ordonatele yi, deci curba 
de presinne obţinută este definitivă. 

Aplicația 7.8. Pentru arcul parabolic prezentat în fig. 7.77, să se traseze 
liniile de influență ale reacţiunilor și ale eforturilor în secțiunea j Situată la 
abscisa a =6 m. 

Ecuația axei arcului este 


af 
x 
Ioa Aaa) 24 


dy/dx = tg = 1 — 0,0833z. 


3 224 — x) = x — 0,0416 z? 


Pentru z = G m rezultă 


tgọ =1 —0,5 =0,5; sinp = 0,447 ; cos e = 0,895. 


Fig. 7.77. 


t= 6.00 
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Metoda funcţiilor de influenţă. Liniile de influență Va și Vg sînt chiar 
liniile reacțiunilor la o grindă simplu rezemată (fig. 7.78, a). 
Linia de ialluență a împingerii H se obține pe baza expresiei 
-~ H = MYf 
Rezultă că linia M (lig. 7.78, b) este linia de influență a momentului 
încovoietor în scețiunea C a unei grinzi simplu rezemate de aceeași deschi- 
dere cu cea a arcului, impărțilă la săgeata f. Pentru secțiunea de la cheie se 
obţine 
AMO = 1-24 [4 =6 
şi ordonata 
H = MUf = 66 =. 


Caii © SII] ZA > G) 
JEE ET 
a b 
Fig. 7.78. 


Linia de influență a momentului incovoielor in secțiunea j se obține pe 
baza expresiei i 


M; = M} — Hy; 


Rezultă că peste linia de influență a momentului pe grinda simplu re- 
zemată, M9, se va suprapune linia de influență a împingerii Æ multiplicată 
cu y; Operația de suprapunere este prezentată în fig. 7.79, a, pe baza relaţiei 


A, = M$ — 45 H. 


Linia de influență a forţei Lăictoare în secţiunea j se obține pe baza ex- 

presici 
T; == Tġ cos o — H sin o. 

Rezultă că la linia de influenţă a forlei tăieto re pe grinda simplu reze- 
mată, 79. multiplicată cu cos 9 = 0,895, se adaugă linia de influență a îm- 
pingerii 7 multiplicută cu — sing = —0.447. Operația de suprapunere a 
liniilor de intiuență este prezentată in fig. 7.79. b. 

Linia de influență a forţei axiale în secțiunea j se obţine pe baza ex- 
presiei 


N; = — sing — H cos e. 
Rezultă că la linia de influență 77. multiplicată cu — sin 9 = —0,447, 
se adaugă linia de influenţă a împiugerii H, multiplicală cu — cos p = —0,895. 
Operația de suprapunere este prezentată în fig. 7.79, c 
`a 12 


2 
w if poa îi D m o 
n! pe 7 0,335 "1485 
gi. 


e 
P Fig. 7.80. 
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Melođa cinematică, Linia Va (Ñg. 7.80. a): se suprimă legătura pe verticală 
în reazemul A. Centrele instantanee de rotalie sint: (7, 2) în C, (0,2) în B, 
iar centrul (0,17) se găsește la inlersecțin normalei la reazemul din A şi a 
dreptei (0,1) — (1,2) deci (0,2) apare în B suprapus peste (0.1). Se dă 
deplasarea unitară pe direcția verticală in sens opus lui Ve obținindu-se 
linia de influență căutată. 

Linia Ħ (fig. 7.80.'b) : se suprimă in reazemul A legătura corespunzătoare 
direcției nașterilor arcului. Centrele instantanee de rotație sînt: (0,2) în 
B. (1, 2) în C, iar o 1) se găseşte la intersecția normalei la reazemul simplu 


din A cu dreapta (0,2) — (1. 2). Se dă o deplasare unitară în sens opus lui H 
şi se observă că Alicat C coboară, astfel că linia de influență obţinută este 
pozilivă. 


Scara liniei de influentă se determină pe baza epurei de deplasări pe 
orizontală 
6, = Ph iar h == 12 m, deci 6, = 1/12 = 0,0834. 


Linia W; (fig. 7.80, c): se introluce o articulație în j și o pereche de 
momente M; corespunzătoare legăturii suprimate. Pentru mecanismul cu un 
grad de libertate obţinut, centrele instantanee de rotaţie sînt: (0,7) în A, 
(0.2) în B, (1,2) în j, (2,3) în C, iar (0,2) la intersecţia dreptelor (0,7) — 
41,2) şi (0,8) — (2,3) Poziţia centrului (0,2) se determină pe baza relaţiilor 
geometrice, din triunghiuri asemenea 

hjx = 4,5/6 şi R/(24 — x) = 6/12. 

Rezultă 

= 9,60 m; h= 7,18 m. 


Scara liniei de influență este complet determinată dindu-se valoare uni- 
tară rotirii relative dintre corpurile J şi JL Deci Oja = 1. 

Linia T; (fig. 7.80, d): se suprimă legătura corespunzătoare forţei tăieloare, 
deci se inlroluce mecanismul format din două pendule paralele cu tangenta 
da arc, permiţind deplasări numai după normala la pa Centrele instantanee 
ale corpurilor mecanismului sint: (0,1) în A, (0, 2) în B, (2, 2) în C, (1, 2) 
Ja infinit pe direcția tangentei în j (deci corpurile Z şi JI se mişcă paralel), 
înv (0. 2) la intersecția dreptei (0, 3) — (2, 3) cu dreapta ce trece prin (0, 1) 
şi este paralelă cu tangenta în secțiunea j. Po titia centrului (0, 2) se determină 
pe baza relaţiilor, 


hi4 — x) = 6/12 şi tg a = ha = 0,5. 


Rezultă x = 12 m; h=6 m 
deci centrul (0,2) este în C iar corpul JII nu are deplasare. 

Deplusind cele două teţe ale secţiunii j cu cuntitatea L în sens opus forţei 
tăietoare, corpul 7 se ridică iar corpul JL cobonră. 

Scara se determină pe baza observaţiei că la depărtarea celor donă fețe 
ale secțiunii j, cu cantitatea 1 după normală, proiecția pe verticală a acestei 
deplasări este I-cos ọ = 0,985 (în epură între corpurile Z şi H). 

Linia N, (fig. 7.80, e) : se introduce în secțiunea j mecanismul celor două 
pendulc “paralele eu normala din j, permiţind numai deplasări după tangentă. 
Centrele instantanee sint: (0,1) în A, (0,3) în B, (2,8) în C, (1,2) la infinit 
pe direcția normalei în j, iar (9, 2) la intersecția dreptei (0,5 — 2,3) cu 
dreaptă ce trece prin (0,1) şi este paralelă cu normala în secțiunea j. 

Scara se determină pe baza observației că pentru o deplasare relativă a 
celor donă fețe j după direcția tangentei, cu cantitatea 1, proiecția pe verti- 
cală a acestei deplasări este l-sin ọ = 0,447 (în epură între corpurile Z și JI). 
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8. Solicitări simple 


811, CARACTERISTICI GEOMETRICE 
PENTRU SUPRAFEȚE PLANE 


La analiza elementelor de construcție din categoria grinzilor intervin 
o serie de caracteristici geometrice ale sectiunilor transversale ale acestora : 
arii, momente de inerție (axiale, centrifugale, polare). module de rezistenţă, 
raze de inertie. j 

În practica curentă a proiectării, secțiunile iransversale ale grinzilor au 
forme geometrice parliculare care pot fi descompuse pentru calcule în forme 


simple (dreptunghi. pătrat, triunghi, cerc), la care se pot apliea direct relaţiile 


de definiție a caracteristicilor geometrice. : 

Pentru secțiuni compuse, caracteristicile geometrice se obţin prin descom- 
punerea acestora în forme simple la care caracteristicile geometrice sînt cu- 
Mens compunerea acestor caracterislici se face după reguli specifice 

ig. 8.1). 


PE, 
pa 


Fig. 8.1. 


8.1.1. MOMENTE STATICE 


y Pentru o suprafață plană (fig. 8.2.a) se definește ca moment statie 
față de o dreaptă (A) suma 


Sa = f EdA =E A 81) 


În care č este distanța de la centrul de greutate al elementului de arie dA 
la dreapta (A). 
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Fig. 82. 


În mod similar, faţă de axele Oz și Oy (fig. 8.2,b) momentele statice se: 
exprimă prin j 


S, = f  ydA = yed ; S, = fa dA = zcA. (8.2) 


Momentul static poate fi pozitiv, negativ sau nul. Semnul momentului 
static depinde de poziția suprafeței în raport cu axa față de care este definit 
și de convenţia de semne adoptată pentru axe. Momentul static este nul dacă 
axa în raport cu care este definit trece prin centrul de greutate al suprafeței. 

Pentru suprafeţe compuse dintr-un număr de forme simple Ap, Aa... An- 
ale căror centre de greutate sînt situate la distanțele čp, E...» Én de axa (A), 
momentul statie al întregii suprafețe față de axa (A) este 


Sa = kiA + Ea eee Zada = D bide (8.3) 


Utilizarea momentelor statice la stabilirea poziției centrului de greutate al 
unei suprufeţe plane. Se alege un sistem de axe rectangulare Oz, Oy cu origi- 
ginea O în poziţie arbitrară faţă de suprafața al cărei centru de greutate ur- 
mează a se determina (v. lig. 8.2, b). Se exprimă momentele statice S, 
şi S, ale suprafeţei în raport. cu axele Oz şi Oy și pe baza relaţiilor (8.2) re- 
zultă distanţele zg şi yg fată de axele alese. 


iei Ve: (8.4) 


81,2. MOMENTE DE INERȚIE 
Moment de inerție axial. Pentru suprafața plană din fig. 8.2, a, se 
defineşte ca moment de inerție axial față de dreapia (A) suma de pătrate 
Ta = fa Baa. (8.5) 
Similar, față de axele Oz şi Oy (v. fig. 8.2, b) momentele de inerție îxiale 

se exprimă prin 

l = | yA; J, = f, PAA. (8.6) 
Momentul de inerție axial fiind exprimat ca o sumă de pătrate este întot- 


deauina pozitiv. Faţă de o axă ce trece prin centrul de greutate al unei supra- 
feţe plane se obține momentul de inerție axial central. 
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Moment de inerție centrifugal. Momentul de 
inerție centrifugal al unei suprafeţe plane este 
definit în raport cu un sistem de axe rectangu- 
lare JỌ: (v. fig. 8.2, b) 


Iy = fa zu dA. (8.7) 


Momentul de inerție centrifugal poate îi pozi- 

Liv. negativ sau nul. semnul său fiind funcţie de 

convenția de semne aleasă pentru axe și de poziția 

Fig, 8.3. suprafeţei faţă de sistemul de axe in raport cu 
care este definit. 


` Dacă cel pulia una din axele Oz san Oy este axă de simetrie a suprafeţei 
plane, momentul de inerție centrifugal este nul (fig. 8.3) 


Is = ju a TEY dA Ja a3 dA = 0. (8.8) 
Momentul de inerție centrifugal este nul ducă sistemul de axe in raport 
“eu care se exprimă este principal. 


Moment de inerție polar. Momentul de inerție polar al unei suprafeţe plane 
este definit în raport cu un punct O sub forma (v. fig. 8.2, b) 


l = fa dA. (8.9) 
Dacă se înlocuieşte p? = 5? + y? şi se aw În vedere relaliile (8.6) rezultă 
lo = | (E+ ai = h +y ; (8.10) 


Întrucit rezultă dintr-o sumă de pătrate, momentu! de inerție polar este 
intotdeauna poziliv, 


8.1.3. OPERAŢII CU MOMENTE DE INERȚIE 


În general, secțiunile elementelor de constructie din categoria grinzilor 
au forme geometrice complexe ce pol fi considerate ca alcătuite din supra- 
“feţe simple pentru care caracteristicile geometrice sînt cunoscute. 

Pentru determinarea caracteristicilor geometrice proprii ale secțiunii 
transversale în ansamblu, intervin situații în cure/se cunosc aceste caracte- 
ristici faţă de un sistem de axe considerat „iniţial“ și se urmărește obținerea 
acelorași caracteristici faţă de un nou sistem de axe considerat „final“, Siste- 
mut de axc final poate fi: paralel cu sistemul iniţial (fig, 8.4, a), rotit față de 
sistemul iniţia! cu un unghi a (fig. 8.4, b) sun într-o poziţie oarecare fată de 
“cel inițial (fig. 8.4, c). 


EZI 0 Initial 0_tniţial 


Q. Translație : z b. Rotire C. Translaţie și rotire 
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Translația sistemului de axe. Se cunosc caracteristicile geometrice 
Ia Ip lap lh față de sistemul de axe inițial și se urmărește determinarea 
acelorași caracteristici Z,. Ips Iaye Toy fată de sistemul de axe final trans- 
latat (fig. 8.5, a) 

Penlru sistemul de axe final aplicind relațiile de definiție 


In = fandt; La Îi dA: Ian = faat: a = fard (811) 


și ținind seama că 


h= +a a=b; pI (8.12) 


rezultă 


b 2ay + dA = I; + 245, + RA (8.13) 


2b: + bdd = I 4 2bS 4 bA (8-14) 


Ia, -+ aS + VS, + abA (8.15) 
Ia = fi eda = Ip t a = l t I, + aS: + DS) + (er bA. 
(8.16) 


Fig. 8.5. 


Semnele termenilor de tipul aS., bS, ete. depind de poziția axei finale 
faţă de supraľață şi față de axa inițială. Dacă sistemul de axe final este mai 
aproape de suprafaţă decit sistemul inițial rezultă 


D =y — 4; z4 =23—b (8.17) 
şi 
Ia = Ia — US: + ZA (8.18) 
Ip = I, — 25, + BA ~ (819) 
Lay = ap — aS, ~ bS: + abA (8.20) 
h = I; + I, — 2(aS: + 05) + (02 + DA. (8.21) 
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Dacă sistemul de axe inițial este central (fig. 8.5, b) 


S: = S= 0 (8.22) 
şi se obţine: : 
Ia =l, 4 ZA (8.23} 
ly m I, + PA (8.24) 
Ian = Tey + abA (8.25). 
lo = + PA. (8.26) 


Din examinarea relaţiilor (8.23) — (8.26) rezultă că dintr-o familie de 
sisteme de axe paralele între ele, momentele de inerție axiale au valori minime 
față de sistemul de axe central. 

Relaţiile care exprimă variaţia momentelor de inerție la translaţia axe- 
lor permit determinarea momentelor de inerție ale unei secțiuni compuse, 
prin descompunerea acesteia în figuri simple cărora li se cunosc poziţiile cen- 
trelor de greutate, ariile și momentele de inerție în raport cu sistemul de axe 
ce rece prin centrul lor de greutate și care sînt paralele cu sistemul de axe al 
întregii secțiuni (sistemul final). 4 , 

Rotirea sistemului de axe. Se cunosc caracteristicile geometrice faţă de 
sistemul iniţial 14, Zy, Iy și se urmărește determinarea acelorași caracteris- 
tici Ja» Jyp Tan față de sistemul de axe final rotit (fig. 8.6, a). 

Aplicînd relaţiile de definiție pentru sistemul de axe final 


Ia = f yidA; Ip > AA: Jan = [pad (8.27) 
și ținînd seama că (fig. 8.6, b) 
d z =z cosa +y Sina; Yy =y cosa — 2 sing (3.28) 
rezultă 


Te, = al cosa — z sin aPdA = cos?a [pal + sin?a f dA — 
— 2 sin a cos a |, zyd-i (8.29) 


sau i 
(8.30) 


Inițial 


y cos œ- 2sin o 
z cos a+ y sina 


Fig. 86. 
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şi similar 


Ip = I,cos?« + Lsin?« + 2I, Sin e cos g (8.31) 
Lay, = Izp(cos?a — sin?a) -+ (I. — Î,)sin a cos a (8.32) 
sau, utilizînd exprimarea faţă de unghiul dublu, 2%, se obține 
RARS TAS, : ; 
la = + cos 2g — Isin 2a (8.33) 
2 2 
DA-I i ; 
Ip = — cos 2a A Lysin 2o (8.34) 
2 
îl 25 z 
Ini ™ = sin Da + Izycos 2z. (8.35) 


Momente de inerție axiale centrale şi principale. Axe principale de inerție, 
Din examinarea relaţiilor (8.33) —(8.35) rezultă că Jz» Ips Izay, stot funcții 
de 2z, iar analiza acestora permite stıbilirea valorilor extreme (maxime și 
minime) și a unghiurilor pentru care au loc. 

Unghiul a, care stabileşte posilia rotită a axelor în raport cu care mo- 
mentele de inerție axiale înregistrează valori extreme rezultă prin anularea 
derivatei momentului de inerție Fa, sau Fy 


ar n=l 
aex) 7 2 


sin 2x — Îzy 093 2x = — Irw (8.36) 


En a Ele sin 2a 4- I005 2a = Inne (8.37) 
aaa) 2 
Din relațiile (8.36) şi (8.37) rezultă că pentru axele faţă de care momentul 
de inerție centrifugal este nul, momentele de inerție axiale au valori extreme, 
maxime şi minime: Aceste axe se numesc axe principale de inerție și sc notează 
cu 7, respectiv 2. 
Prin anularea relației (8,36) snu (8.37) rezultă 


21 
2g; = E. 8.38 
tg 20 HER | ( ) 


cu soluțiile a, şi x; + = care definesc față de axa Oz două axe perpendicu- 


lare între ele pentru care momentul de inerție axial este maxim sau minim 
ítig.` 8.7). 


„285 


Identificarea axei principale de maxim se face prin studiul derivatei a 
doua a funcției 72. Unghiul a cărui tangentă are semn contrar cu momentul 
de inerție centrifugal F,, definește axa principală de maxim. ; 

Momentele de inerție față de axele principale se numesc momente de iner- 
ție principale. Acestea se notează cu 7, — momentul de inerție principal 
maxim și cu I, — momentul de inerție principal minim. 

Înlocuind relația (8-38) in expresia lui J,, se obţin valorile momentelor 
de inerție principale 


În mas = l, =— 1 (e — p? + lay (8.39) 


A I + Ia 
L ma = da = A S T Ie (8.40} 


Variația momentului de inerție eentriiugal la rotația axelor. Funcţia 
momentului de inerție centrifugal Za, [relaţia (8.35)] variază cu unghiul 
2a, este nulă pentru axele principale de inerție și trece prin valori extreme 
pentru unghiuri ce rezultă din anularea derivatei sale 


d? L1 : 
ih = cos 2g — Isin da = 0 (8.41) 
da) 2 
sau 
l-1 
tg 2u, = — — 8.42) 
E 202 21 (8.42) 


cu soluțiile s şi ag -+ E care definesc două axe perpendiculare între ele faţă 


de care momentul de. inerție centrifugal este maxim, respectiv minim. Aceste 
axe sînt bisectoarele unghiurilor dintre axele principale de inerție deoarece 


tg 2a tg dap = —1 (8.43) 


deci direcţiile definite de unghiurile a, şi a, deseriu între ele un unghi de 45. 
Introducind relaţia (8.42) în (8.35) se obţin valorile momentelar de iner- 


ţie centrifugale maxime și minime Ă = ai 
e pa 
vançgen = E NU The i Aa (8.44) 
Observaţie. Întrucit momentul de inerție centrifugal este.nu) în raport 


cu axele de simetrie ale unei suprafeţe plane, rezultă că orice axă de simetrie 
este axă principală a suprafeţei respective. 


8.1.4. RAZA DE INERȚIE. ELIPSA DE INERȚIE 


Pentru o suprafață plană raportată la sistemul de axe u şi v (fig. 8.8, @) 
se definesc ca raze de inerție (de giraţie), faţă de axele u și v mărimile 


` iu -J ; h= |+ (8.45) 


286 


Fig. 8.8. 


Dacă axele sînt axe principale şi centrale se obțin razele de inerție cen-— 


trale principale 
i = =: i, = |. (8.46). 


Dacă se cunoaște o rază de inerție i,, se poate determina momentul de 
inerție fată de axa u d 
I, = AiR (8.47) 


Ca semnificaţie geometrică, raza de inerție a unei suprafețe plane în 
raport cu o axă reprezintă distanţa faţă de axă la care ar trebui concentrată, 
întreaga arie, pentru a se obţine acelaşi moment de inerție cu al suprafetei 
reale. 

Elipsa de inerție serveşte la determinarea grafică a razelor de inerție: 
față de orice axă ce trece prin centrul de greutate al tnei suprafețe plane 
dacă se cunosc razele de inerție principale şi centrale. Prin intermediul ra~- 
zelor de inerție pot fi apoi calculate momentele de inerție faţă de orice direcţie: 
cu ajutorul relatiei (8.47). 

Presupun înd axa (A) în poziţie variabilă în jurul punctului O (fig. 8.8, b), 
punctul K va descrie un loc geometric 

Ia = Ay = A (OR). (8.48); 

Se poate arăla că locul geometric al punctului K este o elipsă numită. 

elipsă de inerție, cu semiaxele i, şi i, (razele de inerție principale) 
u? p2 


pol (8.49) 


i2 j? 
d iii 


Dacă pentru o suprafaţă plană 1, = I, deci i, = i, elipsa de inerție- 
devine un cerc, iar momentele de inerție faţă de orice axă centrală sînt egale 
cu momentele de -inerție principale. 


8.1.5. MODULUL DE REZISTENȚĂ 


Rapoartele dintre momentele de inerție faţă de axele centrale ale unei: 
suprafețe plane și distanţele de la punctele cele mai depărtate ale suprafeței: 
la' axe, reprezintă module de rezistenţă axiale (fig. 8.8, c) 


w=; We, (8.50) 


Ymar 2 mas 
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e Modulele de rezistență se notează cu W, au 

z 7 acelaşi indice cu momentul de inerție și se exprimă 
în unități de lungime la puterea a treia [L3]. 

Aplicația 8.1. Pentru secțiunea dreptunghiu- 

y  Jară din fig. 8.9 să se determine momentele 

de inerțiealz Iv, Typy şi Jy fată de sistemul de 

axe z0'y' şi momentele de inerție a, Ty, Lay și fo 

faţă de sistemul de axe central 20y. 

Momentul de inerție [aţă de axa 07 


b Is = Îi p2d4 unde di = dy d: 


Fig. 8.9. Tafi pe zayf? date, 


Momentul de inerție faţă de axa O'y 
Ip = buza =] 
“Momeutul de inerție centrifugal 


h bu 
Imp = J žy dA = fiy dyft d = 


Momentul de inerție polar 
bh? , hb? 
ÎI = Ik lp st > 


Momentele de fnerpie faţă de sistemul de axe central zOy se obțin apli- 
-cînd relaţiile (8.23) —(3.28) in care se presupun cunoscute momentele de inerție 
"viaţă de sistemul de axe final (determinate mai înainte) 


a = h/2; E A = bh 
REE PAES sk ( i bh = 


3 
l, Ip -0A =” (ifa =y a 


12 


Izy, = lay —abA = 2 ej bh =0 — sistemul de axe zOy.este 
22 
„principal ; 


I = ly — AA = Ehe d) i G pio 12), 


Aplieaţia 8.2. Pentru secţiunea triunghiulară din fig. 8.10 să se de- 
“termine momentele de inerție Iy, Ip: Izyp şi Iy faţă de sistemul z'O'y’ şi 
momentele de inerție I., Iy, Izy Şi I faţă de sistemul de axe central. 


lv =f, y? dA unde: dA = b, dp, by = 1Y, 


i A sb 2 blè 
În = f, yeah y)dy =: 
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A 
Ip = f z? dA și procedînd similar se 
obține : 


= j, y dA 
unde dA = b, d= 1 {h — y’) dy 
pi 


D= E j 
Zale) 
$: h 7 i b 
Ir = ze fanh dy = F 
PERE E z (pe + b°). Fig. 8.10. 


Pentru determinarea momentelor de inerție faţă de sistemul de axe 
central se procedează analog cu aplicaţia 8.1, unde: 


a h[3; b = bf şi A= bhf2. 


3 3 
r2 (ab a e 
3 z 36 


I hb? b ) bh hb? 


zii 3] 2 36 
i bn h 5) dh bh? 
M E ae ee 
24 3 3] 2 n? 
bh 
h=: -+ Iy = ~> ( + b 
o zT +y ~ ) 


Aplicația 8.3. Pentru suprafața plană din fig. 8.11, a să se determine 
momentele de inerție principale şi centrale și să se traseze elipsa de inerție 
faţă de axele principale. 


Fig. 8.11. 


19 — Mecanica construcțiilor — cd. 39 289 


Ba 


adi Spania se T în trei figuri geometrice simple (dreptunghi, 
Tiunghi, semicerc) pentru care caracteristicile geometrice proprii sînt pre- 
zentate în tabelul 8.1. Š ci i 


Tabelul 8.7 


Forma secţiunii Aria Tome cet truly Momente de inerție 
z h bh? 
Fe- Ye == h= a Li 
Š 2 12 
E) i i 
: A=b 
i = i 1,=e 
b3 > 
b Iè 
Y E Sit 
pr2Ylb/2 Alpi di 
b bh? 
a Fom n 1, = 
3 36 
L| A= bh 2h? 
E Iy = 
T SI 72. 
20 
2gly __b A 
za = 2 I= 
3 36 
aDi 
n= 
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i 
i 5 Il, =0 
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1) Determinarea poziţiei centrului de greutate al suprafeţei în raport 
cu nn sistem de axe arbitrar u0'»v 
ISA SA 
up PA; pg FAP, 
BA: EA: 
Elementele geometrice care intervin în expresiile coordonatelor centrului 
de greutate al suprafeței sint prezentate în tabelul 8.2. 


27,8150 17,930 y 
ug = m = 2,34 4; ve = — = 1,5la. 
11,882 11,880 
Tabelul S.2 
Figura Ae | ui vi | „li ui | Avi | b; a 
1 3,02 | 2u a 16,03 | 8,0 —0,34a | +0,14 
2 3,02 2,070 | 2,54 8,002 758 +0,33 — 0,994 
3 0,8802 [4,315 2,750 3,8158 2,4302 | +1,978a| —1,24a 
11,8802 27,8154 17,930? 


2) Determinarea momentelor de inerție în raport cu sistemul de axe 
central 20y [relaţiile (8.23) —(8.25)] 


3 : 3 
IL BAZ H aA) = eoi H (0,510)? 8a? cu + (0,990): 342 + 


-+ 0,00686- (1,54)! + (1,240)2-0,8802 = 9,4541 


11,5010 


| 36 ă 


3 ; 2 
I= Uy t BAD = E + (0,340)? 8a? + 
= 2 
+ (0,330)? 3a? p FU5O 4 (1,9780)? 0,8842 = 18,1520 
128 


(Ha. (20)? 
ma 


3 
L= È (an, F ab) = 0 + (0,510)(—0,34a) 8a? 
i=l 


+ (—0,994)(0,33a)- 3a? -+ 0 + (—1,244)(1,978a)-0,884? = —5,4144* 
Distanţele de la sistemele de axe locale ale figurilor geometrice Ia sistemul 
de axe central al suprafeţei sînt determinate în ultimele două coloane ale 


tabelului 8.2. 
3) Direcţiile axelor principale rezultă din relaţia (8.38) 


if E 
tg 2, — lea aetan — 1,944 
Ip — e 18,1520! —9,450 
dap = 511220”; a = —25°3610” 


—(25°36'10" + 90°) = —11536'10%,. 


Zi 


Întrucît unghiul de —115%36'10" are tangenta de semn contrar cu mo- 
mentul de inerfie centrifugal, acesta va defini axa principală de maxim 
(fig. 8.11, b). ; 
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4) Valorile momentelor de inerție: peineipale rezultă din aplicarea rela- `` 


țiilor (8.39) şi (8.40) 7 
LE 


: EVT ZIS pa s ee 


Ia = 


+ + JOB = 18,1524? + 46,4144 = 13,80tai + 6,94543] 


I, = (13,801 + 6,945)a? = 20,746a*; I, = (13,801 — 6,945)at = 6,856a1 
5) Trasarea elipsei de inerție rezultă aplicînd relațiile (8.46) și (8.49) 
i= 2 -Jaze L32; h= |= Üg = ie oo, E 
11,880? 11,850 
Faţă de sistemul de axe central şi principal (v. fig. 8.11, b) ecuația elipsei 
este i 


uw I v? 
(0,760)! (1,320 


Aplicația 8.4. Pentru secțiunea compusă din plalbande şi corniere soli- 
darizate cu nituri din fig. 8.12, a, să se determine momentele de inerție cen- 
trale și 'principale nete și modulele de rezistență corespunzătoare. 


74 100 200 


vg g20 „Pb 800x10 


21L 100 x 100 x 10 


Pb 1000x12 


2140140 14 
Pb 400 x10 


Fig. 8.12. 
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“Secţiunea. prezintă o axă de simetrie- Oy care este axă centrală și prin- ` 
cipală. Cealaltă axă principală este perpendiculară pe Oy şi trece prin centrul 
de greutate al secţiunii (axa Oz, fig. 8.12, b). 

În determinarea caracteristicilor geometrice nete se va ține seama de 
slăbirile produse de niturile de cap. 

1) Determinarea poziţiei centrului de greutate în raport cu sistemul 
de axe y02. Întrucît slăbirile influențează puţin poziţia centrului de greutate, 
la determinarea lui yẹ se vor considera numai arii brute. 

Cu notaţiile din fig. 8.12, b, caracteristicile geometrice proprii ale ele- 
mentelor ce alcătuiesc secțiunea sînt: 


80 x 1°? 


Pb800 x 10; A; = 80 x 1 = 80 cm?; ET 6,67 cmt; 
1, = AX BO — 42660,67 cm; Iny =0 
12 
P100 x 10; A, = 10 xjl = 10 emè; Lp, =H — 83,33 cmt; 
L, SELES = 0,83 omt; Iny, =0 


L100 x 100 x 10; As = 19,2 cm; I, = Tp, = 177 omt; 
Tay, = 103,35 cm; e = 2,82 cm 
„ L100 x 100 x 10; Ay = 19,2 em?; I = Ipp = 177 cm’; 


Iipye = —103,35 cmt; e = 2,82 em. 
Pb1 000 x 12; Aa = 100 x 1,2 = 120 emê; J, = e = 
= 100 000 cmt; J, = IE — 144 emt; Inn =O 
12 


L140 x 140 x 14; Ag = 37,6 cm?; I, = Iy, = 689 emit; 
Iesv, = —405 cmt; e = 3,98 cm 

L140 x 140 X 14; Ay = 37,6 cm; Ip = Ip = 689 cmi; 
Iapu = 405 cmt; e = 3,98 cm 


40 x 1 
Ph400 x 10; Ap = 40 om3; 1, =Z = 3,33 emit; 

E 1 x 408 ri - G 

Ie aci yo. 333,33 cmt; Tny =. 
7 
DAY | 5 P - n i 
T 80-0,5 + 4(10-6) + 2(19,2-3,82) +- 120-51 -+ 2(37,6.97.02) + 10-101,5 

Ye 7 80 + 4-10 + 219,2 +120 -+ 2-37,6 + 40 

EA i 


1 
= 45,48 cm. 
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~ 2) Determinarea momentelor de inerție ale secțiunii brute în raport 
cu sistemul de axe central și principal zGy (v. fig. 8.12, b). 


7 
I, => (CPR + 24) = (6,67 + 41,982-80) + 4(83,33 + 39,482-10) + 


J 
- 


-+ 2(177 + 41,662-19.2) + (100 000 + 5,522-120) + 2(689 + 51,542 
*37,6) + (3.33 + 56,022-40) = 721 868.7 cm? 


(+ DA.) = (12 060,67) + 200,83 + 32,1%- 10) + 200,83 + 


= 21,1210) + 2(177 -+ 3,422-19,2) + (14,4) ++ 2(689 + 4,582-37,6} + 
+ (5 333,33) = 81 288,69 cm? 
I = 0. 


Zy 


3) Determinarea momentelor de inerție ale slăbirilor in raport cu sis- 
temul de axe central şi principal zGy (fig. 8.12, c) 
2.943 


si 2.93 2-2 
[i =2 Ea + 44,482.14) + 2f Ak 55,322- 4,8) = 45 213.94 cmt 


| -12 
si 9.92 
T =2(4 +61%4) 2[ 


2,423 


32 


+ 8,12-4,8) = 933,4 cmt 
I = 0. 


4) Momente de inerție principale ale secțiunii nete, module de rezistență 


P” = IY — [i = 721 868,7 — 45 213,94 = 676 654,76 cmt 


z 


r” -E 4 t: 81 288,69 — 933,4 = 80 355,29 cmt 


yr 


IL, = Inar = 1” = 676 654,76 cm 


£ zE S 
Ia = Imin = 1 = 80 355,29 cmt deoarece I,, = 0 
„net 1 676 65 i i 
w PDAS 6 654,76 


a net Ie 
Ymaz 56,52 


= 11 971,95 cm; W, == i 


___80355,29 


= 2 008,88 cm’. 
40,0 ` 


8.2. NOTIUNI GENERALE 
DE REZISTENȚA MATERIALELOR 


În general, construcțiile, indiferent de destinația lor, an principala funcție 
de a prelua încărcările ce le revin şi de a le transmite la terenul de fundare 
prin intermediul elementelor de rezemare. Ansamblul elementelor construc- 
ţiei ce servesc preluării și: transmiterii încărcărilor formează structura de 
rezistență a construcţiei. Elementele componente poartă numele de elemente 
de rezistență, 
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Pentru efectuarea analizei structurii de rezistenţă a unei construcţii, 
fiecare element component este separat .de restul structurii prin introducerea 
în secțiunile de separație a forţelor de legătură cu restul structurii, urmată 
de analiza elementului de rezistență sub acţiunea încărcărilor ce îi revin. 
Forţele de legătură (eforturile) ce se dezvoltă în secţiunile unei structuri de 
rezistență sub încărcări în poziţie fixă se determină pe baza diagramelor de 
eforturi, iar sub încărcări în poziţie variabilă, cu ajutorul liniilor de influenţă. 

Determinarea eforturilor în secţiunile unui element de construcţie se 
face cu scopul de a-l realiza astfel incit comportarea lui în exploatare să fie 
sigură iar tocma şi dimensiunile sale să conducă la o soluție funcţională și 
economică. Cu aceste probleme se ocupă a ramură a Mecanicii construcţiilor 
şi anume Rezistenţa materialelor. 


8.2.1. PROBLEME ȘI METODE ALE REZISTENȚEI MATERIALELOR 


Pentru a efectua analiza unui element de construcție este necesar să [ie 
cunoscută comportarea materialului din care este alcătuit, sub acţiunea 
forțelor care îl solicită. Caracteristicile de comportare ale materialului se 
stabilesc pe cale experimentală constatindu-se că atit materialele naturale 
cit și cele artificiale nu sînt rigide, orice corp suferind modificări de formă 
şi dimensiuni cînd este supus la acţiuni exterioare. 

Deformabilitatea materialelor: are drept consecință delurmarea sub 
incărcări a elementelor componente ale structurii de rezistenţă. deci o modi- 
ficare a geometriei întregii structuri. 

Analiza relaţiilor de natură geometrică ce rezultă ca urmare a modi- 
ficării formei elementelor de rezistență constituie studiul geometrie al acestora. 

in procesul de deformare al unui corp au loc o serie de modilicări fizice 
ia nivelul constituţiei materialului, ca urmare a modificării forțelor de coeziune 
existente in starea nedetormată. În cadrul Rezistenței materialelor, analiza 
fenomenelor ce însoțesc procesul de deformare se face prin introducerea 
conceptului de forţe interioare, reprezentate in interiorul corpului de forţe 
distribuite după legi ce urmsază a fi precizate. Aceste forţe interioare rezultă 
ca urmare a preluării de către corp a sistemului de forțe exterioare care îl 
solicită și sint asociate unor elemente de arie infinit mici. 

Relaţiile de dependenţă între forţele interioare și deformaţiile cores- 
punzătoare dafinasz caracteristicile fizico-macanice ale fiecărui material. 
Acestea se stabilesc numai pe cale experimentală prin încercări de laborator, 
măsurînd d-tormaţiile ce corespund unor sisteme simple de forţe exterioare 
de intensitate cunoscută. 

Această etapă de analiză din studiul comportării elementelor de con- 
strucţii constituie studiul fizic. x 

Ansamblul ecuațiilor care exprimă echilibru! sistemului de forțe care 
acționează asupra unui element de rezistență sau a unei părți din acesta, 
izolată ipotetic, formzază etapa de studiu static. 

__ Ansamblul ecuaţiilor obținute din studiile enunțate constituie un sistem 
a cărui rezolvare răspunde problemelor de care se ocupă Rezistenţa mate- 
rialelor. 

După cum rezultă din cele arătate, Rezistenţa materialelor își bazează 
metodele de analiză atit pe aspecte teoretice cît și pe cele experimentale. 
Aspectele teoretice constau în aplicarea legilor şi ecuaţiilor Mecanicii teore- 
tice, iar aspectele experimentale rezultă din cercetarea în laborator a pro- 
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prietăţilor materialelor de construcţie. Rezistenţa materialelor își dezvoltă 
aparatul de analiză adoptind o serie de ipoteze simplificatoare care rețin 
numai aspectele semniticative, generale, ale fenomenelor, avind drept scop 
obţinerea unor relaţii de calcul “simple, ușor de aplicat, fâră ca prin aceasta 
rezultatele analizei să se îndepărteze prea mult de realitate. Urmărirea com- 
portării reale a unei construcţii, confruntarea rezultatelor experimentale cu 
cele calculate conduc la aprecieri asupra gradului de valabilitate a ipotezelor 
simplificatoare admise. 


8.2.2. ASPECTE ALE PROBLEMELOR DE REZISTENȚA MATERIALELOR 


În partea sa elementară, Rezistenţa materialelor se ocupă în principal 
de analiza elementelor de rezistență cu fibră medie (grinzi, bare, fire). La 
aceste elemente de rezistenţă, dimensiunea în sens longitudinal fiind impusă, 
obiectul analizei se restringe la forma și dimensiunile optime ale secţiunilor 
transversale. Astfel restrins, obiectivul urmărit se prezintă în practica cu- 
rentă sub trei probleme de calcul: i 

1) Probléma de verificare a dimensiunilor elementelor de rezistență. 
Fiind cunoscute solicitările exterioare, elementele geometrice şi caracteris- 
ticile fizico-mecanice ale materialului din care este alcătuit elementul, se 
cere compararea comportării efective a elementului de rezistență analizat 
(Xa) cu valori maxime admisibile (X,am) ale unei mărimi considerată ca- 
racteristică. Mărimile caracteristice comparate pot fi intensități ale forțelor 
interioare sau deformații ale elementului de rezistenţă analizat. 

Elementul de rezistenţă este acceptat dacă este îndeplinită condiţia 

Xas S Xram (8.51) 

2) Problema de dimensionare a secțiunilor transversale ale elementelor 
de rezistență. Fiind cunoscute solicitările exterioare şi caracteristicile fizico- 
mecanice ale materialului din care este alcătuit elementul, se cere determi- 
narea caracteristicilor geometrice ale secţiunilor transversale, astfel încît 
să fie satisfăcută relația (8.51). 

3) Problema de stabilire a capacităţii portante a elementelor de rezis- 
tenţă. Fiind cunoscute geometria elementului de rezistenţă şi caracteristicile 
fizivo-mecanice ate materialului din care este alcătuit, se cerc determinarea 
intensității sistemului de forţe exterioare ce solicită elementul, astfel încît 
să fie satisfăcută condiţia (8.51). 


8.2.3. IPOTEZE FUNDAMENTALE 


Schematizările admise în Rezistenţa" materialelor, în vederea stabilirii 
unor relaţii de calcul simple, au la bază o serie de ipoteze simplificatoare 
ce se referă la structura materialelor și la comportarea elementelor de re- 
zistenţă sub încărcările care le solicită. 3 

Ipotezele fundamentale care stau la baza dezvoltărilor teoretice din 
Rezistență materialelor sînt : 

1) Ipoteza continuității mediului. Corpul este considerat ca fiind alcătuit 
` din: materie care umple fără fisuri sau discontinuități întregul spațiu limitat 
de contur. 
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2) Ipoteza omogenității materialului: Consideră materialul din care este 
alcătuit corpul ca avind caracteristici fizico-mecanice identice in toate pune- 
tele corpului. 

3) Ipoteza izolropiei. Admite că materialul are aceleași caracteristici 
de detormabilitate după orice directie în jurul unui punct din interiorul 
corpului. 

4) Ipoteza comportării perfect elastice a corpului. Elasticitatea este pro- 
prietatea materialelor de a se deforma sub încărcări şi de a reveni la forma 
şi dimensiunile inițiale după indepărtarea cauzelor ce au produs deformarea. 
Problemele de Rezistenla materialelor în care materialele se comportă perfect 
elastic sînt numite probleme liniare din punctul de vedere al materialului. 
În cadrul acestor probleme, legătura biunivocă între forțele interioare și 
deformaţiile corespunzătoare se exprimă matematic printr-o relație liniară. 

5) Ipoteza deformafiilor elastice mici. Consideră deformaţiile unui corp 
sub încărcări mici în raport cu dimensiunile generale ale acestuia. Această 
ipoteză permite ca ecuaţiile de echilibru să fie scrise pe forma nedefarmată 
a corpului considerat. 

6) Ipoteza stării naturale. Corpul analizat nu are eforturi interioare inj- 
tiale datorită unor cauze diverse ca: prelucrarea materialului, montaj, fe- 
nomene de natură chimică etc. 

7) Ipoteza dependenței locale. Forţele interioare şi detorimaliile cores- 
punzătoare sînt funcţii de punctul din interiorul corpului în care se efectuează 
analiza. 


8.2.4. EFORTURI UNITARE. DEFORMAȚII SPECIFICE 


Pentru a analiza efectele unui sistem de forţe exterioare asupra unui 
corp se utilizează metoda secţiunilor și procedeul solidificării părţilor dez- 
voltat pentru calculul forțelor de legătură la sisteme de corpuri rigide. Con- 
form acestui procedeu. dacă un corp (C) este în echilibru sub acţiunea unui 
sistem de forţe exterioare, atunci și fiecare parte a acestuia, separată din 
corpul (C) prin secţiuni imaginare, este în echilibru sub acţiunea forțelor care 
îi revin. 7 

Considering corpul (C) din fig. 8.13, a secţionat cu un pii (P) şi inde 
părtînd corpul (C,), pentru respectarea echilibrului corpului (C) în sec- 
țiunea § trebuie introdus efectul exercitat de partea indepărtată prin sec- 
tonar + 


S dA 


Datorită continuității materialului, acest efect se manifestă în fiecare 
punct de pe secţiunea S prin apariţia unor forțe de legătură interioare. Dacă 
se consideră o arie elementară dA din secțiunea. S (fig. 8.13, b), efectul men- 
ţionat este reprezentat printr-un sistem de forțe distribuite ce poate fi redus 
în centrul de greutate al elementului dA la o rezultantă forță dř şi o rezul- 
tantă moment dM. 

Pentru a obţine intensitatea într-un punct a forţelor de legătură inte- 
rioare se electuează trecerea la limită 


lim Z = p (8.52) 


unde p se numește efort unitar total în punctul considerat. 

Rezultanta moment dM poate fi neglijată întrucît reprezintă cantităţi 
infinitesimale de ordinul doi in raport cu forțele interioare de legătură. 

Dacă se descompune efortul unitar total ñ după direcția normală ñ la 
plabul elementului dA şi după o direcţie cuprinsă în planul acestuia (fig. 8.13, c), 
se oblin componentele: e — efort unitar normal și 7 — efort unitar tan- 
genlial 


P= oÀ 4 ql; p = aott z (8.53) 


În mod obişnuit, în punctul Q de pe sectiunea S se aleg două direcții 
perpendiculare pe normala îi şi perpendiculare între ele, iar efortul unitar 
tangenţial = se descompune după aceste direcții (fig. 814, a). 

Componenta normală o, se notează cu un singur indice, cel al normalei 
la secţiune, iar pentru componentele Tey, Tra Sint nscesari doi indiċi: primul 
(x) indică normala la secțiune, iar al doilea (y sau z), direcţia cu care compo- 
menta este paralelă. 

Pentru semnele componentelor efortului unitar total se adoptă convenţia : 
“efortul 'unitar normal o, este pozitiv dacă trage (întinde) de partea da corp 
pe care se aplică. Dacă normala la suprafața pe care acţionează os este orien- 
tată pozitiv în sens contrar sensului pozitiv a lui o, (fig. 8.14, b), atunci com- 
ponentele lui + sînt pozitive cînd sint orientate în sens contrar sensului po- 
zitiv al axei după care acţionează. i 
- Eforturile unitare p, o, z au dimensiunea F/L? şi in mod uzual se măsoară 
in N/em?, N/mm?, kgf/cm? etc. i 

Eforturile unitare definite înainte sìnt mărimi deduse, ele mu pot fi 
-observate sau măsurate la un corp solicitat de un sistem de torţe exterioare. 


Fig. 8.14. 
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Fig. 8.15. 


În schimb, se pot observa și măsura deformaţiile corpului ce se manifestă 
în Jiecare punct al acestuia ca variaţii ale lungimilor sau ale unghiurilor, 

Se consideră o bară pe care s-au marcat două repere la distanța Z, soli- 
citată la întindere cu forţa P. Bara se va deforma, distanta dintre repere 
devenind (fig. 8.15, a) 

d = +A. (8.54) 


Cantitatea Al = l, — l, cu care a variat distanţa inițială dintre repere 
se numeşte alungire sau deformaţie longitudinală. Pentru ca detormaţiile 
să [ie independente de dimensiunile geometrice ale barei se raportează alun- 
girea la distanța inițială Z. Acest raport poartă numele de deformaţie specifică 
axială și se notează cu e. 

A uta 


E 


: (8.55) 


lb h 
Dacă e > 0, rezultă o lungire specifică, iar dacă e < 0, rezultă o sceur- 
tare specifică. Fiind raportul a două lungimi, e este adimensional. Ordinul 
său de mărime este foarte mic, în calculele uzuale acceptindu-se 1 + e œ 1. 
Se consideră o bară de lungime elementară dx solicitată la forfecare cu 
forța T (fig. 8.15, b). Bara se va deforma astfel încît unghiurile drepte dintre 
laturile acesteia 'se vor modifica cu cantitatea y. i ` 
Cantitatea y cu care s-a modificat unghiul drept prin deformare se nu- 
meștt lunecare specifică sau deformație specifică unghiulară. 


* y = arctg E arctg auy = Das) ` 
au 


8.50 
dr dx ( ) 
Unghiul y este o mărime adimensională. Dacă + > 0, unghiul drept se mic- 
șorează, iar dacă y <0, unghiul drept se măreşte. 

„Orice deformaţie ce se manifestă în interiorul unui corp solicitat de un 
sistem de forțe exterioare poate fi descompusă în deformaţii axiale și un- 
ghiulare. i 
> 


8.2.5. CURBA CARACTERISTICA A MATERIALULUI. 
LEGEA Lui HOOKE 


Pentru rezolvarea problemelor Rezistenței materialelor este necesar a 
se stabili o relaţie între eforturile unitare c, + și deformaţiile specifice cores- 
punzătoare £, y. Această relaţie este de natură fizică, depinde de materialul 
din AN este alcătuit elementul de rezistență analizat și se determină expe- 
rimental. 
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Se confecţionează din materialul de încercat o epruvetă de formă și 
dimensiuni stabilite prin norme oficiale. În general, epruveta are formă ci- 
lindrică cu capetele de'o formă specială pentru a fi prinsă în maridrinele 
maşinii de încercat. Secţiunea transversală a epruvetei are aria Ay Pe epru- 
vetă se marchează două repere la distanța le. 

Epruveta se prinde în mandrinele unei mașini de încercat la tracțiune 
şi este solicitată de o forţă axială P care crește continuu de la valoarea zero 
pînă la valoarea la care epruveta se rupe. Pentru diferite valori ale forţei P' 
se măsoară alungirea Al, întocmindu-se un grafic in care pe abscisă se mar- 
chează valorile alungirilor Al iar pe ordonată valorile corespunzătoare ale 
forţei P (tig. 8.16, a). Evident, valorile forței de tracţiune P și ale alungirilor Al 
depind de dimensiunile epruvetei Ag și l. Pentru a obţine rezultate indepen- 
dente de aceste dimensiuni se întocmeşte un grafic în care se vor înregistra 
pe abscisă deformaţiile specifice axiale e = Alfl} iar pe ordonată valorile 
efortului unitar normal o = P/A, Curba obținută (fig. 8.16, b), care stabi- 
leşte legătura între eforturile unitare şi deformaţiile specifice corespunză- 
toare şi caracterizează delormabilitatea unui material, se numește curbă 
caracteristică a materialului. 
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Fig. 8.16. 


Se definește ca modul de elasticitate într-un punct k al curbei caracte- 
ristice, cantitatea (v. fig. 8.16, b) 


Ey = lim ATL a E tg ap 8.57) 
Ac Ay de š i 


Pentru unele materiale curba caracteristică are porțiuni cu variație li- 
niară (fig. 8.16, c) ce permit a se.exprima analitic relaţia între eforturi unitare: 
și deformaţii specifice sub forma 


o = Es; E=tga (8.58) 


relaţie care poartă numele de legea lui Hooke. În acest caz, modului de elasti- 
citate longitudinal este o constantă, valoarea sa variind de la material la ma~ 
terial. Deoarece e este adimensional, rezultă că modulul de elasticitate E 
se măsoară cu aceleaşi unităţi de măsură ca și c, (F/L2]. 

În mod asemănător se poate stabili experimental relația dintre efortul 
unitar = şi deformația specilică unghiulară y. Această relație se prezintă la 
unele materiale, pînă la. o, anumită valoare a efortului unitar 7, sub forma 


z= Gy p (8:59) 


în care G este modulul de elasticitate transversal. 
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Pe parcursul studiului experimental se constată că pentru. o alungire în 
lungul axei barei solicitate axial, are loc o micşorare a dimensiunilor secţiunii 
transversale (fig. 8.17, a). Dacă e este lungirea specifică în lungul axei barei, 
se notează cu e, scurtarea specifică perpendiculară pe axa barei, rezultînd 
ao hi, dg — d 
3 7o q m HE 13.60) 


Ee = 


unde u se numește coeficientul lui Poisson (u > 0). 

, Pentru corpuri omogene şi izotrope, în stadiul de lucru elastic, coefi- 
cientul lui Poisson poate varia numai în intervalul 0—0,5, iar între modulul 
de elasticitate longitudinal E, modulul de elasticitate transversal G şi coeti- 
cientul lui Poisson u există relaţia * i 

E 
G Frege (8.61) 

„__ Curba caracteristică a oțelului. Oţelurile folosite curent în construcții 
sînt oțeluri carbon (OL32, OL34, OL37) sau oţeluri slab aliate (OL44, OL52), 
cu proprietăți plastice bune. Oţelul moale, cu un conţinut scăzut. de carbon 
(0,17 —0,22% C), fiind un material cu largă utilizare în construcţii, se va 
prezenta în detaliu curba caracteristică a acestuia (fig. 8.17, b). i 
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Fig. 8.17. 


Pînă la o anumită valoare a efortului unitar, o,, numită limită de pro- 
porționalitate, eforturile unitare sînt proporționale cu deformațiile specifice 
coeficientul de proporționalitate fiind modulul de elasticitate longitudinal E. 

Pe curba caracteristică limita de proporționalitate corespunde punc~ 
tului Lp care marchează și limita pînă la care este valabilă legea lui Hooke 

Pînă la punctul L, de pe curbă, numit limită de elasticitate, căruia îi 
corespunde efortul unitar c, materialul se comportă elastic, detor maţiile 
dispar aproape complet dacă încărcarea scade pină la valoarea zero, deci 
descărcarea urmărește același traseu cu încărcarea. Şi pe această zonă re- 
lația între a şi e este dată de o funcție biunivocă. i 

În realitate nu există material care să se comporte perfect. elastic, în- 
trucit există detormaţii remanente foarte mici chiar la eforturi unitare sub 
limita de elasticitate. Pînă la o anumită limită a încărcării, aceste deformaţii 
remanente sint însă atit de mici încît, practic, pot fi neglijate. În aceste 
condiţii, limita de elasticitate are un caracter convenţional, ea reprezentînd. 
valoarea e, a efortului unitar pentru care, la descăreare, epruveta rămine 
cu o lungire specifică remanentă €, = 0,01 
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Încărcînd epruveta peste limita de elasticitate, curba caracteristică pre~ 
zintă o înclinare mai pronunţată, după care se înregistrează o creștere a 
detormaţiilor specifice fără ca efortul unitar să crească, curba prezentind 
un palier. Valoarea efortului unitar la care apare acest fenomen marcat pe: 
curbă cu L, este oe limita de curgere, iar porţiunea orizontală din curba 
caracteristică se numește palier de curgere. 

__ Creseînd în continuare forţa ce solicită epruveta, se observă o creştere 
a eforturilor unitare pînă în punctul L, domeniu în care are loc o rearan- 
jare a cristalelor şi o consolidare a materialului. Efortul unitar a, corespun- 
zător punctului L, de pe curba caracteristică, reprezintă rezistența totală 
sau rezistenţa la rupere a materialului. Dacă se solicită epruveta peste această 
limită, se constată o slăbire aparentă a rezistenţei materialului, iar în punctul R 
are loc ruperea materialului. În zona L, — R, pe o lungime restrinsă a epru- 
vetei, apare o ştrangulare, cu o reducere apreciabilă a secțiunii transversale, 
ce se dezvoltă pînă cînd are loc ruperea epruvetei în secțiunea ștrangulată, 

Curba caracteristică obţinută are un caracter convenţional deoarece 
eforturile unitare s-au determinat împărțind forța ce solicită epruveta la 
aria inițială A, a secţiunii transversale. În realitate, pe măsură ce forţa axială 
crește, aria secţiunii transversale se micșorează nesemnilicativ pînă la apa- 
riţia strangulării și foarte puternic după apariţia acesteia. Dacă după apariția 
strangulării eforturile unitare se determină prin impărțirea forţei axiale la 
aria secţiunii straugulate -1,, curba caracteristică ar fi reprezentată pe zona 
L, —R' de curba punctată ascendentă (v. fig. 8.17, b) şi nu de curba des- 
cendentă L, — R. Deci, ordonata punctului R de pe curbă nu este semnifi- 
cativă şi, în consecință, se adoptă ordonata maximă g,, corespunzătoare 
punctului L, ca rezistență la rupere. 

Dacă epruveta se încarcă pesle limita de elasticitate, şi în special peste 
limita de curgere, de exemplu punctul M de pe curba caracteristică, cînd se 
înlătură încărcarea se constată că descărcarea nu mai urmăreşte curba încăr- 
cării, ci se face după o dreaptă MM paralelă cu zona de proporționalitate 
O —Lp. Epruveta nu îşi revine complet la dimensiunile iniţiale, înregistrîndu-se 
o detormaţie remanentă e, asitel că deformația specifică totală, corespunză- 
toare unui punct M situat după limita de elasticitate. se compune dintr-o 
deformaţie specifică elastică s, (reversibilă Ja încăreare-descăreare) şi o defor- 
maţie specifică remanentă e, (nereversibilă) 


(8.62) 


La reincărearea epruvetei se parcurge dreapta AFM, materialul se com- 
portă elastic pină în punctul M, după care, crescind încărcarea, curba ca- 
xacteristică işi reia aproximativ aspectul iniţial M — L, — R. Rezultă că 
epruveta a suferit o deformaţie remanentă după care se comportă elastic 
pentru toate eforturile unitare care nu depăşesc efortul unitar care a produs 
deformația remanentă. Punctul M a devenit limită elastică, superioară limitei 
elastice inițiale, materialul prezentind însă la rupere delormaţii specifice 
mai mici. Fenomenul poartă numele de ecruisare, fiind un procedeu de a ridica 
în mod artificial limita de elasticitate prin prelucrare mecanică. 

În realitate, descărcarea din punctul M şi reîncărcarea din M’ nu au 
loc în mod riguros după dreapta MM" ci după curbele marcate cu săgeți. 
în fig. 8.17, b, care inchid între ele o suprafaţă numită bucla histerezis. Feno- 
menul are importanţă în cazul solicitărilor variabile şi repetate. 
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Deoarece în zona d riti ării ii ifi 
Po en a de apariție a ștrangulării deformațiile specifice cresc . 
arte mult, deformația specifică la rupere 


z a D 
a (8.63) 
4'0 
nu reprezintă o valoar ESSN i vetei și, î inpă 
m el o aloare omogenă pe lungimea l a epruvetei şi, în consecință, 
ngirea specifică la rupere 
(AD) 
ò, 100 [o d 
-=s 1%) (8.64) 
nu are o semniticaţie certă in aprecierea deformabilităţii la rupere a oţelului 
şi a comportării plastice a acestuia. i 
l n criteriu care permite o apreciere mai corectă decît 3,(%) a caracte- 
ralni ruperii și a capacității de deformare plastică înaintea ruperii este stric- 
iunea 


Ao ~ 


2.100 [% (8.65) 


în care: -tọ este aria inilială a secțiunii transversale a epruvetei, iar A, — aria 
secţiunii strangulate în care a avut loc ruperea. i i i 

Pentru otelul OL37, principalele valori caracteristice sînt: o, = 370N /minè 
Ge = 240 Njmm?, o, = 190 N/mm, E = 2,1107 N/cmê, 3, = 25...28% 

Observații asupra curbelor caracteristice ale materialelor. Din punctul 
de vedere al detormării unui material şi după mărimea detormaţiilor înainte 
de rupere, materialele se împart în două categorii : 

a) materiale tenace (ductile) care prezintă deformaţii plastice mari 
după limita de elasticitate înainte de rupere. Din această categorie fac parte 
oțelurile moi, zincul, cuprul, plumbul ete. Peniru materialele tenace repre- 
zentativ este oţelul moale pentru care în fig. 8.17, b s-a prezentat curba 
caracteristică. Asemănător se comportă și alte metale şi aliaje, curba carac- 
terislică a fiecăruia prezentînd în general aceleași zone ca ceà a oţelului 
moale ; i 

b) materiale fragile (casante) care se rup brusc, fără a prezenta inainte 
de rupere deformaţii mari. Din această categorie fac parte fonta, otelurile 
superioare, piatra naturală, betonul, sticla etc. Curba caracteristică a mate- 
vialelor fragile nu prezintă palier de curgere. În fig. 8.18, a este prezentată 
curba caracteristică a fontei, specifică materialelor cu rupere fragilă. Prezen- 
tind deformaţii specitice mici inainte de rupere, materialele fragile nu sînt 
recomandate a fi folosite în alcătuirea elementelor de constructie solicitate 
la încărcări dinamice. 


Li a G 
i 
i “e i Ectga 
; i * isi tga 
è sia E 0 au E 
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Curba caracteristică a unui material este influențată şi de condiţiile 
în care se face încărcarea epruvetei. Pentru oţelul moale, temperatura și 
viteza de încărcare pot influența semnificativ anumite zone ale curbei ca- 
racteristice. 


Proprietăţile mecanice ale oţelurilor utilizate în construcţii se modifică 
puţin prin încălzire pînă la temperatura de 200. ..250*C, dar la o temperatură 
de 300...330*C se produce o puternică îmbătrînire. La această temperatură 
oţelul prezintă rupere fragilă. La temperaturi mai mari are loc o scădere rapidă 
a limitei de curgere și a rezistenței la rupere. La temperaturi sub 0°C se pro- 
duce o creştere uşoară a rezistenţelor oţelului, în schimb alungirile la rupere 
scad apreciabil, : 

Viteza cu care încărcarea crește de la zero pină la valoarea de rupere 
influențează înclinarea zonei de proporționalitate a curbei caracteristice, 
rezistenţa de rupere şi alungirea. Cu cît viteza de încărcare este mai mare, 
înclinarea zonei de proporţionalitate crește, rezistenţa de rupere crește iar 
alungirea la rupere scade. 

Este de remarcat că asupra materialelor se fac şi alte încercări cu scopul 
de a stabili modul lor de comportare la diferite tipuri de solicitări. Prin prescripţii 
oficiale se stabilesc tipurile de încercări și condiţiile în care acestea se cfec- 
tuează. 


Curbe earaeteristice idealizate. Stabilirea unor relaţii de calcul simple 
în Rezistenţa materialelor nu se poate face pe baza curbelor caracteristice 
reale ale diferitelor materiale. De aceea sînt. propuse o serie de curbe carac- 
teristice simplificate reduse la segmente de dreaptă corespunzătoare dome- 
niilor de comportare elastică, respectiv plastică, 

Pentru materiale casante, cu rupere fragilă, se adoptă comportarea ideal 
elastică reprezentată printr-o dreaptă a cărei înclinare este dată de modulul 
de elasticitate (fig. 8.18, b). 

Pentru materiale ductile, cu deformaţii plastice mari înainte de rupere, 
se adoptă comportarea ideal elasto-plastică reprezentată prin două drepte : 
dreapta 0A în care materialul se comportă ideal elastic are înclinarea dată 
«le modulul de elasticitate, iar dreapta AB, paralelă cu abscisa, în care ma- 
terialul se comportă ideal plastic (fig. 8.18, c). Această diagramă caracte- 
Tistică idealizată este cunoscută sub numele de curba Prandtl. 

Pentru unele materiale ductile se poate adopta și un model ideal elasto- 
plastic cu consolidare în care palierul de curgere este inlocuit cu o dreaptă 
ce are o înclinare față de abseisă (fig. 8.18, d). La ambele tipuri de curbe 
„caracteristice ideal elasto-plastice descărcarea dintr-un punct situat după 
limita de elasticitate se face după o dreaptă paralelă cu AB. 


8.2.6. METODE PENTRU CALCULUL DE REZISTENȚĂ 
AL ELEMENTELOR DE CONSTRUCȚII 


Principalele procedee pentru calculul elementelor de rezistență ale unei 
„construcţii pot fi încadrate în trei metode: 

Metoda rezistențelor admisibile. Metoda constă în determinarea efortului 
unitar efectiv maxim şi compararea lui cu o limită convenţională, stabilită 
astfel încît în exploatare elementele de construcție și construcţia în ansamblu 
să prezinte siguranță. Această limită convenţională depinde de proprietățile 
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materialului din care este realizată construcţia, de tipul solicitărilor exte- 


- rioare, de destinaţia construcţiei etc. Dezavantajul metodei constă în faptul 


că admite drept stare limită de rezistenţă atingerea valorii limită conven- 
ţională intr-una singur punct, ceea ce este valabil numai în cazul materialelor 
fragile, Pentru materiale tenace, la care curba caracteristică prezintă palier 
de curgere, rezultă o capacitate de rezistență mult mai mare, neglijată în 
cadrul metodei. 

Un element de construcție este acceptat în structură dacă este îndeplinită 
condiția (8.51) 

Xas S Naam 


unde : X, este efortul unitar maxim determinat prin calcule iar Ad — Te- 
zistența admisibilă a materialului determinată experimental. 

Rezistența admisibilă este o valoare convenţională a efortului unitar 
care nu trebuie depășită, în nici un punct al unei construcţii, de eforturile 
unitare efective maxime stabilite pe baza ipotezelor de încărcare cele mai defa- 
vorabile. Rezistența admisibilă se stabilește în general din analiza curbei 
caracteristice a materialului. De exemplu, în cazul oțelului moale, efortul 
unitar normal admisibil se stabilește pe următoarele criterii. Efortul unitar 
normal maxim ce se poate dezvolta într-un punct al unui element de construcție 
este rezistența de rupere c, deci rezistenţa admisibilă trebuie să fie mai 
mică decît această limită. Pentru ca sub încărcările de exploatare, elementul 
de construcție să nu înregistreze detormaţii mari, trebuia ca Se € ce iar pentru 
a nu înregistra deformaţii remanente trebuie, ca Or < Oe întrucît ipoteza 
de bază a ” metodei rezistențelor admisibile este comportarea perfect elastică 
a materialului trebuie ca 6, < ap. În practică nu se ajunge cu rezistența ad- 
misibilă piaă la limita de proporționalitate deoarece există riscul depăşirii 
acesteia datorită unor incertitudini ca : încărcările se determină cu'aproxi- 
maţie, în practică existînd posibilitatea depășirii valorilor calculate; ana- 
liza se efectuează pe scheme de calcul obţinute prin neglijarea efectului unor 
legături; caracteristicile mecanice ale materialelor din care se realizează 
construcția pot diferi, în anumite limite, de cele luate în calcule. 

În aceste condiţii, rezistența admisibilă se obţine prin împărţirea re- 
zistenței de. rupere sau a celei de curgere la coeficienţi de siguranţă globali 
numiţi coeficienți de siguranţă admisibili 


î, Oe 
Ca =; D=: (8.66) 
Car Cae 


În cazul oțelului moale OL37 coeficienții de siguranță admisibili au 
valorile : 


a= 1,5; Car = 281 (8.67) 
deci efortul unitar normal admisibil este 
oa = Z = 5100 — 1 600 daN/em? 
Car 2,31 
n = m a =1 600 daN/em?, > (8.68) 


Pentru exprimarea cantitativă a siguranței unui clemen. de construcție 
se utilizează coeficientul de siguranță efectiv, care poate fi raportat faţă de 
limita de rupere (c, ey) sau faţă de iimita de curgere (cees) 


Cre = D; Cey = (8.69) 


Sa Say 
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unde o, reprezintă efortul unitar efectiv determinat pe baza încărcărilor 
de calcul. Din punctul de vedere al siguranţei. un element de construcţie 
este acceptat dacă i 


Cop S Ca. (83.70) 


Stabilirea coeficienţilor de siguranţă și implicit a rezistenţelor admisibile 
este o problemă de mare importanţă tehnică și economică, trebuind să îm- 
bine în mod armonios cele două cerințe în aparenţă contradictorii. Coeficienţii 
de siguranță și rezistențele admisibile sînt stabiliţi prin preseripţii oficiale 
funcţie de : tipul materialului, natura încărcărilor, ipotezele admise și desti- 
naţia construcției. 

Metoda de ealeul la rupere. Metoda constă în determinarea capacităţii 
portante a unui element de construcţie pe baza caracteristicilor geometrice: 
ale secțiunilor transversale ale elementului şi a proprietăţilor mecanice ale 
materialului din care acesta este realizat. Această capacitate portantă este 
determinată pentru situaţia de 'rupere a materialului. Valoarea solicitărilor 
maxime se obține prin împărţirea capacităţii portante la rupere la un coeficient 
de siguranță 


Xmas <tXele. (8.70 


Principalul dezavantaj al metodei constă în introducerea unui coeficient 
de siguranţă global ce nu ţine seama de incertitudinile încărcărilor, de modut 
de variaţie a caracteristicilor fizico-mecanice ale materialelor ete. care soli- 
cită coeficienți de siguranţă diferenţiaţi. 

Metoda stărilor limită. Prin stare limită a unui element de construcție 
sau a construcției în ansamblu se înțelege acea situaţie a cărei depășire face 
ca exploatarea normală a construcţiei să devină improprie deoarece : se rupe 
sau prezintă deformaţii mari, vibrează, se dezvoltă fisuri mari etc. 

Metoda presupune evaluarea solicitărilor maxime pe baza unor coefi- 
cienţi de supraîncărcare diferenţiaţi şi compararea acestora cu capacitatea 
portantă minimă 'corespunzătoare fiecărei stări limită determinată pe baza 
„unor coeficienți diferenţiaţi pentru calitatea materialului și a condiţiilor de 
lucru. 


8.2.7. ECHIVALENTA INTRE EFORTURI SECȚIONALE 
ȘI EFORTURI UNITARE. CLASIFICAREA SOLICITARILOR 


Eforturile secţionale se obţin prin reducerea în centrul de greutate af 
secţiunii transversale a unei grinzi, a forțelor exterioare -situate la stinga 
(sau dreapta) secțiunii considerate (fig. 8.19, a). Ansamblul forţelor clemen- 
tare interioare ce acţionează pe secțiunea transversală poate fi reprezentat 
prin componentele torsorului de reducere al acestora în centrul de greutate 
al secţiunii. Proiecţiile componentelor torsorului de reducere a forțelor ele- 
mentare interioare (os dA, Tsy dA, Trz dA) conduc la eforturile secţionale. 


Relaţiile de echivalență între eforturile secţionale (v. fig. 8.19,a) şi forţele 


elementare (fig. 8.19,6) pot fi exprimate sub forma: 
N = fi Or dA; M; = fa (Tay? — Taz) da” 


Ty = În tar dA; M, = f, oz dA 872 
T, = f, Tey dA; M, =; f , Gay dA. 


306 ` 


j 
{x 
f 


Fig, 8.19. 


Clasificarea solicitărilor. Acţiunea eforturilor sesționale asupra unei 
sectiuni transversale constituie solicitarea acesteia. În general, dacă axele Oy 
si Oz sînt axe centrale principale de inerție din secțiunea transversală a wei 
grinzi, solicitarea acesteia este produsă de acțiunea a şase eforturi sectio- 
nale N, Typ Tao Ma My, M Dacă încărcările exterioare au orientări parti- 
culare, rezultă solicitări particulare conținînd numai o parte din cele şase 
eforturi sectionale posibile. În mod uzual, solicitările barelor se clasifică în 
două grupe : solicitări simple, în care intervine o singură componentă a efor- 
turilor secţionale și solicitări compuse, în care intervin mai multe componente. 
Pe baza acestui criteriu se disting următoarele solicitări : 

1) Solicitări simple: . 

— solicitarea axială (întindere, compresiune), produsă de N; 

— solicitarea de forfecare pură, produsă de T, sau T,; 

— solicitarea de încovoiere pură, produsă de M, sau M,; 

— solicitarea de torsiune (răsucire) pură, produsă de M. 

2) Solicitări compuse : 

— solicitarea de încovoiere oblică, produsă de acțiunea simultană a 
lui M, şi Mz; - | 

— solicitarea de încovoiere cu forţă axială, produsă de acţiunea simul- 
tană a lui N, M, Mz; | f 

— solicitarea de încovoiere cu forţă tăietoare, produsă de acțiunea simul- 
tană a lui M, şi T, sau M, ṣi Tp; 

— solicitarea de încovoiere cu răsucire, produsă de acțiunea simultană 
a lui M,, My Mz; 

— orice altă combinaţie între eforturile sectionale. 


"83. SOLICITAREA DE ÎNTINDERE SAU COMPRESIUNE 
(SOLICITAREA AXIALA) 


Secţiunea transversală a unui element de constructie este solicitată axial 
dacă în centrul de grentate al secţiunii torsorul de reducere al forțelor exte- 
rioare este reprezentat numai de un efort axial N. După sensul forţei axiale 
solicitarea va fi de întindere (fig. 8:20, a) sau de compresiune (fig. 8.20, b). 
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. 
a: Întindere 
Fig. 8.20. 
c 
P 
P 
a SB 
Fig. 8.21. 


Elementele de construcție la care solicitarea de întindere sau de com- 
presiune este un fenomen predominant sint : firele (fig. 8.21; a), barele grin- 
zilor cu zăbrele (fig. 8.21,b), tiranții (lig. 8.21,c), stilpii ete. 


8.3.1. RELATIA DINTRE EFORTURILE UNITARE 
ȘI EFORTUL SECȚIONAL 


Studiul geometrie. Tipul şi modul de distribuție a eforturilor unitare pe 
secțiunea transversală se stabilesc pe cale experimentală. Pe suprafaţa late- 
rală a unei bare cu secţiune circulară se trasează două tipuri de repere: o 
serie de repere longitudinale dirijate după generatoare și o serie de repere 
transversale, normale pe generatoare, care materializează conturul exterior 
al secțiunilor transversale (fig. 8.22, a). Bara este solicitată axial și în conse- 
cinţă se va deforma. După deformarea barci se constată următoarele : 

— cercurile ce materializează secțiuni transversale rămîn paralele între 

` ele, distanţa 2 modificîndu-se cu AA (fig. 8.22,b) ; ` 


pc 
z : = : === 
A 


La 
- 


Încinte-de deformare 


După deformare 


b 
Fig. 8.22. 
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— generatoarele iniţial drepte rămîn drepte şi după deformarea barei 
şi normale pe reperele transversale ; 

— bara își modifică dimensiunile și în sens transversal. 

Din examinarea comportării barei după deformare se.pot desprinde 
o serie de aspecte care. formează studiul geometric : ` 

— secțiunile plane și normale pe axa barei, înainte de deformare rămin 
plane și normale pe axă după deformare (ipoteza lui Bernoulli) ; 

— deformarea unei bare solicitată axial se produce fără vibrații de un- 
ghiuri (es 3 0, y = 0) deci în secțiunea transversală vor apărea numai eforturi 


unitare normale cz; a 
— deformațiile specifice. e, au acecași valoare în orice punct de pe sec- 
ţiunea transversală 


Es = ii = const. (8.73) 
A 


Studiul statie. Pe un element de arie dA al secțiunii transversale 
(fig. 8.23, a) se dezvoltă o forţă elementară dN a cărei valoare este 


dN = cz dA. (8.74) 


Avînd în vedere relațiile de echivalență, rezultă că efortul axial N re- 
prezintă rezultanta forțelor elementare dN f 


N = f AN = f, oz dA. (8.75) 


Relaţia (8.75) conține o nedeterminare și anume legea de variație a efor- 
turilor unitare c, pe secțiunea transversală. 


Fig. 8.23. 


Studiul jizie. Avînd în vedere rezultatele studiului geometric și relația 
între eforturile unitare c, și deformațiile specifice corespunzătoare (legea lui 
Hooke) rezultă 


Cz = Ecs = o = const. (8.76) 


Efortul unitar normal o fiind uniform distribuit pe secțiunea transversală 
rezultă 


N=f,odA =ofjd4 = 0A (8.77) 


unde fa dA = A este aria secțiunii transversale. 
Deci 
N 
o = w, 8.78 
x (8.78) 


Efortul unitar normal o are același semn cu efortul axial N (fig. 8.23, b) 
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„Relaţia de calcul obținută este valabită şi în cazul secţiunilor solicitae- 
la compresiune dacă dimensiunile acestora sînt comparabile cu lungimea elet 
mentului de construcție. În cazul barelor cu secţiuni transversale mici în ra- 
port cu lungimea, relația (8.78) este aplicabilă numai pînă la o anumită va- 
loare a forţei de compresiune, la care nu se manifestă fenomenul de pierdere 
a stabilității. 

Ipoteza distribuţiei uniforme a efortarilor unitare pe secţiunea transver- 
sală este valabilă pentru secţiuni suficient depărtate de zona de aplicare a 
încărcărilor exterioare. După cum rezultă din fig. 8.24, în vecinătatea cape- 
telor barei secţiunile nu mai rămîn plane şi nici paralele între ele, afectind 
considerabil distribuţia eforturilor unitare c. Perturbaţia faţă de distribuţia 
uniformă se limitează pe o zonă mică a cărei lungime nu depăşeşte înălţimea 
secțiunii transversale. ES 


Fig. 8.24. 


8.3.2. ASPECTE DE CALCUL 


„_ Restringind obiectul Rezistenței materialelor Ja analiza formei optime 
şi a dimensiunilor secțiunilor transversale, în practica curentă inginerească 
pot apărea următoarele aspecte de calcul: : 

Verificarea. Se cunosc în această situație forma şi dimensiunile ele- 
mentului de construcție, materialul din care este realizat și eforturile sectio- 
nale care solicită secțiunile transversale ale elementului. Se cere să ṣe verifice 
dacă elementul este corespunzător alcătuit. 

În cazul solicitării axiale sînt cunoscute : aria secțiunii transversale A» 
efortul axial N, efortul unitar normal admisibil o. Se cere verificarea efor- 
tului unitar normal efectiv : 

N 


uS (8.79) 


În vederea unei comportări corespunzătoare, efortul unitar efectiv maxim 
este limitat la valoarea rezistenței admisibile. Deci rela [ia de verificare este 
N 


Ge = — 
: A 


A 


Ga (8-80) 


Dimensionarea. Cunoscind solicitările unui element de constructie si 
materialul din care se va realiza, se cere să se stabilească forma şi dimen- 


siunile secțiunilor transversale ale elementului astfel ca relaţia (8.80) să fie 
satisfăcută. x e 
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| În cazul solicitării axiale sînt cunoscute forța axială N, rezistența admi- 
sibilă o, şi se cere determinarea caracteristicilor geometrice ale secțiunii 
transversale a elementului, aria necesară Apre 


i Ane = >. (8.81) 


Ga 


Cunoscînd aria necesară, se aleg forma și dimensiunile secțiunii transver- 
sale ţinind seama de necesităţile funcţionale și de sortimentele de material 
disponibile. În general, secțiunea aleasă diferă de secțiunea necesară datorită 
numărului limitat al sortimentelor din care se realizează elementul, ceea ce 
impune ca după alegerea secţiunii să se facă o verificare a elementului. Dimen- 
sionarea este corespunzătoare atît sub aspect tehnic cît şi economic dacă 


0,970, -< ep S 1,03 Sas (8.82) 


Capacitatea portantă. Pe baza dimensiunilor elementelor și a rezisten- 
telor admisibile ale materialelor din care sînt alcătuite se cere stabilirea 
încărcărilor maxime care pot fi suportate de fiecare element de construcţie 
sau de construcția în ansamblul ei. 

În cazul solicitării axiale sînt cunoscute aria efectivă a secțiunii transver- 


` sale A, şi rezistenţa admisibilă o, şi se cere determinarea efortului axial Neap 


maxim astfel ca relaţia (8.80) să fie satisfăcută. Rezultă 
Neap = Aele (8.83) 


Relaţiile de calcul (8.80), (8.81) şi (8.83) analizează situația unei singure 
secţiuni din cadrul elementului de construcție și in consecinţă trebuie apli- 
cate secţiunii care prezintă situaţia cea mai defavorabilă. 


8.3.3, SECȚIUNE PERICULOASĂ 


În general, elementele de construcţie au forme și dimensiuni v: riate pre- 
zentind variații ale secțiunii transversale pe lungimea elementului. Această 
variație a secțiunii transversale la elemente solicitate axial rezultă atit din 
necesităţi constructive cît și din necesitatea de a asambla între ele diferite 
elemente pentru a realiza construcția în ansamblul ei. În fig. 8.25 este pre- 
zentată prinderea unei bare metalice realizată dintr-o platbandă la un-guseu 
cu ajutorul niturilor. Pentru introducerea niturilor platbanda se găurește, 
secţiunile ei transversale se micșorează (se slăbese) in zona prinderii. Secţiunea 
transversală curentă a barei se numește secțiune brută A, (secţiunea 1—1). 
Secţiunea în care se practică slăbiri se numește secţiune netă Aae (secţiunile 
2—2 şi 3—3 ). Pentru bara din fig. 8.25 rezultă 


Au = bt; Ana z = (bi Aneta = (20). 8.84) 


Eforturile unitare se transmit numai prin zonele din secțiunea transver- 
sală în care materialul este continuu, deci în secțiunile slăbite eforturile 
unitare acționează numai pe aria netă. De aceea, în cazul elementelor de 
construcție care prezintă slăbiri, în relațiile de calcul se va introduce aria 
netă 


N (8.85) 


Teg = Ş 
Anei 
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Anat =1b-20)-+ 


Aneţzib-d)-t 


A 
b-b aa Apsb-t 


Fig. 8.25. 


Dacă forța axială N sau aria secţiunii transversale Aa variază pe lun- 
gimea unei bare, rezultă că efortul unitar variază de la secțiune la secţiune, 
Secţiunea în care efortul unitar este maxim se numește secțiune periculoasă, 
reprezentînd secţiunea cu situaţia cea mai defavorabilă. 

La stabilirea secţiunii periculoase se disting trei situații; 

1) N = constant, A = variabil. 

În cazul barelor cu forță axială constantă şi secțiune transversală varia- 
bilă, secțiunea periculoasă este secţiunea cu arie minimă, A min» deoarece 
în această secţiune N/A are valoare maximă. 
| În cazul barei din tig. 8.26, întrucit N = P = const pentru toate sec- 
ţiunile rezultă : i i 

— dacă d> 20, Ane o < Anei g deci secţiunea periculoasă este 2— 

— dacă d < 2a, Aner < Aner a, deci secțiunea periculoasă este 3— 

2) N = variabil, A = constant. 

În cazul barelor cu forță axială variabilă şi secțiune transversală con- 
stantă, secțiunea periculoasă coincide cu secţiunea în care forța axială are 
valoare maximă. 


1-1 2-2 


I HE 3-3 
Fh d del 


P 3 
(III III O Abt E Asnet =(b-2a)-t 


Fig. 8.26. 
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Pentru bara din fig. 8.27, a forța axială variază pe lungimea barei dato- 
rită influenței greutății proprii. 

Dacă se notează cu ¿4 aria sceţiunii transversale şi cu y greutatea spe~ 
cifică, forţa axială într-o secțiune curentă a barei are expresia 


N@= P + ydr; Na = Pi A = P+G (8.86). 


unde G este greutatea întregii bare. 

3) N = variabil, A = variabil. 

În cazul barelor cu forță axială şi secțiune transversală variabile se 
trasează diagrame de variaţie a elorturilor unitare în lungul barci, din care 
rezultă secțiunea periculoasă. 

Pentru bara din fig. 8.27, se obţine 


N, Ea Na sre P 
Si 3 Sa = ȘI ; 
d Ay 4 3.40 40 
N, 25P -P ata 
oz 3 1,25 ——. (8.87) 
Az 240 Aa 


Dacă materialul arc aceeași rezistență admisibilă la întindere ṣi compre-- 
siune, toate sectiunile cu aria Ag sint secțiuni periculoase, 


Nax PG Asa Aa 2P _IAz 3Ao 


025P  As=2Ao 


Fig. 8.27. 


8.3.4. DEFORMAȚIA BARELOR SOLICITATE AXIAL 


Prin deformația unei bare se înţelege modificarea dimensiunilor sale: 
geometrice cînd este supusă acţiunii unui sistem de forţe exterioare. În cazul 
barelor care au secţiunile transversale solicitate la un etort de întindere sau 
compresiune, s-a observat experimental existenţa unor deformaţii longitu- 
dinale de modificare a dimensiunii în direcţia axei barei și a unor delormaţii 
transversale de modificare a dimensiunilor secţiunilor transversale. 

Pentru analiza deformaţiilor longitudinale ale unei bare de lungime 1, 
aria secțiunii transversale A și modulul de elasticitate al materialului E, se- 
examinează deformația unui element de lungime dz delimitat de două sec- 
ţiuni solicitate de forța axială N (fig. 8.28). 
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Detormaţia elementului de lungime dz este 
A(da) = e dz (8.88) 


ande e este deformația specifică liniară. 
Deformaţia totală a barei este 


l l 
= f å (da) = Î e de. (8.89) 
N N ` 
Dar e =; a-i e = (8.90) 


Fig, 8.28. 


„Întrucît N. E, A stat constante pe lungimea barei, rezultă 


IAN N l NI 
Al F za de a Î, da E 


(8.91) 


Dacă bara este alcătuită din mai multe tronsoane, pe fiecare tronson 
Torța axială și secţiunea transversală fiind constante, deformația totală se 
obține însumind deformaţiile tuturor tronsoanelor. 

Pentru bara din fig. 8.27, b deformația longitudinală totală va fi 


Al = Al + Al + Al, (8.92) 


(8.93) 


8.3.5. BARE CU SECTIUNE 
NEOMOGENA SOLICITATE 
AXIAL 


În alcătuirea structurilor de 
rezistenţă se întilnesc frecvent ele- 
mente de construcție formate din 
două sau mai multe materiale cu 
caracteristici fizico-mecanice dife- 
rite, solidarizate între ele astfel încit 


tar. O secțiune transversală prin- 
tr-un astfel de element este neo- 
mogenă întrucit este alcătuită din 
materiale diferite. Este cazul stil- 
pilor din lemn consolidaţi cu ele- 
mente metalice (fig. 8.29, a) solidari- 
zate cu şuruburi, a stilpitor din beton 
armnat (fig. 8.29, b), sau a stilpilor 
din ţeavă metalică și umplutură 
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sint obligate să se deformeze uni-. 


de beton (fig. 8.29,-c) ete. Caracteristica acestor piese care alcătuiesc 


“elementul de rezistență constă în solidarizarea materialelor componente 
astfel încît ansamblul obţinut să se comporte ca un tot unitar. 

` Efectul încărcărilor exterioare. În fig. 8.30, a este prezentat schematic. 
un element de construcţie alcătuit din n piese din materiale diferite legate 
împreună și acţionate de forţa exterioară P care produce numai. solicitare 
axială. 

Se notează cu A, Ap... A, ariile sectiunilor pieselor din care este 
„alcătuit elementul, E, E, ..., En modulele de elasticitate ale materialelor 
ce alcătuiesc elementul, N, Na, ..., N, cotele din forţa axială N = P care 
se distribuie pieselor componente. 


t 
N 
T = $ 
P Ph 
b € 
Fig. 8.30. 


În vederea dezvoltării aspectelor de calcul pentru un element alcătuit. 
«lin mai multe piese cu materiale diferite este necesar a se determina forţa 
axială N; ce revine fiecărei piese. 

“Aspectul static. al problemei furnizează o ecuație de echivalență între 
forța exterioară P și componentele forţei axiale din fiecare piesă (fig. 8. 30, b) 


Nit N tee Nite AP. (8.94) 
Ecuația cuprinde atitea necunoscute cite materiale diferile alcătuiesc 
elementul. Dispunînd de o singură ecualie cu n necunoscute, problema este 
de (n — 1) ori static nedeterminată. 
Pentru rezolvare se apelează la aspectul geometric (fig. 8.30, c) impunind 
ca deformaţiile longitudinale ale materialelor componente să fie egale 


Al = åh =... Alee =, (8.95) 


SAU 


2 .... e; 


a (8.96) 


K] 
e 


conducînd la (n—l) ecuaţii suplimentare. 

Din rezolvarea sistemului de ecuaţii (8.94) şi (8.96) rezultă valorile for- 
țelor axiale în piesele cu materiale diferite ce alcătuiesc elementul de con- 
strucție. 

În continuare, aspectele de calcul se vor trata pentru cazul unui element 
alcătuit din două materiale diferite, 

Determinarea eforturilor în secțiunile materialelor componente. Ecuația 
„de echivalență statică i 


(8.97) 
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? Ecuația de compatibilitate a deformaţiilor || : 
Nil Nal 
Al AL sau — I. 8.98 
1 2 Ba RA (8.98) 


Rezolvînd sistemul de ecuaţii (8.97), (8.98) rezultă 


N, E i PER» A SEL (8.99). 
EA t Esda 1 q Ed 
EA, 
N, T pati ab, (8.100) 
> EA, + Esda 13 BA i 
i EzAg ` 


Verificarea secfiunilor neomogene. Operația de verificare constă în compa~ 
rarea eforturilor unitare efective cu cele admisibile pentru toate materialele 
ce compun sectiunea. Sînt cunoscute ariile secpiunilor pieselor care alcătuiesc: 
elementul A,, A, rezistenţele admisibile ale materialelor componente Gay Gas 
modulele de elasticitate ale materialelor componente E, E, și forța axială 
totală P. 

Cunoscînd forţele axiale N, și N, se pot determina eforturile unitare 
efective 


N, E 
PaE E E > (8.101) 
Ao EA -+ Esda 


2 


ep, (8.102) 


Cop, = să 
i E, Aa + Esda 


Notind cu n.= E,/E, coeficientul de echivalență, relaţiile (8.101) şi 
(8.102) devin | 


Ge, l ` (8.103} 
4 + i A A + nA, Ar 
r 
Ep iz 
E P i 
Say, 1 p 2 Nes, [(8.104} 
Ea At nd 
atra 
E, 


unde A; = A, + nA, are dimensiunea unei arii şi poartă numele de arie 
ideală. 
Condiţiile de verificare sint 


Sen = ii S Ga (8.105) 
Aa 
Gefa = RGen S Gas (8.106) 


316 


Conform relaţiei (8.106), nu este posibil să se realizeze simultan valorile 
admisibile în toate materialele componente. 

Dimensionarea secliunilor neomogene. Sint cunoscute forța axială totală P, 
rezistenţele admisibile, Ga Ga, şi modulele de elasticitate E}, E, ale mate- 
rialelor componente. Se cere determinarea ariilor celor două piese cu materiale 
«diferite care alcătuiesc elementul. 

În cazul a. două materiale, condițiile de dimensionare sînt 


P Sa 


S Ga; (3.107) 
Erd + E E 
E E a (8.108) 
E,d, + Egg 
Aceste condiții pot fi restrinse într-o dublă inegalitate 
Sa > Pg Sa, (8.109) 


E Eia HEA, C E 


Pentru a satisface ambele inegalităţi, ariile A, şi A, trebuie astfel alese 
incit termenul: central din relația (8.109) să fie egal cu cea mai mică valoare 
dintre ca,/E, și Sa, Es 

Probļema are o infinitate de soluții, alegînd una dintre arii se poațe de- 
termina cealaltă din condiţia amintită mai înainte. De aceea, este necesar 
“ca pè considerente economice să se aleagă raportul celor două arii. Acesta 
se notează cu p = Aa/Ap i 

Din relaţia (8.105) rezultă 


P = Gai = Goa ct nA) = Gall + np) (8.110) 
Deci 
ŞI Ao peo = UAI pec (8.111) 


A = 
1m aalt + ny) 


Capacitatea portani a unei secţiuni neomogene. Sint cunoscute ariile sec- 
“iunilor transversale ale pieselor care alcătuiesc elementul A4, Ag, rezistențele 
admisibile ouGa, şi modulele de elasticitate ale materialelor componente 
Ep Fẹ Se cere determinarea capacităţii de solicitare maximă a secțiuni. 


astfel încît în nici unul din materiale să nu fie depăşită rezistența admisibilă. 
Pe baza relaţiei (8.110) rezultă 


Pia == On (A, + nA) (8.112) 
> : n. y 9, G, 
Observaţie. Formulele de calcul au fost determinate în ipoteza că E < Ri 
1 2 
«deci se va nota cu indicele 1 materialul a cărui deformație specifică corespun- 
zătoare rezistenţei sale admisibile este mai mică. 

Efectul variațiilor de temperatură. În fig. 8.31 este prezentat schematic 
“cazul unci bare cu secțiune neomogenă alcătuită din două materiale solidari- 
zate la capete, supusă unei variaţii de temperatură Af, considerată pozitivă. 
«Coeficienţii de dilatare termică liniară ai celor două materiale sînt a, > ae 
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Se presupune pentru Început că. 
cele două piese ale elementului nu 
sînt solidarizate la ambele capete 
"permițindu-se astfel deformarea lor 
independentă la variația de tempe- 
ratură Al (fig. 8.31, a). 


Z 


AL alt; Al = alAt < AB. 
(8.113) 


Po D000 0000000000200 D077 
1704704040894 18999404 7944133. 
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În situația cînd ambele capete 
fx sînt solidarizate, alungirile. celor 


A 


X SEIE i Pie 
două piese trebuie să fie egale. 
Această situație poate, fi obținută 
a b [ei prin introducerea unui efort axial X 


Fig. 8.31. peste situația din fig. 8.31, a care: 
va scurta piesa cu deformarea axială 
din temperatura cea mai mare (fig. 8.31, b) şi va alungi piesa cu defor- 
marea axială din temperatura cea mai mică (fig. 8.31, ©). 
Ecuația de compatibilitate a deformaţiilor celor două materiale poate fi 
scrisă sub forma 


Al = A — AIE = AB + Al (8.114) 
sau ` 
XI xX 
Al = alât — — = glAt 8.115 
qok Ea >? Faa pE 
de unde rezultă 
x (22 — Eo AAt (0, — a) Ep AAt , (8.116) 


1 -+ mp 


Dacă a, = aa rezultă X == 0. Pe această proprietate se bazează betonul 
armat unde coeficienţii de dilatare termică ai betonului şi armăturii sint 
practic egali (a, = a, % 107), deci variația de temperatură nu provoacă 
smulgerea armăturii din beton. i 

Aplicația 8.5. Să se verifice barele fermei din lemn din fig. 8.32, a. Ba- 
rele 1—3 şi 3— 4 au secțiunea transversală prezentată în lig. 8.32, c, iar deta- 
liul de prindere la nodul 2 şi secțiunile transversale ale barelor 1—2 și 2—4 
sint prezentate în fig. 8.32, d. 


Datorită simetriei geometrice și de încărcare reacțiunile au aceleași valori 
Vi = V; = 120/2 = 60 kN, 
Din echilibrul nodului 1 (fig. 8.32, b) rezultă 
Na = 60/sin x = 60/0,5547 = 108.17 EN 
‘Nig = Nig cos a = 108,17-0,832 — 90,00 kN. 
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Sectiune 1-1 


Detoluul A 


2 
Secţiune 3- F 


Ai 
gal îi 


i 


a 211 2 
————— 3 See 
Ni2 săcuundez - 2 is 
60kN af 
b =i 
A: 
Fig. 8.32. 
1) Verificarea barei 1—3 
Aes = 15:20 = 300 cm? 
N, 10.817 = NI 
Oes = P ET = 30,05 daN/em? < Sre = 100 daÑ/cm?. 


2) Verificarea barei 1—32 
Anet = ora — Ası = 15-15 — (2-15-2 + 2-11) = 143,00 cm2 ` 


N, 9 000 NE 
Ge = F SaaS 52,94 daN/em? < oa = 70 daN/em?. 
net 3 


Aplieaţia 8.6. Să se dimensioneze din două corniere cu aripi egale dia- 
gonala Dag a grinzii cu zăbrele din fig. 8.33. Prinderea diagonalei la guseu 
se realizează cu ajutorul niturilor de diametru Ø 22 (pentru calcul se consi- 
deră Ø 23). Rezistenţa admisibilă este c, = 1 400 daN/cm?. 

1) Determinarea efortului axial în diagonala 2—3. Datorită simetriei 
geometrice şi de încărcare V, = Vy = 105 kN. Aplieînd procedeul sectiunilor 


oarecare (fig. 8.33, b) efortul axial Day se obţine din i 
EY, =0 — Day sina +210 =0;. Dy E 350 kN, 
2) Dimensionarea. diagonalei Dog 
Anet neo = DE m EO —— 25.00 em? 
aa 1400 


Aproximind aria slăbirilor între 10 şi 15%, din aria netă necesară rezultă. 
Abrit nee = (1510... 1:15) Aer nee = 1,15-25,00 = 28,75 cm? 


cate ap lie 28,75 
Penlru o cornieră Appui nee = — 


z = 14,375 cm? 


Se alege L 80 x 80 x 10 avînd Apru: = 15,10 cm2. 
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3) Verificarea secțiunii alese 


Ant = Morar — Ass = 2-15,10 — 2-1-2,3 = 25,60 cm? 


Aplicația 8.7. Să se determine valoarea maximă a încărcării, peap pe 


<are o poate suporta grinda cu tirant prezentată în fig. 8.34, din condiţia de. 


rezistență a tirantului ED. Tirantul ED este alcătuit din două'corniere cu 
aripi egale 80 x 80 x 8, iar prinderea la guseu se realizează cu nituri de 
diametru Ø 20. Rezistenţa admisibilă este o, = 1 500 daN/em?. ; 

1) Determinarea efortului axial în tirantul ED. Datorită simetriei geo- 
metrice și de încărcare Vu = Va = 8p. 


Sectune 1-1 


„PP i 
CEO ICI FCI AIE CITI III g l „St 
m AIE e h RT A 
20 600 5.00 2,00 
imz Hœ 
Sa] 3 


2180x 80x8 
% Neo 8p 


Fig. 8.34. 
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Secţionînd tirantul ED, ecuația de moment încovoietor în articulația C 
considerind:forţe de la stînga, va pune în evidenţă efortul axial necunoscut 
în tirant : 

ee =0; 8p-8 —8p4-— Nan- =0; Neo = 32 p. 


L SD x 80 x s- ai = 12,30 em? 
Ape = Ape — ale = 2:12.30 — 2-2,1-0,8 = 21,24 em? 

Neneap = -Inet Sa = 21,24-1 500 = 31 860 daN = 

= 318,60 kN. 
3) Stabilirea încărcării maxime 
Nen = N apeap i 32p = 318,60 
Prap = 9956 kN/m. 

Aplicația 8.8. Să se dimensioneze suprafața de reze- 
mare a blocului de fundaţie din fig. 8.35 pe un teren 
de fundare care are ca = 1,1 daN/em?. În analiză se va 
ține seama şi de greutatea proprie a blocului de fundaţie. 
Stilpul este tlin cărămidă (y; = 18 kN/m?) iar blocul de 
fundație din beton simplu (ys = 22 kN/m’). i 

Reducind sistemul de forțe (incărcări și greutăți 
proprii) in centrul de greutate al suprafeţei de rezemare 
a fundaţiei se obţine 

N=P4G + Ga 

G, = 0,0018 -470-50-50 = 2 115 daN 

G, = 0,0022 -b-b-130 — 0,286b? daN Fig. 8.35. 

N = 7000 + 2115 + 0,2865? = 9 115 + 0,286 b2. 

Suprafaţa de rezemare se de- 

termină din condiţia ca în orice 
AEA punct al acesteia presiunile pe te- 

ren Să nu depășească cq 


l N 9115 + 0,2865? 
8 616 al Ay ; b-b să A 
m Sa 11 
& 35 FIE z 
ă b= | —— = 82 . 
Rezultă b ja 105,82 cm 


z i b Se alege b = 106 cm. 

Aplicatia 8.9. Un stilp din be- 
ton armat este solicitat de o forţă 
axială P = 1000 kN. Dimensiunile 


= g stilpului și ale fundației acestuia sînt 
ză E prezentate în fig. 8.36. Să se ve- 
EI ăi rifice : 
T — sectiunea stilpului (oa =1500 
a daN/cm?, Gas = 70 daN/cem?, n = 
Fig. 8.36. = EJE, = 15); 
21 — Mecanica Construcțiilor — ed. 39 321 


— rostul dintre cuzinet şi fundaţie (oa, = 35 daN/em? pentru betonil 


din. fundație) ; 
— rostul fundaţie-teren (a, = 25 daN/em? pentru terenul de fundare). 
În calcule se va ţine seama de greutatea cuzinetului şi a blocului de fun- 
daţie (Y, = 22 kN/m). 
1) Verificarea stilpului din beton armat. La stabilirea solicitării axiale 


se va neglija influența greutăţii proprii a stilpului din beton armat, deci 
Ni, = 1000 EN. 


Deoarece : = = = = = 0,714.10 
a ojei E, 21 10 
Gas 70 E 
g = 2 a e = ț 0,51078 
a beton = E, 7 140000 


deci Easson < Eaojer Şi În lormulele de calcul stabilite, materialul 7 vaîi 
betonul. 


În cazul procentelor de armare mici, aria sectiunii de beton se poate 
evalua fără a scădea aria armăturii 


Ay = 35:35 = 1 225 cm? 


3,14 1,6? 


A, = 8 SEL — 16,085 cm? 
p = 2 = 16080 —:0,01313 
Ap 1225 a 


A; = A, + nAg = 1 225 + 15+16,086 = 1 466,275 cm? 


x, 
Gero = At = A — 68,20 daNjem? < ou, = 70 daN jem? 
A,  1466,275 


Guy, o = Noego = 15-68,20 = 1 023 daN/Cm2 < o, = 1 500 daN/em?, 


2) Verificarea rostului dintre cuzinet şi fundaţie. Greutatea cuzinetului 
este ! 


Gi = 85-85:30:0,0022 = 795,0 daN 


deci forța axială care solicită secțiunea rostului cuzinet — fundație este: 


N, = P + Gi = 100 000 + 795 = 100 795 daN. 
N, 100795 N 
er E = = 13,95 daN/em? < cas = 25 daN/em2 


A, = 85:85 = 7225 cem? 


3) Verificarea rostului fundație—teren. Greutatea blocului de fundație 
este 


Ga = 225 -225 90 -0.0022 — 10 024 daN 
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deci forța axială tare solicită secțiunea rostului fundație-teren este : 


N = P + G, + Ge = 100 000 + 795 + 10024 = 110 819 daN 


sley = 225-225 = 50 625 cm? 
N 110819 _ 
day =H = 2,20 daN/em?= Ge = 2,5 dAaN/cm?. 
A, 50 625 
Ael 


Aplicația 8.10. O bară cu secțiune neomogenă alcătuită dintr-un tub 
de cupru şi o tijă cilindrică din opel solidarizate la extremități (fig. 8.37) 
este supusă unei variaţii de temperatură At = 80°C. 


at = 800c 
e IV IV IVI UKA 


=> SSS 
OOOI IIO 


I 


t 
Jl 
n a 


Să se verifice eforturile unitare care se produc în cele două materiale 
şi să se determine alungirea ansamblului AZ. Caracteristicile geometrice şi 
fizico-mecanice ale celor două materiale sînt : 


Ec, = 12:10 daN/em?; E, = 2,1:10% daN/em? 
o = 8,0 cm? 
acu = 1,7107? ; af = 1,2-10. 


Formulele de calcul au fost stabilite în ipoteza g, > a deci cuprul va fi 
notat ca materialul 7 iar olelut ca materialul 2. 
1) Determinarea efortului axial din variaţia de temperatură At 


Fig. 8.37, 


“leu = 10 cm?; 


y a AAt (47 —12)2107%-241 110080 30 L 9 800 daN. 


1+ np 1 -1,75-0,8 
Eg 21-710" =r An 8,0 
n i 1,75; y $ = 0,8. 
F; 1,2 10° A 10,0 


2) Verificarea eforturilor unitare în piesele ce compun secţiunea. trans- 
versală 


Cea = = = 350 daN/em? < Su o = 1 400 daN/em2 
Oen ca = > = EA = 280 daN fom? < oa, cu = 500 daN em? 


3) Determinarea alungirii barei` solidarizate. Introducînd expresia 
(8.116) în relația (8.115) se obține: i 


Ata -k N Asta } 
Aa + nAs 1 + nu 


Al Ap = E Pe Aj 


A 174070 + 1,75 0,8 -1,2 107 
1 + 1,75-0,8 


-100-80 — 0,11267 cm. 


323 


8.4. SOLICITAREA DE FORFECARE 


Secțiunea transversală a unui element de con- 
structie este solicitată la fortecare dacă în centrul 
de greutate al scețiunii. torsorul de reducere al 
forțelor exterioare este reprezentat numai de o forță 
tăietoare T, conținulă in planul scețiunii (fig. 8.38). 

Fig. 8.38. Elementele de conslrucție la cure solicitarea 

de forfecare este un fenomen predominant sint: 

consolele scurte (fiu. 8.39, a), îmbinarea cu prag a elementelor din lemn 
(fig. 8.39, b), îmbinările prin nituire, sudură. şuruburi ete. (fig. 8.39, o). 

Practic, solicitarea unei secțiuni numai cu efortul T; nu este realizabilă, 
forța tăietoare fiind întotdeaună însoțită de un moment incovoietor. Dacă 
se reduc fortele exterioare în centrul de greutate al sectiunilor 7— 7 considerate 
în exemplele din fig. 8.39, se constată existența unui moment încovoietor. 


T-P 
A x 
iti M==P.d 
k. 
a b è 
Fig. 8.39. J 


De exemplu, în cazul îmbinării nituite din fig. 8.39, c eforturile în secțiunea 
de forfecare a nitului 7—7 sînt 


T: =P; M, = Pd. | (8.117) 


Efectul momentului încovoietor în situaţiile prezentate este 'foarte mie 
în raport cu cel al forţei tăietoare ceea ce justifică neglijarea lui în analiză. 


8.4.1. RELAȚIA DINTRE EFORTURILE UNITARE 
ȘI EFORTUL SECTIONAL 


În vederea stabilirii relaţiei dintre etortul sectional T, sau T, şi eforturile 
unitare este necesară cunoașterea naturii și a modului de distribuție al acestor 
- eforturi unitare pe secțiunea transversală. Pentru alte solicitări simple aceste 
relaţii se stabilesc pe cale experimentală (studiul geometric). În cazul solici- 
tării de fortecare, din cauza imposibilității de realizare a acestei solicitări sub 
formă pură se acceptă următoarele ipoteze simplificatoare : 

— pe secțiunea transversală se dezvoltă numai eforturi unitare tangen- 
tiale 7; 

— eforturile-unitare tangenţiale + sînt uniform distribuite pe secțiunea 
transversală şi au același sens cu efortul secțional T. 
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Aceste ipoteze sînt acceptabile pentru o serie de probleme practice, în 
special probleme de îmbinări și înnădiri, conducînd la relaţii de calcul simple 
și uşor de aplicat, rezultatele obținute fiind confirmate pe deplin de buna 
comportare a pieselor calculate pe această cale. i 

Studiul statie. Pe un element de arie dA din secțiunea transversală 
(fig. 8.10) se dezvoltă o forță elementară dT a cărei valoare este 


AT, = Tay dA sau ATy = Tae dA. (8.118) 


dr, 


dA 


Fig. 8.40. 
Ținînd seama de relațiile de echivalență rezultă 
F, = fa dT; = faes dA (8.119) 
Ty = fa AT y = Vata dA. (8.120) 


Studiul fizic. Avind în vedere ipotezele de calcul admise, efortul unitar 
tangenţial fiind uniform distribuit pe secțiunea transversală rezultă 


Ta = Tay JAQA = TrA; Ty = Tai [ad = Taz (8.121) 
unde f dA = A este aria secțiunii transversale. 
Deci : M 
s == și tu = Si (8.122) 
sau, În general : 
t= Z- i (8.123) 


8.4.2. ASPECTE DE CALCUL 


Verificarea. Sînt cunoscute aria secțiunii transversale A, forța tăietoare T, 
efortul unitar tangenţial admisibil tẹ Se cere verificarea efortului unitar 
tangenţial efectiv 

Er 

4 
T, = SS Ta 
ef A “= “a 


(8.124) 


Dimensionarea. Cunoscîndu-se forța tăietoare T şi efortul unitar tangen- 
tial admisibil 7, se determină caracteristicile geometrice ale secțiunii trans- 
versale, deci aria necesară 


aea g (8.125) 


Anec zi 
Ta 
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Cunosc îndu-se aria necesară, se aleg forma şi dimensiunile secţiunii 
transversale dimensionate. i 

___ Capacitatea portantă. Cunoscind aria etectivă a secțiunii transversale A 
și rezistența admisibilă =, se determină forţa tăietoare maximă astfel ca re- 
laţia (8.124) să [ie satistăcută 


Tean = ea: (8.126) 


T Pe baza formulelor simplificate (8.124), (8.125) şi (8.125) se calculează 
în special elemente cu secțiune mică. În această categorie intră mijloacele de 
îmbinare solicitate la forfecare: îmbinări cu nituri, îmbinări cu şuruburi, 
îmbinări sudate, îmbinări cu pene etc. 


8.4.3. CALCULUL MIJLOACELOR DE IMBINARE 


Necesităţi constructive, tehnice și economice impun cu elementele de 
construcție să aibă anumite forme şi dimensiuni ce se pot obţine prin îmbinarea 
unor sortimente de material standardizate. D> asemenea. diferitele tipuri 
de structuri de rezistență sìùt alcătuite din clemente de construcţie legate 
între cle în așa tel incit să formeze un ansamblu structural. Mijloacele care 
realizează legătura între piesele unui element sau între diferite elemente ale 
unei construcții se numese mijloace de îmbinare. În cazul constructiilor me- 
talice, mijloacele de îmbinare sînt niturile, șuruburile, şuraburile de înaltă 
rezistenţă, sudurile. i a 

Pentru a fi corect alcătuită, o imbinare trebuie să satisfacă următoarele 
condiții : y 

a) să fie capabilă să Lransmită întregul efort pe care îl pot prelua piesele 
care se îmbină ; 
nu b) să asigure o scurgere clară şi directă a eforturilor de la o piesă la alta, 
fără a produce eforturi suplimentare faţă de efortul ce trebuie transmis. 

8.4.3.1. Îmbinări nituite. Nituirea servește la îmbinarea a două sau mai 
multe elemente metalice de tipul tablelor (platba nde) sau profilelor laminate. 
"Totalitatea pieselor care se îmbină constituie un pachet. Niturile sint confec- 
ționate din materiale cu proprietăți plastice mai pronunţate decit materialul 
de îmbinat. În aceste condiţii, la limită, înainte de cedarea îmbinării, se poate 
admite că la o imbinare cu mai multe nituri, prin redistribuire plastică a 
eforturilor, toate niturile îmbinării se încarcă la fel. ! 

„În stare brută, nitul este format dintr-un cap de formă specială (calotă 
sferică, tronconic) și o tijă cilindrică care se alege mai lungă decit grosimea 
pachetului ce urmează a fi îmbinat, materialul excedentar servind la forma- 
rea celui de al doilea çap (fig. 8.41, b). 


Zn ta 
i Tå 
Pa 
„i 
Cop 
Cop de Cp - 
închidere 
G b 
Fig. 8.41. 
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Pentru realizarea nituirii, se execută în prealabil operația de găurire a 
pieselor care se îmbină, diametrul găurii depășind cu 0,5—1,0 mm diametrul 
tijei nitului, după care prin batere cu ajutorul buterolei și contrabuterolei se 
realizează cel de al doilea cap al nitului. Prin batere, tija nitului umple complet 
gaura. Executarea. nituirilor se poate face la cald prin încălzirea nitului pînă 
la culoarea roșu-alb și baterea acestuia, sau la rece, prin presare. Prin răcire, 
tija nitului se contractă, capetele string elementele pachetului (fig. 8.41, a), 
iar în tija nitului se dezvoltă un efort de întindere. 

Prezenţa niturilor într-o îmbinare are ca scop principal transmiterea 
eforturilor de la un element e, la alt element e, cu care se îmbină (fig. 8.42, a). 
Oricare ar fi eforturile transmise de la o piesă la alta, niturile sint solicitate 
de un sistem de forțe situate în planul de separație al elementelor nituite. 

După modul cum lucrează o îmbinare nituită sub acțiunea eforturilor 
ce trebuie transmise se disting trei faze: 


CY 


RWY AYS 
ie} 


njo n] 


30d 


andei 


1 30d 20d 15d 10d ay 0 05d 108 1,5d20d 


? 
! În axa platb 


Fig. 8.42. 


Faza elastică. Peutru valori mici ale forţei exterioare P (fig. 8.42, a), 
eforturile sint transmise de la o piesă la alta prin frecarea ce apare între piese 
datorită presiunii exercitate de nil. În această fază, nitul este solicitat numai 
de efortul axial de intindere, ce va fi neglijat în calculele ulterioare. 

Faza elusto-plaslică. Dacă forța exterioară P creşte, frecarea este învinsă, 
piesele imbinării lunecă între ele apăsind tija nitului. Eforturile se transmit 
prin tija nitului care este solicitat la : forfecare în secțiunile care se opun 


deplasărilor relative dintre piese, strivire pe suprafaţa de contact între tijă 
și locașul- găurii și încovoiere a tijei nitului. : i 

Faza plastică. Dacă forțele exterioare crese În continuare, eforturile uni- 
tare în nituri ating limita de curgere, acestea se deformează plastic iar între 
piesele îmbinării se produc deplasări relative apreciabile. Distrugerea unui 
nit se poate produce prin: încovoierea tijei, smulgerea capului, fortecarea 
tijei sau strivirea suprafețelor de contact între tija nitului şi locașul găurii. 
Deoarece capul nitului este dimYnsio nat corespunzător să nu se smulgă, 
grosimea pachetului fiind limitată astfel incit încovoierea tijei sâ nu fie mai 
defavorabilă decit fortecarea ei, se poate adopta simplificat că un nit este 
solicitat la forfecarea tijei și la strivirea tijei pe locașul găurii. 

"Trebuie remarcat că lucrul real al unei îmbinări nituite este foarte com- 
plex, iar distribuţia eforturilor unitare în piese în apropierea găurii este 
neuniformă. În fig. 8.42, b este reprezentată distribuţia eforturilor unitare 
în direcţie transversală şi longitudinală la o platbandă, datorită transmiterii 
eforturilor prin intermediul unui nit. 
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. Rezistența nitului la foriecare (R,). Fortecarea unui nit se produce în 
secţiunile care se opun tendinței de deplasare relativă a elementelor îmbi- 
nate. De exemplu, nitul din fig. 8.42, a are două secţiuni de forlecare. În 
secțiunile de forfecare, distribuția eforturilor unitare tangenliale este pre- 
supusă uniformă (fig. 8.43, a). 

Dacă se notează cu +, rezistența admisibilă la fortecare a nitului. capa- 
citatea portantă a unei secțiuni de forfecare este 


i 
T icap = Apa = 


Convenţonct 


Fig. 8.43. 


Rezistenţa admisibilă la forfecare +, depinde de destinaţia construcției. 
gruparea de încărcare, marea oțelului etc. și este prevăzută în normele 
de proiectare a construcţiilor metalice. În mod uzual s-a admis =, = 0.86, 
unde c, este rezistenţa admisibilă a pieselor care se îmbină. 

Notind cu n, numărul secțiunilor de forfecare pentru un nit, efortul 
capabil a! nitului solicitat la forfecare este 

zd? 
R; = nT icap = họ Sena . (8.128) 

Rezistenţa nitului la presiune pe gaură (Ia). Un alt mod de cedare al 
unui nit este prin strivirea pieselor la contactul dintre tijă și peretele găurii 
pieselor îmbinate. Suprafețele de contact între tija nitului și pereţii găurii 
sînt jumătăţi de suprafeţe laterale de cilindru. Distribuţia eforturilor unitare 
ss, pe aceste suprafeţe este neuniformă dar pentru calcule practice se admite 
o distribuţie convenţională (fig. 8.43, b) uniformă pe diametrul nitului d 
și pe înălţimea piesei £. Dacă se notează cu og, rezistența admisibilă la stri- 
vire a materialului pieselor din îmbinare, rezistenţa convenţională a nitului 


la presiune pe gaură este a 
Rea = AsiGast (8.129) 


unde A, este aria minimă convenţională pe care se exercită presiunile pe 
tija nitului și poate fi exprimată sub forma 


Asi = d Xlmia (8.130) 


unde d este diametrul nitului iar Sat, este suma minimă a grosimilor pieselor 
din îmbinare care au tendința de lunecare în acelaşi sens. 
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Rezistenţa admisibilă la strivire Gass este prevăzută în'i:norr de 
proiectare funcţie de tipul construcţiei. marea oţelului, gruparea. de ;încăr- 
care ete. Îu mod uzual, s-a admis Oas: = 20a, unde Sa este rezistența 
admisibită a materialului pieselor care se îmbină. Deci efortul capabil alunui 
nit la presiune pe gaură este 


Reg = d XlntnSase (8.131) 


Ținind seama de cele două posibilități de cedare ale unui nit, forța pe 
care acesta o poate prelua şi transmite fără depășirea rezistenţelor admi- 
sibile poartă numele de {rezistența nitului și se obține din condiția 


Rai = MIN(Rp Reg). (3.132) 


Calculul îmbinărilor nituite. Forţa care se transmite printr-o îmbinare 
nituită acţionează asupra fiecărui nit cu o componentă a cărei valoare nu 
trebuie să depăşească rezistenţa acestuia. Determinarea acestor componente 
forță permite stabilirea nitului cel mai solicitat dintr-o îmbinare. După 
modul de determinare a componentelor forţă care solicită niturile unei îm- 
binări se disting imbinări nituite solicitate centric și îmbinări nituite solicitate 
excentric. 

Îmbinări nituite solicitate centric. Dacă forţa transmisă prin îmbinare 
trece prin centrul de greutate al îmbinării, aceasta solicită în mod egal toate 
niturile (fig. 8.44), componenta forţă corespunzătoare unui nit avind valoarea 


== (8.133) 


unde n este numărul de nituria! îmbinării. 
Cunoscindu-se forța ce solicită fiecare 
nit al îmbinării, aspectele de calcul ale 


acesteia sint : , Pa DAI Mt N 
a) verificarea eforturilor unitare efec- 
tive de forfecare şi strivire 
n RO RO IO 
Y Toug 
Tep = = — S Ta = 0,8 ca 
As p RE 
pa 
$ (8.134 
¥ 
Su i S Gast = 25; Fig. 8.44. 
Az d Stiu 


b) dimensionarea numărului de nituri necesar realizării îmbinării 


kaci, (8.135) 
Run 
La stabilirea relatiei (8.135) s-a avut în vedere solicitarea uniformă a 
tuturor niturilor din îmbinare care poate fi admisă numai la limită, înainte 
de cedarea acesteia. De asemenea, dimensionarea se va face considerind 
cea mai mare forță dintre N efectiv și N capabil ale parei ; 
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tuiri este forța maximă ce se transmite 
y prin îmbinare 
rS Naap = nRa (8136) 
G 


P . Îmbinări nituite solicitale excentric. 

Dacă forța transmisă prin îmbinare 

© pe nu trece prin centrul de greutate al 

=| ae acesteia, niturile sint solicitate diferit 

t x, 7 deoarece reducind forța în centrul de 

MN“ EA greutate al nituirii se obține 0©_ forță 
centrică și un moment (fig. 8.45) 


M = Ne. (8.137) 


Fig. 8.45. 


Poziţia centrului de greutate al imbinării se determină față de un sistem 
de axe ortogonal z0y, ca centru de greutate al ariilor secțiunilor transversale 


ale niturilor (fig. 8.45) 


n Să 
Bia, LA 
1 
wa L p je = (8.138) 
BA SA; 
L i; 


unde 4; este aria secțiunii transversale a nitului i din îmbinare iar n este 
numărul total de nituri 


Dach A, = Ap =.. = Ap eee = Aa A, rezultă 
n n 
Et: Es 
re =; Je = —. (8.139) 
n n 


Forţă centrică solicită în mod egal toate niturile cu o componentă 
V = Nin ce are direcţia și sensul forţei N. Momentul M = Ne solicită diferit 
aiturile îmbinării cu componente Q; perpendiculare pe razele ce unesc niturile 
cu centrul de greutate al îmbinării și proporționale cu mărimea acestora 


(fig. 8.46, a). 
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.c) capacitatea portantă a.unei ni- - 


Pentru determinarea mărimii componentelor Q; se poate scrie o relaţie 
„de echivalență între momentul exterior M şi momentele componefitelor Q; 
în raport cu centrul de greutate al îmbinării 


n 
M = Qr, + Qara te. D Qiri tr en H Qara = SQ (8-140) 
FI 


Relaţia (8.140) constituie aspectul statistic al problemei și nu este su- 
ficientă pentru determinarea componentelor Q,. Pentru dezvoltarea a încă 
(n—1) ecuaţii se face apel la studiul geometric. Considerînd o rotire mică 0 
a pieselor îmbinării în jurul centrului de greutate al îmbinării, deplasările 
sectiunilor niturilor sìnt proporţionale cu raza r; (lig. 8.46, b) i 


PRL NEL. SI RR Ie RN i PI (8.141) 


Ë; Ta r; Ta 


Întrucit niturile se opun rotirii relative a pieselor din îmbinare, forţele 
ce se dezvoltă în fiecare nit sînt proporționale cu deplasările 3, 


Q; = kò; " (8.142) 
unde k este un fuctor de proporționalitate. 
Înlocuind relaţia (8.142) în relaţia (8.141) rezultă 
Qı Q: Q: Qu 
=... =, = ET .143 
Ti To re Li de (8 13) 


Mărimea g, reprezintă o caracteristică a îmbinării și poate fj interpretată 
ca valoarea componentei forță într-un nit situat la distanță unitară de centrul 
de greutate, 

Introducînd fiecare termen al relației (8.143) în relația (8.140) rezultă 


Qi = Morii i Qr = arie i On = Gorn ` (8.144) 
şi 
HRH. trio = M (8.145) 
qua. (8.146) 
Zr 


1 


Cunoscînd constanta f se pot determina componentele Q; 


Qi = rip = E, (8.147) 
i 


Forţa totală care solicită un nit se obţine adunind vectorial componentele 
V datorate forței centrice și componentele Q, datorate momentului 


R,=V-+9,; i (8.148) 
sau 


Ri =V? £ Q} + 2VQ, cos (V, di). (8-149) 


Cunoscînd forța care solicită fiecare nit al îmbinării aspectele de calcul 


sînt cele prezentate în relaţiile (8.134), (8.135), (8.136). 
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Trebuie remarcat că forța maximă se va dezvolta în unul din niturile 


cele mai depărtate de centrul de grentate al îmbinării întrucît 


Te PRI y (8.150) 


8.4.3.2. Îmbinări sudate. Prin sudare se realizează îmbinarea unor piese 
metalice cu aceeași compoziţie chimică sau compoziție chimică apropiată, 
ale căror suprafeţe de îmbinare au fost aduse prin căldură în stare plastică, 
cu sau fără adaos de material. 

Faţă de îmbinările nituite prezintă cileva avantaje”: se elimină slă- 
birile pieselor, economie de material şi manoperă, necesită o întreţinere 
mai redusă ete., dar și o serie de dezavantaje : introduce eforturi iniţiale care 
pot fi de ordinul limitei de elasticitate sau chiar de curgere a materialului 
de bază. controlul calității sudurii este dificil și costisitor, are comportare 
nesatisfăcătoare la solicitări variabile etc. 

Din punct de vedere al comportării la ciferite solicitări și al rezistenței, 
cordoanele de sudură se clasifică în: 

1) Cordoane de sudură în adincime, care se realizează în general în cadrul 
grosimii pieselor. Cu sudură în adincime se realizează îmbinările cap la cap 
(lia. 8.47, «) sau îmbinările în T şi în cruce (suduri în K sau semi K, fig- 
8.47, b). 


N Sudură în X N 
N Sudură în V N Sudură în K 
IQ 
i cama 30072 AERO 
a b 


Fig. 8.47. 


Funcție de grosimea pieselor care se sndează, inainte de sudare, margi- 
nile pieselor ce urmează a se îmbina se preherează în V, U sau N. 

2) Cordoane de sudură în relief, care se realizează în atara grosimii pie- 
selor. Sudurile în relief se pot folosi la toate tipurile de îmbinare, cu excepția 
îmbinării cap la cap şi se execută fără prelucrarea marginilor. În funcţie de 
poziția față de direcţia solicitării, cordoanele de sudură în relief pot ti: pa- 
ralele cu solicitarea (fig. 8.48, a), perpendiculare pe direcţia solicitării, fron- 
tale (fig. 8.48, b) sau oblice (fig. 8.48, c). În secţiune transversală, sudurile 
în relief pot fi bombate, plane şi ușor concave (v. fig. 8.48), d). 

Grosimea de calcul a sudurii se notează cu a și este egală cn grosimea 
pieselor de imbinat în cazul sudurii cap la cap sau cu înălțimea triunghiului 
isoscel înscris în secțiunea sudurii pentru sucuri în relief (fig. 8.49, a). 

Pentru stabilirea lungimii de calcul a sudurii, 1 se apreciază că la cape- 
tele cordonului de sudură, pe o lungime egală cu grosimea a, există porțiuni 
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Fig. 8.48. 


ale calitate inferioară (datorită amorsării arcului și închiderii cordonului). 
Aceste porțiuni se scad din lungimen efectivă a sudurii Î; și rezultă lungimi 
de calcul [ (fig. 8.49, b) - 


l= l, — 2a. (8.151) 


„Ținînd seama de tipul sudurii, importanța construcției, dimensiunile 
pieselor de îmbinat, prin norine de proiectare se stabilesc dimensiuni minime, 
maxime și recomandabile pentru a şi L 


Fig. 8.49. 


___ Caleulul îmbinărilor sudate. Sudurile în adineâne (cap la cap)solicitatela 
întindere sau compresiune. perpendicular pe cordonul de sudură. se cateulează 
pe baza relaţiei 


(8.152) 


în care: N este efortul axial de calcul, A, — aria secțiunii de calcul a su- 
durii As = l-a (fig. 8.50, a), iar Gas — rezistența admisibilă la intindere, sau 
compresiune a sudurii. În mod uzual s-a considerat că: 


Gas = 08 sc. pentru întindere; (8.153) 
Gus = Ga pentru compresiune 


unde c, este rezistența admisibilă pentru materialul de bază. 


333 


Aş s=tlb-2a) 
a 


Asz 0 Í ls-20) 
b 


Fig. 8.50. 


Sudurile în relief sînt solicitate în general la forfecare, care se consideră 
că are loc în planul bisector al secțiunii transversale a sudurii (fig. 8.50, b)- 
Relaţia de calcul este 


N 


XS Tas (8.154) 


unde zas este rezistența admisibilă la forfecare a sudurii. În mod uzual s-a 
considerat Tas = 0,65 c, unde c, este rezistenţa admisibilă a materialului 
care se sudează, : ; 

Avînd în vedere relaţiile (8.153) şi (8.154) aspectele de calcul ale cordoa- 
nelor de sudură sînt: 

a) verificarea eforturilor unitare ce se dezvoltă în cordoanele de sudură 


N XN SE 
Oet = — S Casi Tef =— S Tas (8.155) 
A, As 


unde A, = Eal reprezintă aria secţiunii cordoanelor de sudură solicitate ; 
b) dimensionarea ariei secțiunii cordoanelor de sudură solicitate : 


Aene Îi Asn =>. (8.156) 


as Tas 


Pe baza lui A, nee se aleg grosimea și/sau lungimile cordoanelor de su- 
dură astfel ca relațiile (8.155) să fie optim satisfăcute ; 
c) capacitatea portantă a unei Îmbinări sudate 


Naap = As Oas i Naap = Aerar (8157) 


Aplicația 8.11. Stilpul unui parapet din lemn are alcătuirea din fig. 
8.51, a. Să se verifice la forfecare pragul prinderii chertate fără luarea în con- 
siderare a prezenței şurubului de stringere. În cazul îmbinărilor cu praguri, 
rezistența la forfecare a lemnului de brad se ia 7, = 10 daN/em2. 

Elementele parapetului pot fi schematizate sub forma unui sistem de 
două bare articulate fig. 8.51, b. 

Efortul axial din contrafişa BC se determină din ecuația de moment 
În raport cu punctul A.. 


XM = 0; Nzo cos 70%-1,30 — 1,5-1,5 =0 
Npe = 5,06 EN. 
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Secțiunea pragului (fig. 8.51, c) este solicitată la forfecare de componenta 
V, verticală a efortului N;ç 


Va = Ngc sin 70° = 5,06 -0,9397 = 4,755 kN. 
Verificarea sectiunii : 


__ Vs __ 47530 


Tef = 


= 1,585 daN/em? < ~v, = 10 daN/cm?. 


Ag 1520 


P:15kN $ 


20, 


1,30 


Fig. 8.51. 


Aplicația 8.12. Să se dimensioneze înnădirea cu eclise solidarizate cw 
nituri a unei platbande de dimensiuni 220 x 12 solicitată axial (fig. 8.52) 

Prinderea se realizează cu nituri Q 20 iar rezistenţele admisibile sînt : 
Ga = 1 400 daN/em? pentru platbandă și eclise şi respectiv =, = 1 120 daN/em:, 
Ga se = 2 800 daN/em? pentru nituri. 

Dimensionarea înnădirii se va face la efortul capabil al platbandelor. 
Întrucît în dreptul primului şir de nituri efortul axial aterent platbandelor 
este maxim, deci secțiunea slăbită trebuie să [ie minimă, în secțiunea 1— T 
(fig. 8.52) se va dispune un singur nit. Secţiunea periculoasă poate fi în sec- 
iunea 1-— 1 unde forța axială este maximă sau în secțiunea 2—2 unde aria 


efectivă este minimă. 
920 
sT 
Gi 
N 
Ra 


P NAN 
AN NA ANENE VERRTRERRT SAY o 
1— IZAIA 
q [i PLLL ALAY 
N INN ARAB ANR: LUMI: z z pd 


ATAT ESTIA 236k 

Van ÎTI ji | s286.0kN 2 

itinn =a FETTET Ma piatbanda 
my MNN Tek 

FEAA i 


a S filoha 


Fig. 8.52. 
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1) Determinarea efortului axial capabil aferent platbandelor : 
Ag net = 221,2 — 2-1,2 = 24,00 cm; 
- Ap ner = 22 -1,2 —2-2.1;2 = 21,6 cm?, 


Se va admite că secțiunea periculoasă este cea corespunzătoare sectiunii 
1— 1 pentru care forfa axială este maximă (dacă se are în vedere repartizarea 
efortului axial între platbande şi eclise, prezentată în fig. 8.52). 


Poap = Au net Ca = 2400-1100 = 33 600 daN. 


2) Dimensionarea numărului de nituri necesar prinderii : 


Ž 1120 = 7033 daN 


Reg = 2-1,2+2 800 = 6 720 daN 
Se va lua Rae = Ô 720 daÑ 


n Zes _ 33600 
Rau 6720 


= 5 nituri. 


Dispunerea niturilor se face ca în fig. 8.52 cu respectarea distanțelor 
recomandabile dintre njturi. j 
3) Verificarea platbandelor în secțiunea cea mai slăbită, Fiecare nit 
transmite de la platbandă la eelise un efort axial egal cu Poanfit = 6 720 daN. 
Diagramele eforturilor axiale în platbande şi eclise sînt prezentate în fig. 8.52, 
deci în secțiunea 2—2 efortul axial aferent platbandei este N, = 268,8 kN. 


o = = 2058 — 1 941,44 daN/em2< oa= 1 400 daN/em2. 
Ao net 21,60 H 


4) Dimensionarea celiselor. Eclisele trebuie să fie capabile să transmită 


întregul efort capabil al platbandelor ceea ce înseamnă că aria netă a secțiunii 
periculoase a ccliselor este egală cu aria netă a platbandelor 


zi 3 
A, = A, = 24,00 cm? i 
Alegînd eclise de 180 x 10 şi avind în vedere că secțiunea periculoasă 
pentru eclise este secțiunea 3—.? unde acestea sînt solicitate de întregul 
efort axial ce se transmite prin îmbinare, rezultă 


AS = 2(18-1,0 — 2-2-1) = 28,00 cm? 


Pean 33600 


= == 1200 daN/em? < cn = 1 400 daN/cm?. 
A 28,00 


Gef = ea 


nek 

Aplicația 8.13. Să se determine numărul de nituri. necesar prinderii 
barei din fig. 8.53, a la guseu. 

Bara este alcătuită din două corniere cu aripi egale 80 x 80 x 10. Prin- 
derea se realizează cu nituri Ø 23. Pentru corniăre, rezistenţa admi- 
sibilă este c, = 1400 daN/em? iar pentru nituri 7 = 1 120 daN/em? şi 
Ga ss = 2 800 daN/em2. i 


336 z 


2L 80x80x19 


Fig. 8.53. 
1) Determinarea capacității portante a barei. Dimensionirea prinderii 
se va face la efortul capabil al barei 
Neap = ned = 25,60-1 400 = 35 810 daN 
— A. = 215,10 — 2,3-1) = 25,60 cm?. 


Anea = ilar 


2) Determinarea numărului de nituri necesar prinderii barei-în ipoteza 
nituirii solicitate centric 


3,14 


Ry = 2 i a 120 = 9302 daN 


Elni = 1,2 cm 
R. = 2,3 -1,2-2 800 = 7 728 daN 
Ru = Rg =7 728 daN 


Nap __ 35840 
n Rau 7728 


= 4,637 x 5 nituri: 


n 


3) Verificarea uirii în ipoteza solicitării excentrice. Prinderea unei 


. corniere cu ajutorul niturilor se realizează întotdeauna cu o excentricitate 


întrucît şirul de nituri nu coincide cu axa Darei. Astfel, dacă b este lățimea 
aripii cornierei, pentru b = 50...100 mm găurile de nit se realizează la dis- 
tanța w = 8/2 +5 mm, iar centrul de greutate al secțiunii cornierei, pe 
unde trece suportul forței axiale, este la distanţa e (fig. 8.53, b). Faţă de centrul 
de greutate al nituirii, forța axială are o excentricitate 


ej = 45 — 23,4 = 21,60 mm. 


- 22 — Mecanica construcţiilor — cd. 39 337 


Reducînd forța axială capabilă in centrul de greutate al nituirii rezultă 
N = 35 810 daN 
M = Neapey = 35 840-216 = 77 411 daN-em. 


Componentele fortelor care solicită nitul cel mai depărtat de centrul 
de greutate sint 


N 35890 ë, P 
V = == = 7 168 daN 
n SF 
W moz 77414-18 


1 720 daN. 


2-18? -2-9 


Compunind V cu Quar rezultă 
Rmas = V VE F Qha = V7 163? F 1720 = 7 371,5 daN < Rau = 
= 7 728 daN. 


Sporul de efort datorită considerării solicitării excentrice a prinderii 
este 
7 371,5 — 7 168 


AR = 
7 168 


= 2,81%, 
ceea ce justifică neglijarea ni în analiză. 

Aplicația 8.14. Pentru realizarea unei console scurte s-a adoptat detaliul 
constructiv din fig. 8.54. Să se verifice prinderea nituită avînd în vedere că 
pentru nituri re = 1 200 daN/em? și Ga: = 3000 daN/em?. 

1) Determinarea forţei maxime care solicită nitul cel mai încărcat. 
Prin reducerea forţei exterioare în centrul de greutate al nituirii (fig. 8.54) 
se obţine 

N = P= 144 kN 


M = Pe, = 144-0,26 = 37,44 kN-m. 


Fig. 8.54. 
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Niturile cele nai solicitate sînt cele mai depărtate de centrul de greutate 
al nitwirii. Componentele forță care le solicilă sint: 


VA = 1400 — 2400 daN 


n 6 
o Mrmez _ 3744001253 _ 6 701,70 daN 
Li 6 4:12,53 + 2-6,0? 


Ta = Ta = Fa = Tg = Timas S N: 4 112 = 12,53 em 
Ta = r; = 6,00 em 


cos a = 11/12,53 = 0,8779 


Ruas = SVE F Ohar + 2VOmaz 6050. = 
= J2 4002 -+ 6 701,72 4 2-2 400-6 701,7 .0,8779 = 8 883,3 daN. 


2) Determinarea rezistenței nitului 


R, = 2 1425 „4 200 = 9 966,36 daN 
4 


Elun = 14 an 
Reg = 2,3 -1,4-3 000 = 9 660 daN 
Ran = 9660 daN. 


3) Verificarea prinderii 
Ras = 8 383,3 daN < Rus: = 9 660 daN. 


iaz 
icatia 8.15. Diagonala unei grinzi cu zăbrele este alcătuită din două 
PRE cet egale 500 x 100 Fio şi este prinsă la guseu g fajutorul 
sudurii (fig. 8.55). Să se dimensioneze lungimile cordoanelor de sudură as 
încît transmiterea efortului axial prin îmbinare să se facă centric: A 
Rezistenţa admisibilă pentru bară este c, = 1 400 daÑ/cm? iar pentru 
sudură tas = 910 gaN/em?. 


Sectiune a-o 


CZ 


CNM 
AZ 
zi 
4 
CA 


21100+100 +10 


Fig. 8.55. 
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: a) porermintey „capacităţii portante a brei. Dimensionarea priaderii 

e va lace coreipunzător efortului axial capabil al barei 

Neap = Aga = 2-19,29-1 409 = 53 739 N. 

i 2) Determinarea lungimilor cordoa nelor de sudură. Pentru ca îmbinarea 
să fie solicitată _Centric trebuie ca rezultanta eforturilor Nisi Na corespun ä. 
toare celor două cordoane de sudură să aibă suportul pe axa barei (fig. 8.: 
Cunoscînd poziţia rezulta utei şi a celor două componente. mărimile acestora 


se determină din ecuaţii de m i i 
tern t noment in raport cu punete situate 
forței N, respectiv N, i i De eta 


N-7,18 = NO; 


NEC E P en 
= N le 53 760-0,718 = 35 609 daN 


2,82 


N-2,82 = N-10; N 7 53 76 5 
N-2,82 = N10; NSN = 53 769-0,232 = 15 160 daN. 
Pentru grosimea aripii coruierei i 

g a aripii coruierei £ = 10 mm s suscului 4 = 
normele prevăd pentru grosimil rilor FT io pu TR mc 
n ele } aq pentru grosimile sudurilor a, < 0.7 [ și a, s 0,85 í Alegînd 
1 = 4 mm Şi @ — 8 mm rezultă următoarele luinsimi de cal ntru € 

şi do = 7 ăto: imi de cale tr - 
doanele de sudură : i N a ae 


1 15 160 

luee EL 
5 0.7910 iu 
i1 38 600 

lore 26.5 

N FI PIŢI 26.50 em. 


Lungimile efective ale cordoanelor de sudură vor Ji: 
leslie 2a, = 11,90 + 2-0,7 = 13,30 cm 
las = lares -H 2a, = 26,50 + 2-0,8 = 28,10 cm. 


8.5. SOLICITAREA DE INCOVOIERE PURA 


Ș Secţiunea „transversală a paui element de..construcție este solicitată la 
aa velere dacă în centrul de greutate al sectiunii torserul de reducere al for- 
telor exterioare este reprezentat numai de un vector moment încavoietor 

Dacă vectorul moment încovoietor are ca suport una din axele de {inerție 
principale ale secțiunii transversale, secțiunea este solicitată la incovoiere 


pură (fig. 8.56, a), în caz contrar secti icitată la î ; fe 
(fig. 8.30, D). secțiunea Sle solicitată la încovoiere oblică 


Fig. 8.56. 
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Întrucît vectorul moment încovoietor este normal pe planul fortelor 
exterioare. pentru ca o. secțiune transversală să fie solicitată la incovoiere 
pură este necesar ca sistemul de. forte exterioare să fie conţinut într-un plan 
principai de inerție care este și plan de simetrie pentru secțiune (fig. 8.56 , ce). 

În lig. 8.57 sînt prezentate citeva exemple de încărcare cu forțe exteri- 
oare carc produc solicitarea de incovoiere pură; in anumite secțiuni ale barelor 
respective. i Ne a 


Cr eT ul 
DEO MEP O o 


gy S7 


Fig. 8.57. 


„8.5.1. RELAȚIA DINTRE EFORTURILE UNITARE 
ŞI EFORTUL SECȚIONAL - 


În vederea stabilirii relaţiei dintre efortul sectional M, sau AJ, și eforturile 
unitare este necesară cunoașterea naturii şi a modului de distribuţie a acestor 
eforturi unilare pe secțiunea transversală. Stabilirea tipului şi a legii de distri- 
buţie a ctorturilor unitare pe secțiunea transversală se realizează pe cale 
experimentală. 

Studiul geometrie. Pe suprafaţa laterală a unei grinzi se trasează o rețea 
de repere longitudinale paralele cu axa grinzii şi repere transversale perpendicu- 
lare pe axa grinzii care materializează conturul exterior al secțiunilor trans- 
versale (fig. 8.58, «). Dacă bara este solicitată la încovoiere pură, după defor- 
marea barei se constată următoarele (fig. 8.58, b): 

— Reperele longitudinale se curbează, cele de la partea superioară se 
scurtează iar cele de ia partea inferioară se alungesc (lig. 8.58, b). Distanţa 
dintre repere nu variază în lungul grinzii. Întrucît aceste repere marchează 
diferite fibre ale grinzii și intrucit cele situate la partea snperioară se scurtează 


Fig. 8.58. 
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. 
iar cele situate La partea inferioară se alu ngesc, rezultă că pe înălțimea grinzi, 
și Ein eo ciuci ale, există o fibră a cărei lungime rămîne constantă 
uprafața formată de totalitatea acestor fibre tă p A 
faţa n alitatea a oartă numele de supr: 
neutră (fig. 8.59). j Spe 
Intersecţia suprafeței neutre cu planul secțiunii transversale este o dreaptă 
numită axa neutră a secțiunii, iar iatersecția suprafeței neutre cu planul încăr- 


cărilor exterioare (planul de simetrie al grinzii ă ă 
ăril xte E al grinzii) este o curbă plană numită 
fibră medie deformată. i ci 


| — Reperele transversale care marchează conturul sectiunilor transver- 
sale rămîn drepte şi perpendiculare pe reperele longitudinale după deformare 
(ipoteza secţiunilor plane — J. Bernoulli). 


Plan forțe exterioare 
Planul sectiunii 


{ ata A.N- Ex =0 
7 vi A Enyi stay 
Axa ~“ Fibră medie Suprafa fl 
neutră deformată neutră € = alungire 

Fig. 8.59. Fig. 8.60. 


2 seinne plană abed se va roti în jurul axei neutre, va ajungè în poziția 
4 c 4 şi va rămine plană (fig. 3.60). Punctele secțiunii situate la distanţa y 
le axa neutră se vor deplasa cu cantitatea Al(y), fibrele corespunzătoare se 
vor alungi proporțional cu distanţa y 


- Aly) = cu : (8.158) 


uade c este pa coeficient de proporționalitate. 

ntrucit lungimea inițială a fibrelor est şi ă că i 
nt lungi t j e aceeaşi, rezultă că deform. 
specifică longitudinală s, este i i A 


Sr 


TIS (8-159) 


„.. Relația (8.159) pune în evidență că deformații ifice si 
ti f maţiile specifice sînt io- 
nale cu distanța y față de axa neutră (fig. 8.60). A i 
Întrucit în cazul încovoierii pure deformarea barei se produce fără variaţii 


unghiuri, în secţi Ta nsve 7voltă elortur itare 
de st 3 unea transversală se dezvoltă numai 
u unitar 
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Studiul statie. Pe un element de arie dA 
al înei secțiuni transversale solicitată la 
încovoiere pură se va dezvolta o forţă 
elementară (fig. 8.61) dN a cărei valoare este 

AN =c, da. (8.160) 

Avînd în vedere relaţiile de echivalență 

statică rezultă 
ÎpaN=0:;  fuez04 =0 (8.161) 
Î„yAN = M:; facz u9 dA = M, (8.162) 

fa aN =0; fas: zdA =0. (8-163) 

Relaţiile (8.159) şi (8.161) — (8.163) nu sînt suficiente pentru a determina 
distribuția lui a, în secțiunea transversală. 

Studiul fizie. Legătura dintre deformațiile specifice es şi eforturile 
unitare c, este dată de legea lui Hooke, întrucit solicitarea este presupusă în 
zona de proporționalitate a materialului 


oly) = Eey) = Ecy = ey (8.164) 


unde c este o constantă de proporționalitate ce urmează a se determina. 
Relaţia (8.164) arată că eforturile unitare cz au distribuţia dată de un plan 
care conţine axa neutră a secţiunii, fiind proporționale cu distanța punctului 
fată de axa neutră. 
Introducînd relația (8.164) în relaţiile de echivalență statică rezultă 


cuydA =0 (8.165) 
dar fiy dA = S: reprezintă momentul static al întregii secțiuni în raport cu 


axa neutră. Deoarece S, = 0 înseamnă că axa neutră trece prin centrul de 
greutate al secțiunii transversale 


cfi yz dA =0 (8.166) 


dar f yzdA = Izy reprezintă momental de inerție centrifugal al secțiunii 
transversale. Întrucit 1, = 0 şi ținînd seama de relația (8.165) rezultă că 
axele 0z (axa neutră) și Oy sînt axe principale și centrale ale secţiunii trans- 
versale. 


cj y dA = M, (8.167) 


unde f y? dA = I este momentul de inerție central şi principal al secțiunii 
transversale în raport cu axa Oz (axa neutră). Din relația (8.167) se determină 
constanta de proporționalitate c: 


a (8.168) 


şi pe baza acesteia expresia efortului unitar normal într-un punct pe secti- 
unea transversală situat la distanța y faţă de axa neutră: 


aia 2 «y. (8.169) 


Relația (8.169) este cunoscută sub denumirea de formula lui Navier și 
arată că în toate punctele situate la aceeași distanță y de axa neutră efortul 
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unitar a, este acelaşi (fig. 8.62), putindu-se reprezenta variaţia efortului unitar 
pe înălțimea secţiunii transversale cu. o distribuție liniară. 

, În relația (8.169) M, și y se introduc cu semnele lor. Momentele încovo- 
ietoare sint considerate pozitive dacă vectorii moment an sensul pozitiv al 
axelor centrale și principale. Semnul lui c, poate fi obținut şi după examinarea 
efectului pe care îl are rotirea unei secțiuni asupra fibrelor situate între două 
secțiuni vecine. Efectul momentului M, > 0 este prezentat în fig. 8.62. 


Fig. 8.62. 


În cazul acțiunii momentului încovoietor My > 0, rotirea secţiunii (fig. 8.63) 


indică apariţia compresiunilor în puncte cu z > 0 și a întinderilor în puncte. 


cuz<0. 
Efortul unitar c maxim se Ìnregistrează la fibra cea mai depărtată de 
axa neutră 


A, 
Oz max = * Umaz (8.170) 
sau 
M A, A, e hei 
Gz maz = M * Zmaz = T A . (8.171) 
maz 


| Cantităţile W: = LiU maz respectiv W, = 1,/2maz se numesc module de 
rezistenţă la încovoiere, sint caracteristici geometrice ale secținnilor'transver- 
sale depinzind de forma și dimensiunile acestora și au dimensiunea [L?] 
qem”, mă cte.) 


2<0 7>0 
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8.5.2. ASPECTE DE CALCUL 


Relaţiile (8.170) respectiv (8.171) pot fi grupate generic Într-o relație 
unică care permite tratarea unitară a aspeeteler de calcul la incovoiere 
M 
paie 72 
Gms = 33 (8.172) 
unde M poate fi M, sau M, bar W poate fi W, sau Wy 
Veriiiearea. Constă în compararea efortului unitar normal maxim efectiv 
cu rezistenţa admisibilă la incovoiere ca 


Mne < da (8.173) 


Gef maz — 
War 


Dimensionarea. Constă in determinarea modulului de rezistentă necesar 
pe baza căruia se aleg forma și dimensiunile secțiunii transversale 


Wree = - (8.174) 


Alcătuirea rațională a unei secțiuni transversale solicitată la Încovoiere 
constă în a găsi o formă astfel încît pentru o arie dată să rezulte un modul 
de rezistenţă cît mai mare. Compararea din punct de vedere economic a mai 
multor forme de sectiune cu acceaşi înălțime se face examinînd valorile ra- 
portului 

wW z 
k = —. (8.175) 
Ah 

O secțiune este cu atit mai rațională cu cit k are valoare mai mare. În 

tabelul 8.3 sînt prezentate caracteristicile geometrice şi valorile cocficientului X 


pentru citeva secțiuni curent utilizate. 
Tabelul 8.3 


Caracteristici geometrice pentru încovoiere 


b. 
Ci I 
Forma z £ 
si cliunit i = x 
Y y Li 
ah bh? r 
Ii —- (hi — d) În tabele 
64 32 61 
vre chë i 
W, — z fi -— În tabele 
32 6 32 lè 
k 0,125 0,167 0,125 — 0,250 0:309 —0,323 


Din examinarea valorilor înscrise în tabelul 8.3 rezultă că eficiența sec- 
tiunilor crește de la cerc spre secțiunea alcătuită cu două tălpi. Explicația 
rezultă din modul de distribuţie a materialului în jurul axei neutre. La sec- 
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iunea circulară materialul este concentrat. spre axa neutră (neeconomic) 


în timp ce la secțiunile tip I matefialul este concentrat spre zonele depărtate 
de axa neutră. 

Capacitatea portantă. Capacitatea portantă a secțiunii constă în deter- 
minarea momentului încovoietor maxim ce poate solicita o secțiune transver- 
sală dată astfel încît relaţia (8.173) să fie satisfăcută 


Map = War - (8.176) 
Dacă secțiunea transversală este nesimetrică față de axa de încovoiere 
(axa neutră) iar materialul are rezistența admisibilă da întindere cq: diferită 
de rezistența admisibilă la compresiune Sac, analiza trebuie efectuată separat 
atit pentru fibrele întinse cit şi pentru cele comprimate. 
Pentru exemplul din fig. 8.64, a, în cazul verificării trebuie indeplinite 
următoarele condiţii : 


(8.177) 


a EZ 
FI) 


f 


“e 


8.5.3. SECȚIUNE PERICULOASĂ 


În general, la stabilirea secțiunii periculoase solicitate la încovoiere, 
trebuie considerate următoarele elemente : variaţia momentului încovoietor 
în lungul grinzii, variaţia secţiunii în lungul grinzii, secțiunea cea mai slăbită, 
comportarea diferită la întindere şi compresiune a materialului. 

Pentru exemplificare se consideră grinda din fig. 8.64, b cu secțiunea 
curentă prezentată în fig. 8.64, c şi e. În secţiunea k grinda prezintă o slăbire, 
secțiunea corespunzătoare este prezentată în fig. 8.64, d. 2 

Pentru verificarea grinzii, în orice secțiune trebuie ca G.si S Ga: și 
Sefe S Cae Dacă rezistențele admisibile ale materialului la întindere şi com- 
presiune sînt egale ca; = Oac Verificatea se va face în secțiunea slăbită şi în 
secțiunea în care momentul incovoietor are valoare maximă. Dacă materialul 
ate Gas £ Ga, trebuie analizată situația celor trei secțiuni atît pentru fibrele 
întinse cit şi pentru cele comprimate și indeplinite condiţiile (8.177). 
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> 8.5.4. DIMENSIONAREA ECONOMICA A GRINZILOR SOLICITATE 
LA INCOVOIERE 


Pentru o încărcare oarecare în poziţie fixă, momentul încovoietot variază 
cu poziţia secțiunii, iar dimensionarea grinzii cu secţiune constantă pe toată 
lungimea reprezintă o soluţie neeconomică, întrucît materialul este utilizat 
la capacitatea sa maximă numai în secțiunea periculoasă la fibrele cele mai 
solicitate (fig. 8.65). d 


S4 „ Secţiune S; Secţiune oarecare 


ag Ei 


(E (PONNE E 
Fig. 8.65. PAX max“ a 


a cai a 
SUE] 


Pentru o utilizare rațională a materialului se impune ca modulul de re- 
zistenţă să varieze pe lungimea grinzii corespunzător distribuţiei momentului 
incovoietor, astfel ca fibrele cele mai solicitate ale tuturor secţiunilor să fie 
încărcate cu acceaşi valoare Gmar = Ga- Forma unei grinzi care satisface 
această condiție se numește grindă de egală rezistenţă. Această formă se 
stabilește de la caz la caz în funcție de expresia analitică a momentului înco- 
voietor și de forma adoptată pentru secțiune. Pentru exemplificare se con- 
sideră grinda în consolă din fig. 8.66, care are secțiune dreptunghiulară, urmind 
să se stabilească modul de variaţie a dimensiunilor acesteia din condiția ca 
Ghar = Ga În orice secțiune a grinzii. Într-o secțiune curentă a grinzii, momentul 
încovoietor are expresia i 


M(&) = Pr. > (8.178) 
1) Înălțimea grinzii este constantă (h = const) i 
Wrap A BE, (8-179) 
Ga Oa 
bdë a 
e Pi pg, (8-180) 
6 Ga Wosa 


Relaţia (8.180) arată că pentru h = const, lățimea grinzii variază liniar 
cu x (fig. 8.66, a). Lăţimea maximă se obține în Încastrare ( = l) 


LN (8.181) 


Paa 
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2) Lăţimea secţiunii este constantă (b = const) 


a Pe p |E eiie (8.182) 


Deci. pentru b = const, înălțimea grinzi variază parabolic cu s 
(fig. 8.66. b). Înălțimea maximă se atinge în incastrare (= 


h, = 


G 


y= | (8.183) 


ba 


În practica curentă, variația :caracteristicilor geometrice.-ale secțiunilor 
transversale în lungul:grinzii se ealizează în trepte. Este cazul, în special, a 
grinzilor metalice cu secţiune compusă din platbande şi corniere la care variația 
secţiunii se obţine prin modificarea grosimilor platbandelor sau prin eliminarea 
unor platbaude. 

Pentru exemplificare, s-a ales cazul unei grinzi simplu vezemate, cu sec- 
ţiune compusă din platbande metalice (lig. 8.67), încărcată cu o forță uniform 
distribuită. Întrucît diagrama de” momente încovoietoare are variație para- 
bolică, teoretic şi modulul de rezistenţă al diferitelor secțiuni transversale ar 
trebui să varieze parabolic. Practic, variația de secțiune se realizează în trepte 
prin întreruperea unor platbande ale tălpilor grinzii. Dimensionarea grinzii 
se face în secțiunea 3—3 unde momentul încovoietor este maxim 


; Mmaz ; 

Wy zee = . (8.181) 
` Ga 
Către reazeme, întrucît momenlul încovoietor scade, este posibil să se 
micșoreze secţiunea prin întălurarea platba ndelor extreme ale tălpilor grinzii. 


Cunoscîndu-se modulele de rezistență Wa și W; ale secțiunilor slăbite prin 


Fig. 8.67. 


«eliminarea platbandelor se pot determina momentele capabile ale celor două 
secțiuni 2—2 și 7—1 (fig. 8.67) 


Ma cap = Wya Mu cap = Whoa- (8.185) 


Distanţele x, şi x, de la care se pot folosi secțiunile slăbite se determină 
din conditia 


Me < Mear (8.186) 
Deci: 
Mep = M, cap 5 M(2) = Me cap (8.187) 
unde 
M(x) = Zu — a), (8.188) 


Esalind expresia momentului încovoictor într-o secțiune curentă cu mo- 
mentul capabil se obține distanța măsurată de la reazem pînă unde se poate 
folosi secțiunea redusă considerată, Lungimea reală a platbandelor depăşeşte 
lungimea teoretică determinată mai înainle, deoarece la distanţele y respec- 
tiv x; platbandele intrerupte trebuie să lucreze efectiv în cadrul sectiunii. 

Prin reprezentarea variației momentului capabil în lungul grinzii se obține 


„ diagrama Meap. Această diagramă nu depinde de încărcarea grinzii ci numai 


de caracteristicile geometrice ale secțiunilor acesteia. Reprezentarea diagra- 
melor momentelor încovoietoare efective My şi capabile May este deosebit 
de sugestivă puniînd în evidenţă siguranța grinzii şi alcătuirea sa raţională. 
Cu cit Map este mai apropiat de diagrama M,p cu atit materialul grinzii 
este utilizat mai raţional. i 

La grinzile din beton armat, variația momentului încovoietor capabil 
se obține prin întreruperea armăturilor sau trecerea lor în alte zone ale sec- 
țiunilor transversale. ; f 

În cazul grinzilor încărcate cu forțe mobile, diagrama Af,; se înlocuieşte 
<u curba înfăşurătoare de momente încovoietoare. 

Din condiţia M,; < Map rezultă că diagrama Moup nu trebuie să intersec- 
teze curba intășurătoare de momente, fiind însă cit mai aproape de aceasta. 

Aplicația 8.16. Să se verifice grinda din lemn de brad cu secţiune dreptun- 
Shiulară 25 x 30 cm din fig. 8.68. La 1,00 m de reazemul din stînga, grinda 
are secțiunea slăbită (fig. 8.68, c). Rezistenţa admisibilă la încovoiere a lemnu- 
lui de brad este ca = 100 daN/em?. i 

Trebuie remarcat că, deşi o secțiune curentă a grinzii este solicitată la 
un moment incovoietor și o forță tăietoare, efectele celor două eforturi pot fi 
studiate separat. considerind în continuare numai efectul momentului înco- 
voietor. 

Secţiunea periculoasă poate fi în secțiunea cu moment încovoietor 


“maxim sau secțiunea slăbită. 


1) Verificarea secțiunii cu moment încovoietor maxim 


Almez _ 340000- el = Sa 
aia Ir teza 90,67 daN/cm? < ca = 100 daN/em?. 


Ca = 
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2) Verificarea secţiunii slăbite 


25.052 
Wa E = 2604 em? 
6 
ap = He 2200 — 98,00 daNjem: < ca = 100 daN /cm?. 
wW, 2 304 5 
17,0kN/m z5 


90,67daN/cm™ 


T 
: 
L] 
30 
- 


N 90,67 éaN/em* 


Y b 
25 a 
25,50KN-m Mase 34 00KN:m 98.00 daN/rm 
j ef E i 
1 t 
{y 98,00 daN/cm 
> g 
Fig. 8.68 


Rezultă că secțiunea periculoasă este secțiunea slăbită, deoarece În această 
secţiune se înregistrează cea mai mare valoare a efortului unitar. 

Aplicația 8.17. Să se dimensioneze grinda din fig. 8.09 cu secțiunea alcă- 
tuită dintr-un profil laminat tip I. Rezistenţa admisibilă a oțelului se consi- 
deră oa = 1 400 daN/cm?. 

Secţiunea periculoasă este cea corespunzătoare momentului încovoietor 
maxim 


A 21 = 
wW. — Mmez, _ 210000 150 cm3. 


Din tabele se alege profilul laminat I 18 cu W, ,p = 161 cm’. "Verificarea 
secțiunii alese 


dj ta, ee e = 1 304,35 daN/em? < ca= 1 400 daN/cm?. 
Wye 161 


SkN 10kN [SkN 


5 a . 


Fig. 8.69. 
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Aplicația 8.18. O grindă din beton precomprimat este așezată înainte de 
precomprimare pe două reazeme, conforni fig. 8.70, a. Să se verifice grinda 
trasîndu-se diagramele c în secţiunile de la mijlocul deschiderii și pe reazem. 

Pentru betonul simplu. rezistența admisibilă la întindere este ca; = 
= 14 daN/em? iar la compresiune Sae = 140 daN/em?. 

1) Determinarea poziţiei centrului de greutate 

SA ae 100 10-95 + 90-8 -45 


Ye æ 74,00 cm. 
BA, 100-10 + 90-8 


2) Determinarea momentului de inerție în raport cu axa de incovoiere, Iy 


«100-102 , 8-903 anA 
Js= aria + 100-10-21? + + 8-90.292 — 1 540 §53 cm*. 
Sine, 
Q 
=æ | 
5.00 1200 50% _j j 
meii mp 
i 
ka - 
a i 
0 
a 4.54 daN /cm* 40.5 daN zan 
SA 
2} 
a Mz=27.50kNm Mz=62,5kN-m 
Ei 
ir 
A 13,2daN/cm: 30 daN em 
t d 
Fig. 8.70. 


3) Verificarea secţiunii din mijlocul deschiderii (moment încovoietor 
maxim pozitiv), (fig. 8.70, c) 


M 275 000 
£ 74 -= 13,20 da 2 e í 2 
ney T= s10 883 74 3,20 daN/em? < da; = 14,0 daN/em 


oai, 275 000 _ og 
e 7, > 140 853 


4,64 daN/om? < Cae = 140 daN/em2. 
4) Verificarea secțiunii de pe reazem (moment încovoietor maxim nega- 
iv), (fig. 8.70, d) 
A, 625 000 
LI a EEN 
1 1 540 853 


74 = 30 daN fem? < Cae = 140 daNjem? 


M, i 623 000 
F Aii 1 540 853 


26 = 10,5 daN/cm? < ca = 14,00 daN/cm? 
Deşi momentul incovoietor din secțiunea ce la mijlocul grinzii este mai 
mic, secțiunea periculoasă este cea corespunzătoare acestui moment, întrucit 


efortul unitar normal de întindere este aproape de rezistența admisibilă- 


351 


$23 


p 
CEEE 3Pb 200 «10 
P: S 


Pb 800x 10 2 


2L50x 80 = 10 


Fig. 8.71. 


Aplicația 8.19. Să se determine intensitatea forței uniform distribuită 
maximă cu care se poale încărca grinda din fig. 8. 71, a, care are secți- 
unea transversală compusă din platbande și corniere solidarizate cu ni- 
turi (fig. 8.71, b). Să se stabilească distanţele față de reazeme la care se pot 
întrerupe două dintre platbandele ce alcătuiesc tălpile grinzii. Rezistența 
admisibilă a oţelului se consideră o, = 1 400 daN/em?. 

1) Determinarea momentului încovoietor maxim efectiv 


M, = PE a PE = 18 p [EN m]. 


2) Determinarea încărcării capabile din condiția 
M mares = Mao, ude Mao = Win's ar We = L retl U mar 
La determinarea momentului de inerție net se vor scădea numai momen- 


tele de inerție ale găurilor niturilor de cap, întrucît se consideră că: al se așază 
toate cele şase nituri în aceeași secțiune transversală 


Im =2| az + 20:3-41,5?) + 487,5 + 15,1.37,662) + 


180%. L 335 440 cmi 


I = 4 (2E + 283-4412) = 61 910, mt 
Ie met = Ieor — Iz si = 273 530 cmi 


Wa pem eL 278550 L 6 361 cm. 


M,a = Wanei0a = 6 361-1 400 = 3 905 400 daN -cm — 890,54 kN-m- 
890,54 = 18'p.—> Peas = 49,47 kN/m. 
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3) Determinarea. distanțelor de întrerupere a platbandelor 
— Secțiunea cu două platbande ($,) 


20-23 


2 p 20-241? e) ++ 4(87,5 + 15,1-37,662) -+ 


Ia, net = 263 187 — 45 291 — 217 896 cm4 


á 217 896 E 
Wane = 5 — = 5188 cm? 


My ean = Wa, wet Ga = 5 188-1 400 = 7 263 200 daN -cm = 726,32 kN-m. 


Într-o secțiune situată la distanța x de reazemul din stînga al grinzii, 
momentul încovoietor are expresia 


M, = Z a — PE = 296.827 — 24,735 at, 


Secţiunea cu tălpile alcătuite din două platbande se poate utiliza pînă 
la distanţa qt, la care momentul capabil al secțiunii este egal cu momentul 
îneovoietor efectiv 


Ma, = Ala cap sau 296,82 2 — 24,7352? — 726,32. 
Rezolv înd ecuaţia se obţin valorile 
aa = 3142 m şi a = 8,58 m. 


— Secțiunea cu o singură platbandă (S,) 


2 [ 20-10. oi -40,5) + 4(87,5 + 15,137,682) + 


Ia, ITa 12 


= 194 294 cm! 


1 -802 
2 


Pur [+ Zi 23:2-40?) = 29 446 cmt 


T, net = 194 294 — 29 446 — 164 848 cmt 


164 848 
Wainot = a ~ 4 020,7 cm? 


v 


M, eap = 4 020,7 -1 400 = 5 628 956 daN-cm = 562,89 kN-m 
Ma, = M capi 296,820 — 24,7351? — 562,89. 
Rezolvind ecuația se obțin valorile 
zi = 2,36 m ; zi = 9,64 m. 


Comparativ cu diagrama de momente încovoietoare efectivă, diagrama 
Map Și secțiunile transversale corespunzătoare sînt prezentate în fig. 8.7t, a. 
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8.6. SOLICITAREA DE TORSIUNE 


Secţiunea transversală a unui element 
de construcţie tip bară este solicitată la 


torsiune (răsucire) dacă în centrul de greutate 
al secțiunii torsorul de reducere al forțelor 
exterioare este reprezentat numai de un Etort 
vector moment după axa barei (fig. 8.72). M=-2P-a Yİ Moment de râsucire 


an ai > își j z~- 2 P. 
Întrucît ipoteza geometrică cu carac- CUPl exterior My == 2Pra 
ter general admisă în cazul solicitării de Fig. 8.73. 


torsiune este aceea a nedeformabilităţii 

secțiunii transversale, rezultă că pot fi rezolvate prin mijloacele Rezistenței 

materialelor numai cazurile barelor drepte cu secțiune circulară sau inelară. 
Solicitarea de tarsiune este un fenomen predominant în cazul arberilor 

de transmisie, a osiilar. resoartelor ete. În practică, solicitarea de torsiune 

este însoțită de alte solicitări și in special de incovoiere. Îutrucit cele duuă 

solicitări produc efecte diferite, pot fi studiate separat (fig. 8.73). 


8.6.1. RELAȚIA DINTRE EFORTURILE UNITARE 
ȘI EFORTUL SECȚIONAL 


Tipul şi modul de distribuţie al eforturilor unitare care apar pe o sectiune 
transversală solicitată la torsiune se stabilesc pe cale experimentală, anali- 
zînd modul în care se detormează o bară dreaptă cu secțiune circulară, ac- 
ționată de un moment de torsiune constant pe 
lungimea barei. 

Studiul geometrie. Pe suprafaţa exterioară 
a barei analizate se trasează un caroiaj format 
dintr-o serie de repere longitudinale echidistante 
după direcția generatoarelor, care marchează fi- 
brele longitudinale ale barei, și o scrie de repere 
transversale (cercuri directoare) care marchează 
conturul exterior al secțiunilor transversale ale 
barei (fig. 8.74, a). Sub acțiunea momentelor de 
torsiune bara se deformează (fig. 8.74, b). 

După deformare se constată că axa barei 
rămîne dreaptă, distanțele dintre repere rămin 
nemodificate iar cercurile directoare au forma și 
diametrul iniţial. Aceste observaţii permit să 
se tragă concluzia că cel puțin pe contur sec- 


0907090909707 
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ţiunile plane inainte Qe deformare rămîn plane și după deformare. De 
asemenea, se constată că generatoarele de pe suprafaţa laterală se strimbă 
devenind arce de elice (v. fig. 8.74, b), un dreptunghi dE pe suprafaţa laterală 
se deformează fără modilicarea lungimilor laturilor, devenind un parălelo- 
gram. 

Defarmarea burei in interiorul său este dificil de studiat. de aceea se ad- 
mite ipoteza că și în interior se menține acelaşi mod de deformare cu cel inre- 
gistrat pe suprafața literală a barei. Rezultă că sectiunile transversale se ro- 
tesc una față alta ca şi cum ar îi rigide, razele unei secțiuni transversale 
rămîn drepte și se rolesc cu același unghi cu care se rotește întreaga secțiune. 


a 


Fig. 8.75. 


Dovă sectiuni transversale situate la distanța de (fig. 8.75, a) se rolese 
relativ cu unghiul dẹ = pa — ọ; Ìnlrucit distanțele dintre secțiuni nu se 
modifică după deformare, rezultă că nu apar deformații specifice longitudinale 
{ez = 0) şi în consecinţă nici eforturi unitare (oz = 0). Datorită rolirii rela- 
tive a celor două secțiuni, suprafața elementară abed iși modifică forma 
cu unghiul de lunecare y. În consecinţă, în planul secţiunii transversale se 
dezvoltă eforturi unitare tangenţiale =, ale căror direcţii sînt tangente la 
cercurile parcurse de elementele de suprafaţă în timpul rotirii secțiunii 
(fig. 8.75, b} 

Rotirea relativă dọ a două sectiuni situate la distanța da se numeşte 
rotire elementară, iar rotirea relativă a două secțiuni situate la distanţă uni- 
tară poartă numele de rotire spe- 
cifică de torsiune, 8, şi are di- 
mensiunea 1/L 


o=. (8.189) 


Deoarece razele unei secţi- 
uni transversale rămin drepte și 
se rotesc cu aceeași cantitate cu 
care se roteşte secțiunea, pe baza 
fig. 8.75 rezultă lungimea arcului 


CC; 


CC = Răg. (8-190) 


Rotirea elementată fiind mică, arcul CC, poate fi asimilat cu o dreaptă 


și din triunghiul C,CaCs rezultă 


Li 
Ra tgy sy (8.191) 
dı i 
sau 
_ RO =y. (8.192) 


Concluziile obținute la periferia secțiunii se extind pentru intreaga su- 
prafață. astfel că pentru un element de arie a-l situat la distanla r de cen- 
trul secțiunii se poate scrie 

TU = y (8.193) 


ccea ce reprezinlă sinteza studiului geometric al torsiunii barelor cu secțiune 
circulară. 

Studiul statie. Pe o supa elementară situată la distanța r de centrul 
secțiunii se dezvoltă o forţă elementară zdA care laţă de punctul O produce 
un moment elementar (fig. 8.77, a): 


AM, = (cdA)r. A (8.194) 
Avînd în vedere relaţiile de echivalență statică, rezultă că momentul de 


torsiune M, reprezintă rezultanta momentelor elementelor dif, 


Mi = f 4M, = f rrd. (8-195) 


Relaţia (8.195) conține o nedeterminare şi auume legea de variaţie a 
eforturilor unitare = pe secțiunea transversală. 


Fig. 8.7. 


Studiul fizic. Întrucît fenomenul are loc în zona de proporționalitate a 
comportării materialului, este valabilă legea lui Hooke, deci: 


z = Gy = Grð. (8-196) 


Întrucit G şi 6 sînt constante, rezultă că efortul unitar variază în sec- 
ţiunea transversală proporţiânal cu distanța de la centrul secțiunii la punctul 
considerat (fig. 8.77, b). _ 

Întroducind relația (8.196) în (8.195) rezultă 


M, = GOf,etad. i (8.197) : 


Dar h = j rřdA reprezintă momentul de inerție polar al secțiunii. 
Deci 
M, 


M, = GOL sau 6 = . 
Gr 


(8.198) 
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„Din relaţiile (8.198) şi (8.196) se obține expresia efortului unitar tan-, 
gențial 
A 
oa Ma (8.199) 
Jy 
Relaţia (8.199) arată că distribuția lui + în lungul unei raze din secțiu- 
nea transversală este liniară, cu valoare zero în centrul secțiunii şi maximă 
pe conturul acesteia (v. fig. 8.77, b) 


M M 
Tir e Teati LR + (8.200) 
Ta ETA 
unde W, = I/R este modulul de rezistență polar. 
Pentru secțiuni circulare 
D TD A 
h=; W= 8.201 
o 32 (i 16 (i ) 
iar pentru secțiuni inelare 
kal rD? d 
Il, = (D! — 05; W = {1 8.202 
o=] )i Wo 16 D (8.202) 
D fiind diametrul exterior, iar d — diametrul interior. 


8.6.2. ASPECTE DE CALCUL 


Verificarea. Verificarea constă în compararea efortului unitar tangenţial 
maxim cu rezistența admisibilă +, 


Tes mas = DE S Ta: (8.203) 


Dimensionarea. Dimensionarea constă în determinarea caracteristicilor 
geometrice ale unei secțiuni astfel incit Tmar < Ta- Dimensiunile secțiunii se 
aleg pe baza modulului de rezistență polar necesar 


Wonee = =. a (8.204) 
Pentru secțiuni circulare, diametrul necesar poale fi explicitat 


3 ș 3 7 p 
Das = V 16 Wo see V loM. (8-205) 
E RTa 


În cazul sectiunilor inelare, intervin doi parametri (D și d) astfel că pen- 
tru rezolvarea problemei, pe criterii economice, se alege raportul D/d. În 


acest caz rezultă 
Dia ZE 16M, (8.206) 
Fall — di Di) 
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Capacitatea portantă. Capacitatea portantă a unei secţiuni constă în sta- 
bilirea momentului de torsiune maxim care poate solicita secțiunea 


Moas Wyr (8-207) 
8.6.3. DEFORMAŢIA BARELOR DREPTE CU SECŢIUNE CIRCULARA 
SOLICITATE LA TORSIUNE 


Prin deformare, secțiunile transversale ale unci bare solicilale la un mo- 
ment de torsiune constant se rotesc una faţă de cealaltă. Interesează rotirea 
relativă a două secțiuni situate la distanţă finită lup (fig. 8.78, a) dacă bara 
are secțiune constantă și este solicitată de un moment de torsiune Me. 


M A Me cu 102 1 
AS Die i Ra EEE 
IC Ai sa ip E clau 
(TUE ITETIEESĂTI TITI red ITF © 
b 


Mt Mta Mtg 
a i AS : 
Fig. 8.78. 


Din expresia rotirii de torsiune specifică rezultă 


0 lea Mi deci de = Aaa, ; (8.208) 
dz GI In i 


Prin integrare, rezultă rotirea relativă între două secţiuni situate la dis- 
tanță finită 


i A o. i 
pas =], Fr az. „(8.209 


Întrucît A, = const și Gl, = const pe distanţa dintre cele. două sec- 
iuni 
“M: 
=— 1 . ` i aie 3.210 
Qag Gh AB (8 ) 
unde Gl, poartă numele de rigiditate la torsiune. 

Dacă o bară dreaptă este alcătuită din mai multe tronsoane cu secțiuni 
circulare de raze diferite, iar momentul de torsiune variază de la tronson la 
tronson (fig. 8.78, b), rotirea relativă a secţiunilor de la capetele barei se ob- 
ţine însumiînd rotirile relative calculate pe fiecare tronson în parte 


Mah Mala Mola 
ọ EE E Lg Psi. 1008) 8.211 
AD aR T OBET ten Gla F Gla + Glas ( ) 


358 


3.6.4. TORSIUNEA BARELOR CU SECȚIUNE DREPTUNGHIULARĂ 
ȘI A BARELOR CU PEREȚI SUBȚIRI CU PROFIL DESCHIS 


În cazul barelor cu secțiune diferită de cea circulară, ca efect al solicitării 
de :torsiune apar deplasări normale pe secțiunea transversală care deplanează 
secțiunea. Se admite că bara este solicitată la torsiune liberă dacă are secțiune 
constantă, momentul de torsiune M, este constant pe toată lungimea barei 
şi nu are legături care să împiedice deformarea barei. in aceste condiții de- 
pla nările sînt aceleași în toate secțiunile transversale ale barei, fibrele longi- 
imdinale ale barci nu mai rămîn drepte după deformare, dar nu își modifică lun- 
gimea de la o secțiune la alta. Deci deformația specifică longitudinală e, =0 şi în 
consecință oz = 0. În secțiunea transversală a barelor solicitate la torsiune libe- 
ră se dezvoltă numai eforturi unitare ta ngențiale qzy și 22. Determinarea distri- 
buţiei acestora în secțiunea transversală este dificilă prin procedeele Rezistenței 
materialelor și, în consecinţă, în continuare se dau numai cîteva indicații 
intuitive asupra formei acestor distribuții. 

Pe suprafața laterală a unei bare cu secțiune dreptunghiulară se dese- 
nează o reţea rectangulară de repere longitudinale și transversale (fig. 3,79). 
Bara solicitată la torsiune liberă se deformează, fapt ce se marchează prin 
modificarea formei reţelei. Se constată că dreptunghiprile de lîngă muchiile 
barci rămîn tot dreptunghiuri (lunecarea y = 0), în timp ce dreptunghiurile 
de la mijlocul feţelor laterale devin paralelograme cu oblicitate maximă 
(lunecarea Ymar) Pe baza legii lui Hooke, = = GY, rezultă că în secțiunea 
transversală, pe conturul acesteia. se dezvoltă eforturi unitare tangențiate 
= paralele cu conturul secțiunii (fig. 8.80, a). . 

Valoarea maximă a lui z pe contur are loc la mijlocul laturilor mari ale 
secțiunii. În interiorul secțiunii se poate admite o distribuție a eforturilor 
~ de forma celei prezentate în figura 8.80, a. 

Dacă se notează cu h latura mare a secțiunii şi cu b latura mică, pen- 
ru calculul practic se pot utiliza relaţiile : 


— momentul de inerție la torsiune 


Ie = abh; (8.212) 
— modulul de rezistență la torsiune ; 
W, = abh; - (8.213) 


Fig. 8.79. Fig. 8.80. 
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> > 
Tmaa la mijlocul laturii mari 


mar =; 8.214 
mos = E 6.2110 

— Zu la mijlocul laturii mici 
Dune idea 3.515 
Tu = eR (8.215) 

— torsiunea specifică 

Se (8.216 
GI: (8.216) 


Coetficienţii «, B, a, depind de raportul A/b al laturilor secțiunii dreptun- 
ghiulare şi sînt daţi în tabelul 8.4. 


Tabelul 8.4 


Coeficienţi pentru calculul secţiunii dreptunghiulare la torsiune 


1,00 | 1,50 | 1,75 3,00 | 4,00 } 6,00 


8,00 


10,00 | 90 


a | 0,208 | 0,231 0,282 | 0,299 | 0,307 | 0,313 | 0,333 


B [0,208 | 0,270 [0,290 | 0,309 | 0,333 


0,379 | 0,402 | o,414 | 0,422 | 0,443 


d, | 0,141 | 0,196 | 0,214 | 0,229 | 0,219 


0,313 | 0,333 


0,307 


Din tabel se constată că pentru secțiuni dreptunghiulare înguste la care 
h/b > 10 se poate admite « = «xı = 1/3 şi 


W= bth; Lb. = BAD 

Pentru o secțiune cu pereţi subțiri de tipul celor prezentate în fig. 8.80, b. 
cu profil deschis, se aplică ipoteza că la torsiune liberă sectiunile Aransversale 
nu se deformează în planul lor, deci toate elementele secţiunii au aceeași 
rotire specifică 6. Secţiunea transversală se descompune în elemente drept- 
unghiulare subțiri biħ, balto.. ., Onia. Momentul de torsiune M, se descom- 
pune în componentele Ms Mae...» Ma, care revin fiecărui dreptunghi ele- 
mentar. Exprimâînd condiţia ca rotirea specitică-să fie aceeași pentru fiecare 
dreptunghi, rezultă 


` Mua M, M 
9 e zt ... eaid 
GI, Gla i, (8-218) 
de unde : 
Mat + Mut. tM, M, 
8 at 2t at A 
Ga + Ia +e- + In) GL (8.219) 
în care: 
= P "n 12 
si aie Ai y Acea (8.220) 
t 
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- Caracteristica I, reprezintă momentul de inerție la torsiune al secțiunii 
transversale totale. i 
Efortul unitar tangenţial maxim se dezvoltă la mijlocul dreptunghiului 
elementar cn bu Și are expresia 


Tmar 


M, i 
= bmav (8.221) 

l; 

Pentru profile laminate, momentul de inerție la torsiune se afectează 
cu un coeficient supraunitar, q, introdus pe bază experimentală, pentru a 
ține seama de sporul de rigiditate datorită racordărilor profilului 


js 


tm 


n 
Sith: (8.222) 
1 


Sint recomandate următoarele valori pentru acest coeficient: pentru 
corniere, 4 = 1.00; pentru profil U și F, n =41,10; pentru prolil 1, 
n = 1,25. 

Aplicația 8.20. Să se dimensioneze tija unei chei de strins tirtoane dacă 
asupra ei se acționează cu un cuplu. de stringere (fig. 8.81). De asemenea, 
să se determine rotirea relativă a secţiunilor de la capetele tijei. Rezistenţa 
admisibilă la torsiune este tẹ = 900 daN/em?, iar modulul de elasticitate 
transversal G = 810 000 daN/em?. 


Momentul de torsiune este dat de tOcm 
A 2SdaN 
momentul cuplului ; Pad 7 


M, = 25-40 = 1 000 daN -cm Shaan © 
E 
îi -y = Rae <x 2 Ah 
ao > zra V 314-900 z Bmox = 873,36 daN/cm: 
= 1,782 cm. Fig. 8.81. 


Se alege D = 18 mm. 
Verificarea secțiunii alese 


E 4 -1,83 
Wo 7” n 3141,81 = 1,145 cm? 
16 16 


= Au — 1490. — 873,36 daN/cm? < ta == 900 daN/cm2. 


Tej mar > = 
Wo 1,145 


Rotirea relativă a sectiunilor de capăt ale tijei 


Mil zD tdi 
Gh? ho 32 : 
o 


1,0306 cmâ 


Pre 


1 000 -80 
Pe = ————— = 0,0958 rad. 
810 000 - 1,0306 


Aplicația 8.2]. Să se verifice bara cu secţiune tubulară din fig. 8.82, « 
şi să se determine rotirea capătului barei (Ta = 700  daN/cm?; 


G = 810 000 daNjem?). 
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j 
1000 daN.ca | 


Fig. 8.82, 
Sectiunea periculoasă este cea r ătoar i 
ani 7 P -l Ste cer corespunzătoare momentului de torsiune 
Ms mng 9000 
r SR = = A dai /em2 pă ~- A 
er maz EN oem 610,6 daN;/em? < za = 700 da jem? 
i z D? ë 3 ilag? a ai 
m= a Bilah 3.3 Pit 
16 2: To! 1 zi) = 14,05 em 


„Tei a 3,14 2 
h ao di) = re (1.64 — 3.30) = 32,31 cm4 
Rotirea secțiunii de eipât se obţine 


PA A rin sumarea rotirilor ca 
Tiecare tronson în parte } area rolirilor calculate pe 


PAIR inu udă n Anda 4 Alea e Al 
P1 > Die T Pas T Dag = — E p E a erai 
cu Gh Gl GT, 
pia 
Cea N EEE EE AE, „35 e SE 
21 = roop azr (9000-55 = 1000-40 + 4000-50) = —0,00971 rad. 


Aplicația 8.22. Să se determi ări ] 
22. Si ine mărimea for ' a ) ici 
bara tubulară din lig. 8.83 (<a = 900 it ai ălă i ici nai 


E 


95mm 


Mamentul de torsiune efectiv constant pe lungimea barei este 
M, ep = Pd = 0,3 P(&N m]. 
Momentul 'de torsiune capabil 
Mi sap = Wata = 102,95-900 = 92 655 daN-cm = 9,263 kN-m 
314.95 fa 25% 
16 Í 9,54 


W 


) 102,95 cm. 
Valoarea maximă a forţelor P se determină din condiția 
Mi as = Mi cap; 9,265 = 0,3 P; Prap = 30,88 kN. 
262 


9. Solicitări compuse 


Sub denumirea convenţională de solicitări compuse se vor înțelege atit 
solicitările în care, pe baza suprapunerii liniare a electelor, se analizează dis- 
tribuţiile eforturilor unitare c siu = din dilerite combinaţii de solicitări sim- 
pie, cit și solicitările care conduc în dilerite puncte din secțiunea transversală 
la existența concomitentă a eforturilor unitare o şi =. 


9.1. SOLICITAREA DE ÎNCOVOIERE OBLICĂ 


Sectiunea transversală a unui element de construciie este solicitată la 
îucovoiere oblică dacă in centrul de greutate al sceținnii. torsorul de reducere 
al forțelor exterioare este reprezentat de un vector moment încovoietor a 
cărui direcție nu coincide cu una din axele de inerție principale ale secțiunii 
(fig. 9.0). 

Întrucit vectorul moment încovoietor M; 
poate ii descompus in donă componente rapor- 
tate la axele de inerție principale ale secțiunii 
transversale, solicitarea de încavoiere oblică este 
o solicitare compusă din punctul de vedere al 
clasificării adoptate în cap. 8. 

Situaţiile de încărcare care conduc la solicita- 
rea de incovoiere oblică sint: 

1) Un sistem de forţe exterioare situat 
într-un plan care conţine axa barci Ox dar nu 
coincide cu unul din planurile principale de inerție Fig. 9.1. 

(fig. 9.2, a). În acest caz, vectorul moment inco- 
voietor M, este perpendicular pe planul. forțelor, iar direcția sa este diferită 
de cea a axelor de inerție principale, Oy sau 02. Momentul încovoietor M, 
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poate fi descompus în componentele M, și M, după axele de inerție centrale: 
şi principale ale secțiunii 


M, = M; sine; M, = M; cos ọ. f (9.1) 


2) Două sisteme de forţe cuprinse în planurile principale de inerție 
(fig. 9.2, b). Din încărcările situate în planul rOy se obţine momentul înco-— 
voietor W, iar din cele situate în planul +02 se obține componenta AM,- 
Cele donă componente pot îi compuse obținindu-se vectorul moment Af; 


M: =S M F AR. (9.2) 


În ambele cazuri de încărcare secțiunea transversală este solicitată 
în același mod — cîte un vector încovoietor pe fiecare din cele două axe 
principale de inerție (37, și M). 


9.1. RELAȚIA DINTRE EFORTURILE UNITARE 
ȘI EFORTURILE SECȚIONALE 


Relaţia dintre elortul secţional Af; şi eforturile unitare conţine doi ter- 
meni : unul dintre ei reprezintă solicitarea secțiunii la incovoiere pură produsă 
de M, iar celălalt solicitarea secțiunii la îucovoiere pură produsă de M,- 
În consecinţă, pe secțiunea transversală se vor dezvolta numai eforturi unitare 


normale c, iar variaţia acestora poate fi analizată prin suprapunerea în orice: ` 


punct a efectelor parțiale 
Or = Gh + ot. (9.3) 
Pentru un punct k din secțiunea transversală (fig. 9.3, a) conform for- 
mulei lui Navier se obține 


aM ye My Ms, i 
Uri Opera (9.4). 


unde semnele eforturilor unitare au fost stabilite pe baza diagramelor de 
eforturi unitare op. 


Suprapunind efectele parţiale 


M: i 
Sa) = Sa Ve — Zr (9.5) 


Fig. 93, 
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- şi tego > tg 9, iar dacă axa Oy este axă 


Este recomandabil ca pentru stabilirea efortului unitar o, într-un punct 
de pe secţiunea transversală, eforturile secțiofiale (M, şi M,) şi coordonatele 
punctului (7 şi z) să se introducă în valori absolute, iar semnele termenilor 
se iau din diagramele o corespunzătoare. Astfel, expresia efortului unitar 
6, poate fi scrisă sub forma generală 


M, 


z. (9.6) 


y 


Ftorturile unitare ó, maxime se obțin în punctele îu care cele două efecte 
au valorile absolute cele mai mari și sînt de același semn (fig. 9.3, b) 


l `, M, | 
OZ mas = Gai) Yo += En (9.7) 
1, 1, 
= M: 
Gz maz = Ori = 7 Ye (9.8) 


9.1.2. AXA NEUTRĂ 


Axa neutră este locul geometric al punctelor de pe secțiunea transversală 
pentru care e, =0 deci etorturile unitare normale co, = 0. În convenția 
de semn din fig. 9.4 se consideră un punct de coordonate (7, 2) aparținind 
axei neutre, deci c, =0 


a, M, 
= — y ——: =Q. 9.9 
a irma lar 0 (9.9) 


Relaţia (9.0) reprezintă ecuaţia unei drepte care trece prin originea sis- 
temului de axe, deei axa neutră trece prin centrul de greutate al secțiunii 
transversale. Notînd cu z unghiul dintre axa neutră şi axa principală de 
maxim 0, se obține 


de (9.10) 


Dar M,/M, = te ọ, unde e este unghiul dintre M, și axa principală de 
maxim 0, deci: 


is «= tgp. ZE. (9.11) 
27 
Relaţia (9.11) arată că în cazul gene- SA B 


Tal I; # Jp axa neutră nu coincide cu 
vectorul moment incovoietor. Dacă axa 02 
este axă principală de maxim, 1, > I, 


Mz z 


Axa principeiă 
de maxim 


principală de maxim, 7,> F, şi tg ata o. 


Rezultă că axa neutră se găseşte în El j pd 
acelaşi cadran cu vectorul moment înco- È N 
voietor M, şi are o poziție intre suportul a $ 
vectorului M, și axa centrală principală ă 

de minim. ii A să Fig. 9.4. 
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RR Punctele cele mai depărtate de 
da, axa neutră, obținute prin tangente 
`i . la conturul secțiunii paralele cu 


axa neutră, sint puncte în care s. 
are valuri maxime (fig. 9.5). 


Ma 2 

Axa principală 
de maxim 
9.1.3. ASPECTE DE CALCUL 


Verilicarea. Verificarea presu- 
pune stabilirea secțiunii transversale 
pentru care combinația de momente 
încovoietoare M şi M, este cea mai 

Fig. 9.5. deľavorabilă, trasarea diagramei s- 

faţă de axa neutră, calculul va- 

lorii Ga maz Şi compararea cu Sa Calculul valorii Gs mas Se face lie folosind 

suprapunerea efectelor cu ajutorul diagramelor o, față de axele principale 

de inerție, fie diagrama c, față de axa neutră. Pentru secțiuni Ja care axele 
principale sînt și axe de simetrie, relațiile de verificare sînt 


+ r = DM 5 r 
Gef maz = Gai! Tef mar = — > S Gae (9.12) 


Dimensionarea. Constă în alegerea dimeusiunilor unei secțiuni de formă 
dată, astfel ca efortul unitar normal a, în punctul cel mai solicitat de pe sec- 
țiune să nu depășească valoarea rezistenței admisibile. Problema are rezol- 
vare directă numai pentru secțiuni cu Torme geometrice particulare și cu un 
raport mediu cunoscut între modulele de rezist :nţă principale. Relația de 
dimensionare în acest caz este 


(9.13) 


unde necunoscute sint màumile W, şi W, Dacă se cunoaște anticipat ra- 
portul k = W,/W,, relația de dimensionare devine 


1 = Ga (9.14) 

W, l 

de unde: i 
Wa use (9.15) 


După dimensionare este obligatorie verificarea secțiunii alese întrucit 
valoarea lui k. utilizată a lost o valoare medie informativă. Formula (9.15) 
este aplicabilă numai cind secţiunea se poate înscrie într-un dreptunghi iar 
colțurile acestuia aparțin efectiv secțiunii. 

La secţiunile dreptunghiulare raportul k poate fi ales de la început pe 
baza raportului k/b al laturilor. Informativ, pentru secţiuni din oţel laminat 
tip U, kma = 4,2...7,5, iar pentru secțiuni tip I, kme = 7,3...9,4. 

În cazul sectiunilor cu forme arbitrare la care raportul, k nu este cu- 
noscut, problema dimensionării se rezolvă prin alegeri succesive de secțiuni 
şi verificarea acestora pină la indeplinirea condiţiei 
(9.16) 


-5 
Omar & Gar 
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-. Capacitatea portantă. Constă în stabilirea valorii momentului încovoietor 
capabil M; pe o direcție dată, peniru o secţiune cu dimensiuni şi caracteristici: 
de material cunoscute. Condiţia ce determinare a lui M; cap este ca în punctul 
cel mai solicitat de pe secțiune Gmaz = aa. Pentru secțiuni de formă particu- 
lară la care se cunoaște poziția în secțiune a punctului cel mai solicitat se 
poate stabili o formulă de calcul (secțiuni inscriptibile într-un dreptunghi). 

Astfel, pe baza relaţiei (9.13) şi a expresiilor componentelor 


M, = A; sin 9 şi M, = M; cos o (9.17). 
se pate scrie 
A : + 
M coso , sing 2 (9. 
i E ETA Ga (9.18) 


de unde: 


(9.19). 


4 
W, Wy 


Aplicația 9.1. Să se verifice grinda simplu rezemată din fig. 9.6, a con- 
fecţionată din oțel laminat profil 140. Rezistenţa admisibilă la încovoiere 


se consideră c, = f 500 daN’cm?. 


200 300m | 300m > 


Y |] i AETA 
x A er Ëy 
UL 
"45.00 
c 
„308.22 
Fig. 96. A 
398.22 
tz) 
2% 


Diagramâle de momente îricovoietoare produse de cele două sisteme de 
forţe exterioare independente, ce acționează în cele două plane principale 
de inerție sînt prezentate în fig. 9.6, c şi d. 

Secțiunea periculoasă se va găsi între secțiunile S, (M, mar = 45,0 KN -m, 
M, = 75 kN-m) şi S, (M, = 22,5 kN-m, My mas = 18,75 kN-m). Se va 
analiza pe rînd situația fiecărei secțiuni. 
1) Secţiunea S, (Mz mar = 45,0 kN-m ; M, = 7,5 kNm). 
Pe baza diagramelor c, din componentele M, și M, rezultă că punctele 


cele mai solicitate sint b, respectiv d (fig. 9.6, e). A 
i M o M, 45-10: 7530 
+ sa 2. X f 
G = G = 
isi Ma pa Pe apa 1450149 
= 811,57 daNj/em? < ca = L 500 daNiem?. 3 


Poziţia axei neutre faţă de axa Oz esle 


A M, 75 on i 
iga =tgọ— unde tgo IE 0,167; p 9097744, 
i, M, 45 i 
29210 = Ag Editia 
Lg z 0,167 4,197; a 76%35'51%. 
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Diagrama c, faţă de axa neutră este prezentată în fig. 9.6, e. 
2) Secţiunea S (M, = 22,50 kN-m, My mar = 18,75 kN-m). 
Ìntrucit componentele M, şi My au același semn cu cele din secțiunea Su 
rezultă că punctele cele mai solicitate sînt tot b şi d 
225-104 18475104 


a E 
Cmar = Omar = at 


ET era 1 412,5 daN/em: < o, = 1500 daNjem?. 
Sectiunea S, este secțiune periculoasă întrucit în această secțiune com- 
binația M. M, conduce la cel mai mare efort unitar g, 
Aplienţia 5.2. Să se dimensioneze pana de acoperiș notată cu G în 
lig. 9,7. a. Pana este contecționată din lemn de brad, cu secțiune de formă 
dreptunghiulară (fig. 9.7, b) ṣi rezistență admisibilă o, = 100 daN/cm?. 


„2 kNira 


Între două ferme pana se consideră simplu rezemată, încărcată cu o forță 
uniform distribuită gravitaţională. Diagrama de momente încovoietoare este 
prezentată în fig. 9.7, d. Secţiunea periculoasă este cea corespunzătoare 
momentului încovoietor maxim M; = 3,06 kN-m. i | 

Deoarece planul forţelor nu conţine nici una din axele principale de inerție 
ale secțiunii transversale, vectorul moment încovoietor va fi descompus 
în componente după axele principale (fig. 9.7, c) 


M nas = 2 = 25% = 3,06 KN-m 


Maa mar = Mi mas COS p = 3,08 -cos 25° = 2,77 kN-m 
My maz = Mi mar Sin ọ = 3,06 -sin 25° = 1,29 kNm. 


Penlru secțiuni dreptunghiulare k = W,/W, = h/b. Alegind raportul 
laturilor h/b = 1.5 rezultă k = 1,5. 
M, + kM 277-10 4-1,5 -1,29101 
Sa ~ io 


wW 470,5 cm3. 


2 nes 


` Se alege secțiunea cu dimensiunile h =- 16 cm și b = 1} em cu 


. bl? 1110 


77:10 1,2910 
469,33 322,67 


= 100 da N/em?. 


= 99,00 daN/em?< s, = 


Aplicația 9.3. Un stilp confecționat din două profile laminate tip U26 
este solicitat de două sisteme de forțe (fig. 9.8, a). Să se determine valoarea 
forţei concentrate P care poate acţiona asupra stilpului după direcția 
axei Oy. Rezistenţa admisibilă este o, = 1400 daN/em?. 

Diagramele de momente încovoietoare datorate încărcării distribuite 
și respectiv încărcării concentrate sînt prezentate în fig. 9.8, b. Secțiunea 
periculoasă este cea corespunzătoare încastrării deoarece atit M, cît şi Mz 
au valori maxime 


M, = 20 kN-m; M, = 4P kN-m. 


Încărcarea concentrată P se va determina din condiţia ca în puntul 
cel mai solicitat din secțiunea periculoasă Omar = Ga. Pe baza diagramelor 
de eforturi unitare c, (fig. 9.8, c) rezultă că punctul b, respectiv d sînt cele 
mai solicitate, Deci: 


+ 
Gmar = Omar = 


M, M, 
wW, wW, 


24 — Mecanica construcțiilor — cd. 39 369 


Fig. 9.8. 


Din tabele pentru profilul U26 rezultă Z. = 4 820 cm, Ip = 317 cm, 
A = 48,3 cm?, deci caracteristicile geometrice ale secțiunii totale sînt : 


I, = 2I, = 2-4 820 = 9 640 cmt 


I, = XI y + A-6,643) = 2(317 + 48,3-6,642) — 4 393 cm , 
Iy 


$i 9 64: S = a F 
W, = -+ = RA ai 741,54 cm; Wy= =543,67 cms. 
à Ymaz 13,0 Imoz 
Din relația “a 


4P-102 20-10 — 1 400 i 
741,54 543,67 
se determină valoarea încărcării P = 1 913 daN = 19,13 kN. 
Cu valoarea P obţinută, momentul încovoietor M, este 
M: = 19,13+4 = 76,52 kNm. 


Pentru stabilirea poziției axei neutre se determină unghiul pe care acesta 
îl face cu axa de maxim Oz 


tga =tgọ L 0,261 sen 0,514; a = 27013137" 
M, 20 
tep == z ; g = 14°38'51”. 
so == = 061; o = 14885 


Diagrama o față de axa neutră în secțiunea periculoasă este prezentată 
în fig. 9.8, c. 
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"92. SOLICITAREA DE ÎNCOVOIERE CU FORȚA AXIALA 


Secţiunea transversală a unui element de construcţie este solicitată la 
încovoiere cu iorță axială, dacă torsorul de reducere al forțelor exterioare 
este reprezentat lie de o forță axială și un vector moment încovoietor în cen- 
trul de greutate al secţiunii (fig. 9.9, a), fie de o forță normală pe secțiunea 
transversală şi excentrică față de centrul de greutate al acesteia (fig. 9.9, b)- 


Fig. 9.9. 


Pe baza relaţiilor de echivalență statică se poate trece de la o situație 
la cealaltă a aceleiași tip de solicitare: ` 

a) acțiunea simultană a eforturilor N, M,, M, este echivalentă cu ac- 
țiunea unei forțe N paralelă cu axa barei și excentrică față de centrul de 
greutate al secțiunii transversale cu excentricitățile 


M, M, 
ea Me, ea M, 9.20 
pm; e, (020) 


b) forța normală N, excentrică faţă de centrul de greutate al secţiunii, 
se poate reduce față de acest punct la o forță axială N şi două momente 
încovoietoare ; 

M: = Ney; My = — Ne, (9.21) 


În fig. 9.10 sint prezentate cîteva exemple de elemente de construcție 
care sînt solicitate la încovoiere cu forță axială. 


9 OEI a 


b c 


d > a 
Fig. 9.10. 
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9.2.1. RELAȚIA DINTRE EFORTURILE UNITARE ȘI. EFORTURILE SECŢIONALE 


“Ținînd seama că atit efortul axial N cit şi momentul încovoietor M; 
produc eforturi unitare de aceeași natură și direcție, expresia efortului unitar 
normal într-un punet de pe secțiunea transversală se obține adunind algebric 
efectele produse de fiecare efort sectional în parte 

— aN M, M, 
Sr 5 Sza T Su, E Oni (9.22) 
dar etoitul unitar normal în punctul & produs de fiecare eforl secţional con- 
siderat pozitiv (fig. 9.11) este j 


. N AZ 
X -o PR E 
Ga) a? Tah T TE Sai Yi (9.23) 


Suprapunind efectele rezultă 


N M, 
Ce r 


Pa (9.24) 


Este recomandabil ca pentru stabilirea expresiei efortului unitar os 
Într-un punct al secțiunii transversale, eforturile secfionale (N, Mp Ma) 
și coordonatele punctului (y şi 2) să se introducă în valoare absolută; iar 
semnele termenilor se iau din diagramele c, corespunzătoare (fig. 9.11). 


(9.25) 


Dacă se ţine seama de relaţiile 
a z2 A 
l = AR; l= AÑ. AARE (9.26) 
unde iz şi iy sînt raze de inerție (giraţie), se înlocuiesc para metrii solicitării N, 


M, M, cu parametrii echivalenți N, e, ez și ţinind seama de relaţiile (9.21), 
expresia efortului unitar 6, Într-un punct k se poate scrie sub forma 


oase. (+1 + de a s} 
A i j 


Efortul unitar c, maxim 
se obține iu panctul în care 
cele trei efecte au valorile 
absoluţe cele mai mari și sînt 
de același semn. Pentru cazul 
secțiunii diu fig. 9.11, 6, ma- 
xim se obţine în punctul d 


N M M 
O mar ™ O: + z + = 
A i wW, 
Vig. 9.11. r (9.29) 


[că 
Ea] 
5 


9.22. AXA NEUTRĂ 


Se consideră un punct al axei neutre de coordonate y şi z Din condiţia 
Gs = 0 ìn puuctul considerat se obține ecuația axei neutre. Pentru N #0 
în relația (9.27) rezultă 


yE bt: (9.30) 


Din relația (9.30) rezultă că ecuația axei neulre este o dreaptă care nu 
trece prin originea sistemului de axe (centrul de greulate al secțiunii), iar 
poziția ei nu depinde de sensul forţei axiale. Tăieturile axei neutre pe axele Oz 
şi Oy (Ñg. 9.12. a) sint: ` 


Va =0; za (9.31) 


(9.32) 


Zn =0;  Yn= 


Din relațiile (9.31) şi (9.32) rezultă că axa neutră intersectează axele 
centrale și principale de inerție în cadranul opus aceluia in'care se găseşte 
forţa normală excentrică N. 


Fig, 9.12. 


Punctele cele mai solicitate din secțiune sînt cele mai depărtate de axa 
neutră, obţinute prin tangente la conturul secțiunii transversale paralele cu 
axa nâutră (lig. 9.12, d). 

Proprietăţi ale axei neuire. Proprietăţile axei neutre sint următoarele : 

a) poziţia axei neutre nu depinde de mărimea forţei normale excen- 
trice N, ci numai de poziţia punctului de aplicaţie al acesteia şi de caracle- 
risticile geometrice ale secţiunii transversale ; 

b) dacă punctul de aplicaţie al forței normale excentrice N se deplasează 
pe o dreaptă ce trece prin centrul de greutate al secțiunii (fig. 9.13, 4), axa 
neutră se deplasează paralel cu ea însăși și anume, cînd punctul de aplicație 
se apropie de centrul de greutate, axa neulră se depărtează de acesta. 

c) dacă punctul de aplicaţie al forței normale excentrice N se deplasează 
pe o dreaptă oarecare (fig. 9.13, b), axa neutră se roteşte în jurul unui punct 
fix C, care este punctul de aplicaţie al forţei normale N pentru dreapta P,Pa 
considerată ca axă neutră. 
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Fig. 9.13. 


9.2.3. ASPECTE DE CALCUL 


Verificarea. Verificarea constă în determinarea efortului unitar normal 
maxim şi compararea acestuia cu rezistența admisibilă, În cazul secțiunilor 
dreptunghiulare sau care pot fi înscrise într-un dreptunghi ale cărui colțuri 
aparțin secțiunii, punctele cele mai solicitate coincid cu colţurile dreptu nghiului. 
Pentru acest tip de secţiune relația de verificare este 

Oef maz = E + a -F A S Gia 19.33) 
A Wy W $ 

Dimensionarea. Constă în alegerea formei ẹṣ: àamensiunilor secțiunii 
t ansversale astfel ca efortul unitar normal o, în punctul cel.mai solicitat 
de pe secțiune să nu depășească valoarea rezistenței admisibile, Avînd în 
vedere numărul mare de parametri care interviu, în practică se preferă să 
se efectueze o antedimensionare a secțiunii care se îmbunălățește succesiv 
pînă se respectă condiția de verificare. 

Capacitatea portantă. Constă în stabilirea unor componente ale sistemului 
de forțe exterioare, din condiţia ca în punctul cel mai solicitat al unei sec- 
țiuni date și caracteristici de material cunoscute, efortul unitar normal maxim 
să fie egal cu rezistența admisibilă. 


9.2.4. SIMBURELE CENTRAL AL UNEI SECȚIUNI 


Solicitarea de: încovoiere cu forță axială conduce la deplasarea axei neutre 
funcție de poziția forței normale excentrice N. Rezultă că diagrama cfortu- 
rilor unitare normale poate prezenta diferite forme după cum axa neutră 


taie secțiunea transversală (fig. 9.14, q), este tangentă la aceasta (fig. 9.14, b) 
sau nu intersectează secțiunea (fig. 9.14, c). Fiecărei poziţii a axei neutre îi 
corespunde un punct de aplicaţie al forţei normale excentrice N. 

Poziţia axei neutre are o importanţă deosebită pentru materialele care 
se comportă diferit la solicitarea de întindere și compresiune (beton simplu, 
piatră, zidărie de cărămidă, pămînt etc.). La astfel de materiale este de dorit 
ca întreaga secțiune transversală să fie solicitată la compresiune. În aceste 
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Dg H 
Fig. 9.14. 


condiţii se pune problema determinării poziţiilor punctului de aplicație al 
forţei normale excentrice N, astfel ca pe secțiunea transversală eforturile 
unitare 6, să nu își schimbe semnul. 

Ìn zona centrului de grentate al secțiunii transversale există un domeniu, 
numit simbure central al secţiunii, care se bucură de proprietatea că dacă 
forța normală excentrică are punctul de aplicaţie în interiorul domeniului, 
eforturile unitare normale sint de acelaşi semn pe întreaga secţiune (semnul 
lui N). Conturul simburelui central sc determină ducind axe neutre tangente 
la secţiune, care nu o intersectează, și determinind pentru fiecare axă poziția 
forței excentrice corespunzătoare. Simburele central are o formă convexă 
deoarece totalitatea tangentelor care nu taie secțiunea închid un contur 
convex chiar dacă secțiunea are intrinduri. 

Cunoscînd poziţia axei neutre (tăieturile), se pot stabili coordonatele 
punctului de aplicație a forței excentrice 


(9.34) 


Punctul de coordonate (ez, e,) trebuie astfel amplasat tacit să fie opus 
axei neutre considerate in raport cu centrul de greutate ul secțiunii trans- 
versale. . i 

În exemplul din fig. 9.15, O este centrul de greutate iar Oz și Oy sînt 
axele de inerție principale şi centrale ale secțiunii transversale. 

Pentru axa neutră ANI tangentă la 
secțiune cu tăieturile z4; și Yg, corespunde 
punctul 7 de aplicaţie al forţei normale N, 
de coordonate e4, = — 2/2 €y = — iile 
în cadranul opus tăieturilor. Similar, pentru 
axa neutră AN2 tangentă la secțiune co- 
respunde punctul de aplicaţie al forţei N 
notat 2. Conform proprietăților axei neutre, 
cînd aceasta se roteşte in jurul punctului 
fix C, din poziţia ANI în poziţia AN2,- 
punctul de aplicaţie al forței normale N se 
deplasează pe dreapta 7—2. În continuare 
se determină punctele 3 şi 4 corespunză- 
toare axelor neutre AN3 şi AN4 com- 
pletîndu-se conturul simburelui central cu 


- A | 375. 


Jaturile 2—3 și 3— 4. Între punetele 4 si 7 contur) simburelui central 
este curb, diferite puncte de pe curbă obţinindu-se ducind axe neutre tan- 
gente la conturul curb al secțitinii, între poziţiile AN4 şi ANI. 

În fig. 9.16 sînt prezentate contururile simburelui central pentru citeva 
secțiuni cu forme geometrice simple. 


h6 h/6 


b/12 b/12 
hy 


Fig. 9.16. 


9.2.5. ZONA ACTIVĂ = 


În practita curentă a construcțiilor se întîlnesc situaţii cind în secțiunea 
de contact dintre dovă materiale nu poate fi asigurată preluarea eforturilor 
unitare normale de întindere. În această categorie întră supralața de rezemare 
a fundațiilor pe teren. În alte situații, cum este cazul masivelor de beton simplu, 
zidărie, piatră naturală etc., rezistența la întindere este aşa de redusă, incit 
în practică este neglijată. 

În situaţiile arătate mai inainte se urmăreşte ca forța normală excen- 
trică de 'compresiune să acţioneze în interiorul simburelui centrul al secțiunii 
transversale, caz în care pe secțiune se dezvoltă numai eforturi unitare nor- 
male de compresiune. Dacă forta normală excentrică nu este în interiorul 
simburelui central, dar rămîne in, interiorul conturului secțiunii,.axa neutră 
taie secţiuvea și o parle a acesteia ar trebui să fie solicitată la întindere, ceca 
ce este incompatibil cu proprietatea materialului de a nu rezista la intindere. 
Zona din secţiune care ar fi solicitată la întindere rămîne inactivă, iar echi- 
valența statică în sectiunea transversală trebuie să se realizeze între forța 
normală excentrică N şi eforturile unitare o, ce acționează pe o zonă din 
secţiune, numită zonă activă. Linia care separă zona activă de zona inactivă 
sc numeşte axă ncutră și este deplasată față de situaţia cind materialul ar 
fi capabil să reziste la întindere. ca urmare a redistribuitii eforturilor unitare 
normale pe secțiunea transversală. , 

Problema determinării zonei active este dificilă în cazul secțiunilor nesi- 
metrice sau în cazul cînd forţa normală excentrică N nu acționează pe o 
axă de simetrie a secţiunii. De aceea, în continuare se vot analiza două cazuri 


particulare : secțiune de formă dreptunghiulară și secțiune cu o axă de sime- 


trie, iar forța normală excentrică N acţionează pe axa de simetrie. 

Secţiune de formă "dreptunghiulară. Uzual, secţiunile de şezemare a 
blocurilor de fundaţie au formă dreptunghiulară. În cazul zidurilor de sprijin, 
analiza se efectuează pe tronsoane semnificative pentru care caracteristicile 
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geometrice ale zidului ac sprijin și caracte- 
risticile mecanice ale terenului de fundare 
sint aceleaşi. În mod obișnuit, cilculele se 
clectuează pentru o luugimne de 1.00 m a 
zidului de sprijin. 

„Sistemul de forțe exterioare care acţio- 
nează zidul de sprijin sint greutatea proprie G 
şi împingerea pămîntului E (fig. 9.17). Vorsorul 
de reducere al acestui sistem de forţe în cen- 
trul de greutate al secțiunii tălpii lundaţiei 
poale fi reprezental de o forță normală N, o 
forlă tangenţială A și un momen! M. Întrucit 
componenta H nu produce eforturi unitare 
normale, în analiză se va considera numai Fig. 917. 

acțiunea lui N și M asupra secțiunii. Acţiunea i 

forței normale N şi a momentului M este echivalentă“cu acțiunea forţei 
normale excentrice cu excentricitatea (fig. 9.18) i d 


= (9.35) 


Dacă lorța normală excentrică se găseşte în interidrul simburelui cen- 
tral (e < h/6) al secțiunii tălpii fundației (fig. 9.18, b), axa neutră nu taie 
secțiunea, eforturile unitare normale au același semn pe întreaga secțiune. 

Dacă forța normală excentrică este în afara simburelui central al sec= 
Hunii (R/2 > e > h/6), axa neutră taje secțiunea și întrucit între talpa lun 
daliei și teren nu pol exista elorturi unitare de intindere, diagrama o se 
modifică (fig. 9.18, c). Rezullanla diagramei d trebuie să echilibreze forta 
normală excentrică N. Pentru aceasta, trebuje ca cele două forle să aibă ace- 
laşi suport iar mărimea rezultantei R să lie egală cu mărimea forței N 
(fig. 9.19). 

, Din prima condiţie rezultă că diagrama o acţionează numai pe o zonă 
din secţiunea tălpii fundatiei, şi anume pe înălţimea ltu = 3c în care 


h 
c=> e (9.36) 


deci zona aclivă are o arie 1, = 3be. 


Fig.9.18. 
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Fig. 9.19. 


Din a doua condiţie se obține valoarea efortului unitar normal maxim 


N=R:; R= = -3te C mas (9.37) 
sau 
2N 2N 
Ina a m EE, (9.38) 


Secţiune cu o axă de simetrie. Se consideră cazul unei secțiuni cu o axă de 
“simetrie (fig, 9.20), iar forța normală excentrică se aplică pe axa de simetrie 
în afara simburelui central al secţiunii. 

Considerind distribuţia eforturilor unitare o liniară faţă de axă neutră, 
efortul “unitar într-un punct situat la distanţa y de axa neutră are expresia 


c= P Cmar (9.39) 
Introducînd această expresie în relațiile de echivalență 
N= Jas dA; Na = G dA)y (9.40) 
'rezultă 
2 yda = N; 2e f p dA = Na. (9.41) 
la da ~ la Jda ) 
Se notează : E 


Sa = Duda — momaalul static al zonei active faţă de axa neutră; 
În = În? dA — momentul de inerție al zonei active fată de axa neutră. 
Cu aceste notații, relaţiile (9.41) se scriu 


Sez S, = N; e Ip = Na. (9.42) 
Pa ha 
Eliminind pe oma din relaţiile 
(9.42) se obține poziţia axei neutre 


a = Inf Sr (9.43) 


Pentru o secțiune oarecare, deter- 
minarea lui a și deci a lui he rezultă 
prin încercări. Se alege o poziție a 
axei neutre şi se verifică dacă este 
îndeplinită relația (9.43). Se modifică 
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poziţia axei nəùtre pină cînd această relație este îndeplinită. După preci- 
zarea poziţiei axei neutre sa determină Cmar din relaţia (9.42). i 


s l ; 

Omaz = The (9.44) 

Aplicația 9.4. Să se verifice stilpul din fig. 9.21 confecţionat din oţel 

laminat 140. Să se traseze în secţiunea periculoasă diagrama c, faţă de axa 
amcutră. Rezistenţa admisibilă se consideră o, = 1 400 daN/em?. 


lgo 
pn kM 
$ AEs E SaN a | sia 
root i EEPE PER 
= i 
d 2) hi 


Aane? 2 EA A 


1z=29210 m"; j 1.0KN.m | 
e j LOkH-m | 360KNm 
W.=1050că', i h © fx (09) Pi 
ly = 1160 cm* (n 
Wy 149 cm? ae 
Fig. 9.21. a; Fig. 9.22. 


Diagramele de cforturi produse de acțiunea independentă a fiecărei în- 
căreări sint prezentate în fig. 9.22. Secţiunea periculoasă este secțiunea 
de încastrare unde forța axială A şi momentele încovoietoare M, și M, 
sînt maxime. Punctul cel mai solicitat din secţiunea periculoasă este c 
(fig. 9.23). 

N M, M: 400-102 11-10, 36-10: 


+ e $ y pes para EA 
Gif maz = Cy = — +H A E S t 


A Wy W, 118 149 1460 
339 


= 1 323,8 daN/cm? < o, = 1 400 daNjem?. 


Fig. 9.23. 
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_ În vederea stabilirii poziţiei axei neutre be determină excentricitățile ` 
forței normale N i 


Ar 11.00 zeg M. 36,00 
e =r a DI 20 0,0275 m; ep E n 0,0 m. 
N 400 N 400 


Tăieturile axe: neutre cu sislemul de axe de inerție principal și central 
sint : 


iz $13 2ER 
0; la Z = —3.56 em 
> 


27.38 cm. 


a ai 
i Yi e 9,00 


Diagramele a, diu efectele parţiale sint prezentate în fig. 9.23, a, iar 
pozilia axei neutre şi diagrama c, în raport cu aceasta în fig. 9.23, b. 

Aplicația 9.5. Să se dimensioneze grinda din lig. 9.24, a. conlecționată. 
din lemn de brad cu secţiunea de formă dreptunghiulară (A/b = 1,5). Re- 
zistenla admisibilă este o, = 100 daN/cm?. 

Diagramele de eforturi datorate încărcării exterioare sînt prezentate 
în fig. 9.24, a. Secliunea periculoasă este secţiunea de la mijlocul grinzii. 
la Stînga punctului de aplicaţie al forței concentrate. Dimensionarea se va 
face în această secțiune unde diagramele de eforturi unitare sînt cele pre- 
zentate in fig, 9.24, b. 


O az TER SI i 
Dar N =18 kN; M, = 30 kNm; 4 = hb = 1,5 b; W= IE au p3 
6 8 


Deci: 
30-10: 


= 100 'sau b — 12b — 8000 = 9. 


Soluţia ecualiei este Due = 20,2 em. 
Din considerente coustruclive se alege b = 20 cm şi A = 31 cm. 
Verificarea secliunii alese conduce la 


N M, 18-107 30-10: Jae 
073 maz J- -Z ? -}Ł 96,55 daN/em? < c, = 
Ac Wep 620 3203,33 
= 100 daN/jem? 
ai) te 20-31? PEE 
Aer = 31:20 = 620 cm; W, = —— = 320333 enë. 


2kNI 30kN 
Z în kN 


“ 
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Diagrama c, față de axa neutră în secțiunea periculoasă este prezentată 
în fig. 9.24, b. > 

Aplicația 9.6. Grinda simplu rezemată de deschidere ! şi secțiune de formă 
dreptunghiulară bh este încărcată cu o forţă uniform distribuită și este pre- 
tensionată cu un cablu reetiliniu așezat la limita inferioară a simburelui cen- 
tral al seclinnii (Dg. 9.25). Să se determine forja de precomprimare P astfel 
ea in secţiunea de la mijlocul griuzii să nu apară eforturi unitare de întindere. 


2 
9,153 
i: r bh 
CEA P G g 
K Bo ph 
2 elp? P 
bh 8 bh bh 
a b 


Fig. 9.25. 


În secțiunea de la mijlocul deschiderii încărcarea distribuită produce 
un momenl încovoielor 
pE 
8 


Ma = 


iar forţa P de precomprimare, o forţă axială şi un moinent $acovoietor 


N P; Ma pP- 


deci în centrul de greutate al secțiunii rezultă solicitările 


pE p. h 


N P şi M, = i 
Tea 


A Din condiția de anulare a efortului unitar normal la fibra inferioară a 
secțiunii rezultă valoarea forței de precomprimare 


: N P 6 pt Ph 
Gy =— 4 = 0 sau t — ilie Q 
A bh bl? & 6 


asa PE 
Price = 0,375 2. 
h 
Diagramele de eforturi unitare produse de acțiunile separate ale efor- 


turilor secționale sînt prezentate în fig. 9.25, b. 
Pentru valoarea stabilită a iorţei de precomprimare. efortul unitar nor- 


mal la fibra superioară are valoarea (v. fig. 9.25, b) 
B 0.375pi?  0,375p2 oa rÈ 
“mec, pie bhè bhe 


G, 


Aplicația 9.7. Să se traseze sîmburele central pentru secţiunea T din 
fig. 9.26. 

1) Caracteristici geometrice ale secţiunii transversale 
PENA 100-10-95 + 90 -8-45 
XA, 100-10 + 90-8 


74,0 cn 


Ye 
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[A = 100-10 + 90-8 = 1 720 cm? 


1, = 1210 108 1100-10-22 + 8:90 


LI 


+ 90-u-292 = 1,541-10% emt 


140) 1003 90-83 


j a -106 cm4 
i Fr +- 3 0,337-105 cm. 
5 2) Raze de inerție (de giraţie) în 
raport cu axele de inerție principale 
şi centrale. 
3 LA 15411 Š 
o iz — Je IBILI — 896,00 em? ; 
23 A 1 720 
E: „837 -10° 
i =-= Dear a 486,60 cm2. 
A 1 720 
3) Axe neutre trangente la con- 
turul secţiunii: 


— axa neutră ANI (punctul 7) 


Fig. 9.26. 


Za = %; fag = 
Im = — 26,0 cm; epy = — = nn =34,5 cm; 
Bi ai 
— axa neu®ăň AN2 (punctul 2) 
j2 
Zaa = 50,0 cm; ep = — 2 = 206 — 9,73 cra 
“AR 
Yaz = % ; ey = 0; 
— axa neutră FANS (punctul 3) 
zag = 41,8 cm exp = — aan = —11,64 cm 
Ypy = 88 cm; ey =- = — 10,95 cm; 
— axa neutră AN4 (punctul 4), 
Za = ©; Cu =0 
Ua = 74,0 cm; ey =— Di = —12,10 cm. 


Poziţionind coordonatele punctelor de aplicație ale forței normale excen- 
trice și ţinînd seama de proprietăţile axei neutre se poate trasa conturul 
poligonal 1—2—3—4. Întrucît secţiunea este simetrică în raport cu axa Oy, 
punctele 2 și 3' sînt simetrice față de această axă cu punctele 2 și respec- 
tiv 3. Poziţionînd şi aceste puncte, se poate închide conturul sîmburelui 
central. 

Aplicația 9.8. Culeea unui pod are secţiunea transversală prezentată în 
fig. 9.27. Pentru un metru liniar suprastructura podului transmite o reac- 
țiune care are componentele V = 350 kN şi H = 30 kN. Să se traseze dia- 
grama o pe rostul fundaţie-teren. 

Calculele se efectuează pentru o lungime a culeii de 1,00 m. Forţele care 
acţionează asupra rostului elevaţieteren sînt: greutatea proprie a elemen- 
telor culeii, reacţiunile suprastructurii și împingerea pămîntului. 
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1) Evaluarea încărcărilor (fig. 9.28, a) 
G, = Viy = 1,50+5,40:1,00:22 = 178,2 kN 


Gz = Vy = +4,50 -0,60 -1,00 -22 = 29,7 KN 
G, = Vay = 1,50-3,00-1,00-22 = 99 kN 

E, = 10-6,90 = 69 kN 

2-40 -6,90 = 138,0 kN. 


w 
A; 
l 


2) Reducerea încărcărilor exterioare în cen- 
trul de greutate al secțiunii rostului fundaţie-teren 
gig. 9.28, b) 

a EAN 1782 + 

7 -+ 99 = 656,90 kN 


e Fundatie 
M = A + 69:3,45 + 138,0:2,30 + - P =22kN/m? 
-+ 29,7-0,50 — 178,2-0,65 — 350:0,65 = P 
= 433,97 kN- m. 
E , p N = 656,9kN 


ma sa 
h6 h/6=0,50 


Ea 
E ig ri- 
i 6 z pă e (3) 
G3 al ge 
max c 

o 1,50 | 1.50 
ZZZ: b 
l h30 | +3 | 

= i 
Fig. 9.28. 


Efectele forţei axiale și a momentului încovoietor sînt echivalente cu 
efectul unei forţe normale excentrice (fig. 9.28, c) situată la distanța e faţă 
de centrul de greutate a secțiunii: 


/ 433,97 A 
pa ML aaa = 0,66 m; 
N 656,90 
Întrucît e > h/6 şi e < h/2, forţa normală excentrică este în afara sîm- 
burelui central, deci efortul unitar Omar se calculează luînd în considerare 


secțiunea activă Pa 
E 0,66 = 0,84 m 


2 


= 2X 260550 — 591,35 kN/m? 
3be 3 -1,0 -0,84 


A 00 — 0,50 m 
6 6 


[3] 
e 
= 
a 
© 


Gmaz 
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93. SOLICITAREA DE ÎNCOVOIERE CU FORȚĂ TĂIETOARE 


Secțiunea transversală a unui element de construcție este solicitată la 
încovoicre eu forţă tăietoare, dacă torsorul de reducere al forțelor exterioare 
este reprezentat de un vector moment încovoietor și un vector forţă tăie- 
toare (M, şi T, sau M, şi T,) în centrul de greutate al secţiunii (fig. 9.29. a, b). 


Fig. 9.29, 


Efectele fiecărui efort secţional asupra sectiunii transversale pot fi stu- 
diate independent, urmînd a suprapune intr-un punct efectele după legi 
specifice. Întrucît efectul momentulni încovoietor a fost studiat în paragraful 
8.5, în cele ce urmează se va analiza distribuția eforturilor unitare tangen- 
tiale = produse de forța tăietoare 7, (sau T',) acționind simultan cu momentul 
încavoietor M, (sau My): 

Solicitarea de încovoiere cu forță tăietoare este o solicitare predominantă 
in cazul elementelor de construcţie din alcătuirea structurilor de rezistență 
de tip griudă sau cadru (fig. 9.30). i 


Fig. 9.30). 


9.3.1, EFORTURI UNITARE PE SECŢIUNEA TRANSVERSALĂ. 
DUALITATEA EFORTURILOR UNITARE TANGENȚIALE 


„___O grindă simplu rezemată încărcată cu un sistem de forţe exterioare 
situat în planul principal de inerție al axei Oy, are secțiunile transversale 
solicitate la momentul incovoietor M, și forța tăietoare T} Într-un punct 
al secţiunii transversale, eforturile secţionale M, şi T, produc eforturile uni- 
țare c, șir. Pentru început se cousideră că efortul unitar + are aceeași di- 
recţie şi sens cu forța tăietoare 7,, fiind notat Tay- În acest caz, un volum 
elementar în jurul unni punct situat în planul sectiunii transversale (fig. 9.31, 4) 
este acționat de eforturi unitare numai pe feţele ale căror normale sint pa- 
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Fig. 931. 


ralele cu axele Ox și Oy (fig. 9.31, b). Conform relaţiilor de echivalență între 
eforturile sectionale M, și 7, și eforturile unitare cz şi Typ pe fața a cărei 
normală este paralelă cu axa Ox acţionează efortul unitar normal o, și efortul 
unitar tangenţial +2, (fig. 9.31, b). Pentru ca elementul de volum să fie în 
echilibru trebuie ca și pe celelalte feţe ale sale să acționeze eforturi unitare 
ca în fig. 9.31, b. i : 

Întrucit toate componentele eforturilor unitare sînt situate într-un plan 
{planul z0y), pentru exprimarea echilibrului ctementului de volum se utili- 
zează sistemul de forțe elementare plan (fig. 9.31, c), obținut prin multipli- 
carea eforturilor unitare cu ariile corespunzătoare. 

Ecuațiile de proiecţii pe direcțiile normalelor Ox şi Oy fiind satisfăcute, 
din ecuaţia de momente în raport cu centrul elementului se obține 


Arey dude) SE — (o da dz) = (9.45) 


şi după simplificarea cu produsul dz dy dz 
Tau = Tuse (9.46) 


Relaţia (9.46) constituie principiul dualității eforturilor unitare tangen- 
tiale. Conform acestui principiu: pe două suprafeţe ortogonale eforturile 
unitare tangenţiale perpendiculare pe muchia comună sint egale și converg 
spre această muchie sau diverg de la aceasta. 


9.3.2. DISTRIBUŢIA EFORTURILOR UNITARE TANGENȚIALE 
PE SECŢIUNEA TRANSVERSALĂ 


Pentru stabilirea modului de variaţie a eforturilor unitare tangențiale 
pe secţiunea transversală se adoptă următoarele ipoteze : 

a) grinda este dreaptă cu secţiunea transversală constantă în lungul ei; 

b) secțiunea transversală are o axă de simetrie (axa după care este 
dirijată forța tăietoare) ; 

c) grinda nu este încărcată pe suprafața laterală cu forțe paralele cu 
axa sa; 

d) pentru distribuţia efortului unitar normal o, pe secțiunea transver- 
sală este valabilă formula lui Navier. 

Direcția efortului unitar tangențial + nu poate fi precizată decit în 
puncte cu poziţii particulare în cadrul secţiunii. Dacă se consideră în secțiunea 
transversală a unei grinzi un element de arie lingă conturul secțiunii, efortul 
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unitar tangenţial 7 ce acţionează pe acest element are direcţie oarecare 
şi poate fi descompus în componentele: =, tangentă la conturul secţiunii în 
punctul considerat și ~p, normală pe £ în planul secțiùnii în același punct 
(fig. 9.32, a) 

Z= ri p tÀ (8.47) 
unde î şi îi sînt versorii axelor considerate, 

În baza principiului dualității eforturilor unitare tangenţiale. efortului 
unitar T, din planul secţiunii ar trebui Să-i corespundă +, pe supratața late- 
rală a grinzii. Deoarece prin ipoteza de încărcare nu există acţiuni exterioare 
pe suprafața laterală a grinzii în direcția axei, rezultă că =, = 0 și 7 = zi. 
deci în punctele de pe conturul secţiunii transversale, efortul unitar tangen- 
țial + este întotdeauna orientat după tangenta la contur în punctul consi- 
derat (fig. 9.32, b). 


Fig. 932, 


Într-un punct din interiorul secţiunii transversale, efortul unitar tangen- 
ţial poate avea o direcție arbitrară și va fi analizat prin componentele para- 
lele cu axele principale de inerție Tsy şi “az (Y. fig. 9.32, b). 

Relaţia dintre efortul seeționa! 7, şi etorturile unitare. Pentru stabilirea 
unei relații între forța tăietoare T, și componentele =, şi Tz; ale efortului 
unitar + se dispune numai de relaţiile de echivalență (v. fig. 9.29, a) 


jazz dA = Te (9.48) 
faae: dă =0 f (9.49) 
foy dA = Ma (9.50) 


Relaţia (9.50) a fost utilizată la stabilirea legăturii dintre c, și M: 
(v. $ 8.5). Relaţiile de echivalență (9.48) şi (9.49) nu sint suficiente pentru 
precizarea unei legături între forţa tăietoare T, şi eforturile unitare 22, Și Tez- 
Problema poate îi rezolvată numai dacă se introduc ipoteze privind distri- 


buţia eforturilor unitare 7 pe secţiunea transversală. Ipotezele de lucru intro- ~ 


duse în continuare sînt aplicabile numai secţiunilor transversale care admit 
ca axă de simetrie suportul forţei tăietoare, 

Distribuţiile componentelor efortului unitar tangenţial vor rezulta pe 
baza -următoarelor considerente (fig. 9.33): 

— forța tăietoare T, acţionează pe axa de simetrie Oy; 

— pe o linie AB din secțiunea transversală, perpendiculară pe axa Oy, 
în punctele de pe contur A și B, = are aceeași valoare, datorită simetriei, iar 
direcţia este tangentă la conturul secţiunii în A respectiv B. Cele două tan- 
„ gente se întilnese pe axa Oy în punctul D; 
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Fig. 9.33. 


— într-un punet arbitrar P pe linia AB direcţia lui Tpu este canore as 
dar avind în vedere că direcția lui 7 de pe axa Oy trece şi ea prin punc A 
se poate admite (mai ales în cazul sectiunilor cu läpimea mici) ce zp a 
directia PD. Descompunind Tp în componentele Tay Și Tez ȘI pala seama EA 
Taz = zey tg p rezultă că, avind cunoscută distribuția componente! Try 
stabileste direct cea a componentei Taz; A _ 

2, pe linia AB (fig. 9.33, b) componenta 72, are o variaţie e va ua 
dar simetrică fâţă de axa Oy (nu schimbă de semn pe intervalzul An): pen s 
secțiuni cu lățimea redusă se poate admite ca distribuţia reală a mi Fry 
se înlocuiască cu o distribuţie medie pe lățimea AB=b 


-B ` 95 
| az păzi zyme Lă ( 51) 
Pentru simplificarea notării în continuare Trymea VA fi notat Try- 
În baza ipotezelor. enunțate mai inainte se poate scrie 
Taz) = Tay tB Pa ȘI Taz) = Tey 5 9 (9.52) 
sau i i 
LEA (9.53) 


Taz(p) > Taz) SIR 
Rezultă că ra, variază liniar pe dreapta AB, are valoare zero în dreptul 
axei Qy şi schimbă de semn pe intervalul AB (fig. 9.33, o): 7 ae 
Din examinarea echilibrului unui element. de grindă de tungime si 
separat prin secțiunile S, şi S, (fig. 9.34), rezultă că existenta sorm F si 
tare tangențiale vay Se justilică numai prin acţiunea simultană a elortur 
>) şi . 
secţionale T, și Me. a 
O secționare cu un plan longitudinal paral 
de acesta (fig. 9.34, b), va pune în evidenţă 
de legătură: 
X= fanol: Sa 
i țiunea = 
pe suprafața ABC din seci A . | k 
C % elementare (cz + 
X+4x= firre + do.) dA — rezultanta forțelor e e (Cz 


el cu planul Ozz la distanța y 
următoarele forțe elementare 


dA — rezultanta forțelor elementare os dA ce acţionează 


+ da.) dA ce actionează pe suprafața A'B'C din secțiunea S33; 
s) d- t 
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Fig. 9.34, 


AL = 7,ybde — rezultanta fortelor elementar: i 

j — Tezu i ţi © T+,dĂA ce acţionează 

pe suprafața ABB'A' din secţiunea longitudinală (conform dualității cu 
eforturile unitare +2, din secțiunea ABC). i 


Exprimînd LA AA pă : y : Yi x ; i 
a Pia erapr [ii secționate prin ecuaţii de protecție pe direcţia 
-X —dL +X 4+dX=0 (9.54) 
sau ; 
dă = dL 9.55 
în care: dL = 7,,bdr iar dX = fanoda A. an 
Pentru distribuţia lui 6, fiind admisă formulă lui Navier, rezultă 


— „Me iz aM, 
Tr = z”! deci do, = : (9.56) 
și 
ax=$ M gda = q dM. a Sa 
(ABC) Je d i, ao Ta EA Sano (9.57) 


unde Se tanc) DazosY dA reprezintă” momentul static al suprafeţei A BC din 
secțiunea transversală în raport cu axa Oz (axa neutră). 


Introducind relaţia (9.57) în (9.55) rezultă 


7 dM, M, 4 
Tryb de = Sz cauc) SAU Tey = AM: See (9.58) 
5 dz D, 
dar i 7 
dai, : 
Ca (9.50) 


deci rezultă expresi ir i toacă N 
i aa Ai presta componentei Try a efortului unitar tangențial cunos- 
enumirea de formula lui Juravski 


a Saare) 


7, 
zu or, 


(9.60) 


- se calculează 


În relația (9.60) :2, este efortul unitar. targential mediu pe lățimea b 
a secţiunii transversale; 7, — lorțazdăietoare din secțiune; S, cagc) — Mo- 
mentul static în raport cu axa neutră (axa Oz) al suprafeţei A BC din secţiune 
(suprafaţa care tinde- să- lunece); b — lăţimea secţiunii la nivelul y la care 
Try; d; — momentul.de inerție al întregii secţiuni în raport 
cu axa Oz (axa neutră). | a 

Se fac următoarele observații : 

1) Pentru exprimarea momentului static se poate utiliza fie aria ABC 
situată sub linia AB, lie ADB situată deasupra liniei AB. Deoarece axa 
neutră este axă centrală a întregii secțiuni se poate scrie 


Aacen = Aayo + Aapa Şi Sz (acao) = Satanei H Szean =0 (9.61) 


deci: 
M i | Sz asc) | = | Se ao! (9.62) 

2) În. formula lui Juravski T, şi T, fiind constante, 7, variază pe înăl- 
ţimea secțiunii cu raportul $,/b. Valoarea maximă pentru tsy se obţine la 
nivelul y pentru care raportul $,/b este maxim. În cazul secţiunilor cu 
b = const, valoarea maximă pentru Tsy se obține la nivelul axei neutre, unde 
S: = max. 

3) În cazul incovoierii pure, distribuţia lui o, este aceeași în toate sec- 
ţiunile grinzii, deci dX = 0, şi rezultă imediat 72, = 0. Fără o variaţie a 
momentului: incovoietor M, nu pot apărea eforturi unitare 7, pe secţiunea 
transversală. ; i 

Variația eforturilor unitare tangenţiale pe înălțimea secțiunii. Se -vor 
considera în continuare citeva secțiuni caracteristice. 

Secţiune dreptunghiulară (fig. 9.35, a). La nivelul y expresia efortului 
unitar 7,, este ; i $ 


T-S: ; 
ET (9.63) 
j d, , A 
unde: T,= const,. b= const, T, = ETE iar S, este momenţul statie 


al suprafeței hașurate în raport cu axa neutră 02 


i h tfh iri E: 
ia b ej, i 
E E a a aer), i 
Deci: d i i 
raž -e) A ÎN 
Fă 2 (4 ze PL3 Tl £j- Tofi i) 
zu bh aa la j 2 al ne 24 | m] 


(9.65) 
Rezultă că +., variază parabolic pe înălțimea scețiunii transversale. Pentru 
y = +h[2 rezultă +,, = 0, iar pentru y = 0 (axa neutră) 72, are valoare 
maximă 


T, 
Tey mas = L5. (9.66) 


Secţiune circulară (fig. 9.35, b). La nivelul y faţă de axa neutră 72, are Secţiune cu pereţi subțiri tip I (fig. 9.35, c, d). Pentru linia 7—/7 situată 


expresia (9.63) unde T: = const, b=2R sin a, IL, = FE iar S pe talpa secțiunii, efortul unitar 7, (normal pe conturul secțiunii) are variația 
sit d= z este momen- lică iori nule | lef le tălpii si valori miei. Di ‘ct 
tut static al s fetei h k i 4 parabolică cu valori nule la ambe! e fețe ale tălpii și valori mici. in punc 
supralefei hașurate ABC in raport cu axa neutră de vedere practic, se poate ăfirma că forța tăietoare nu se transmite prin 
Sz canci = fano, d3 (9.67) tălpile secțiunii. 

ds = (2Ed5)q; € = Rsin ọ; 4 = Rcosg; dp = Rsi Pentru o linie 3—3 prin inimă, în expresia lui 72, la nivelul a—a, mo- 
s P fe , j căii ai e Ss a) mentul static S, se referă la suprafaţa hașurată iar lățimea secţiunii este 
3: tanc) = 2 | Re En dn = 2 | age R? sin? q cos ọ dọ = —2 R? 7] = b =. Deci, pe intervalul dintre cele două tălpi, S, este variabil iar T}, b, I, 
2 S Ja 3 h constante, 77, variază parabolic, cu valori minime în punctele de intersecție 

= Te sin a(l — cos?a). (9.69) ale inimii cu tălpile şi valoare maximă în dreptul axei neutre 0z. 


Pentru o linie 2—2 prin talpa secțiunii „pentru tsy nu se mai poate con- 
sidera o valoare medie întrucît dacă pe tălpi el are valori nesemnificative, 
in dreptul inimii se constată o creștere apreciabilă a acestuia (fig. 9.35, c). 
De aceea, este mai aproape de realitate ca la evaluarea lui *,, pe tălpi să se 
considere drept lăţime b, grosimea inimii £ (prin care practic se transmite 
forţa tăietoare) și nu lățimea tălpii b,. Aceasta înseamnă că în diagrama lui 
Trzy Se poate uni A cu B în mod aproximativ printr-o dreaptă. Dacă Ja de- 
terminarea lui +., s-ar fi introdus lățimea tălpii ò, atunci apărea curba AB’ 
care pune în evidenţă un salt în diagrama de variaţie a lui tpp, ceea ce nu 
este corect. $ 

Întrucît efortul unitar tangențial = este în puncte de pe conturul sec- 
țiunii paralel cu acesta, rezultă că la profile cu pereţi subțiri + este practic 
paralel, cu conturul pe toată grosimea profilului, indiferent de direcția forței 
tăietoare. Deci, pe tălpile profilului trebuie determinat tz; paralel cu laturile 
tălpii şi constant pe grosimea acesteia (fig. 9.35, d). Procedînd analog ca la 
stabilirea expresiei lui 74, separînd un element de lungime dz și secțiune ABC 


Înlocuind în expresia lui S, case pe cos? æ cu PIR se obţine 
Tož testa a (i — ) 
- i R? 4. T, Í a 47 2 
T; ; IRI APE, IN 3 y 
cs 2R sin ax Ri 3 sa? 5) 3A ( R } (9.70) 


; Rezultă că 7z, variază pårabolié cu y. Pentru y = +R rezultă + 
iar pentru y = O (axa neutră) 77, are valoare maximă 


zy =0, 


$ 4 T: 
Tiy mar TT EE (9.71) 


MARANNAN. 
CĂ 


è Ă 
Cuy E ay se obține 3 
e LL, Stan Ta = Teme (9.72) 
ile 


unde S, (4ncy este momentul static al ariei ABC în raport cu axa neutră 02 
S: tanc) = (h2)d ai (9.73) 


şi rezultă 


RR T: i 7 
ta = zdz (9.74) 


deci 7, pe tălpile secțiunii are o variație liniară. 

Avînd în vedere că atit +,, pe inima secțiunii cit şi vaz pe tălpile acesteia 
sint paralele cu conturul, sensul lor rezultă funcţie de sensul forţei tăietoare T:s 
fluxul lui z trebuie să „curgă“ în sensul forţei tăietoare (fig. 9.35, d). 


9.3.3. GRINZI CU SECȚIUNE COMPUSĂ SOLICITATE 
LA ÎNCOVOIERE CU FORȚĂ TĂIETOARE 


Dimensionarea grinzilor cu deschidere mare sau încărcate cu forțe ex- 
terioare mari nu se poate întotdeauna realiza cu sortimentele de material 
disponibile. În acest caz, secţiunea transversală trebuie alcătuită din mai 
multe elemente, astfel ca modulul de rezistenţă al ansamblului secţiunii să fie 
cel puțin egal cu cel necesar. Astfel, se ajunge la secţiuni din lemn cu elemente 


Fig. 9.35. 
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suprapuse (fig. 9.36, a) sau la secțiuni 
metalice compuse din platbande și profile 
la minate (fig. 9.36, b). 

Dacă se analizează comportarea la 
încovoiere a unei grinzi alcătuite din 
două elemente suprapuse (fig. 9.37, a) se 
pot face următoarele observaţii : 

1) Dacă cele două grinzi suprapuse 
nu sint solidarizate între ele, în absența 
fcecărilor, deformația lor se produce inde- 
pendent, rezultind o deplasare relativă pe 
suprafața de contact, deplasăre vizibilă în secțiunile de capăt (fig. 9.37, b). 
Rotirile secţiunilor fiecărei grinzi componente se fac în jurul axelor neu- 
tre proprii, diagrama eforturilor unitare normale c, prezentindu-se ca in 
fig. 9.37, b. 


Fig. 9.36. 


P 
Grinzi nesolidurizate Grinzi solidarizate 


Fig. 9.37. 


Momentul capabil al ansamblului celor două grinzi este sima i momen- 
telor capabile ale fiecărei” grinzi. : 


2 
M; cap = 2Ma cop = 2W Ga Ga: (9.75) 


2) Dacă cele două grinzi suprapuse sint solidarizate astfel ca lunecarea 
dintre cele două grinzi să fie împiedicată, rotirile secțiunilor se produc în jurul 
axei neutre a secţiunii unitare. Diagrama eforturilor unitare normale o, se 
prezintă ca în fig. 9.37, c. Momentul capabil al secțiunii unitare este 


Mi cap = Warda = FET o, = 2 E a, =M; eap (9.76) 
3, . ă 

Capacitatea de încărcare a grinzii cu Secţiune compusă solidarizată este 
mai mare decît cea a grinzilor compuse nesolidarizate, 

Pentru ca elementele care alcătuiesc secțiunea compusă să lucreze 
unitar, trebuie să fie împiedicată lunecarea relativă care apare în pro- 
cesul deformării prin încovoiere. Forţa de Inecare care se dezvoltă în 
planele de separare a elementelor componente trebuie să fie preluată de 
mijloace de îmbinare pentru solidarizare (cleiuri, şuruburi, nituri, sudură etc.). 

9.3.3.1. Forţa de lunecare. Datorită dualității eforturilor unitare tangen- 
țiale, în planele longitudinale situate la distanța y de suprafaţa neutră se 


392 


Fig. 9.38. 


dezvoltă forţe de lunecare (fig. 9.38, a). Astfel, forţa de lunecare Z,_p care 
se dezvoltă în planul situat la distanța y faţă de axa neutră, între secţiunile 
S, şi Se (fig. 9.38, b) are expresia 


S S, S e Sr 
asa (zzubăz = | T.S: paz = fe T,dz. (9.77) 
s, PE A 


S, b 
Cunoscînd diagrama de forță tăietoare şi moment încovoietor pe interva- 
lul dintre secțiunile S, și Sa, rezultă că K T, dz este aria diagramei de forță 
tăietoare pe intrevalul S, — Sa 
KT: dr = 07, (9.78) 
sau , 
È Tdr = M, — Mp a 0.79) 


Deci pe intervalul finit 5, — S, forţa dë lunecare se poate exprima sub 


forma 
S: 
r (Ma — M): Bai (9:80) 


Lia e Qiy 


9.3.3.2- Caleutul mijloacelor .de imbinare. la grinzi metalice cu secțiune 
compusă. Grinzile metalice cu secţiune compusă se utilizează cînd sortimen- 
tele de profile: laminate existente nu, acoperă necesarul rezultat dintr-un 
calcul de dimensionare la încovoiere. În acâste situ- 
aţii, secțiunea se realizează prin asamblarea unitară 
a mai multor elemente cu ajutorul nituirii, sau sudu- 
rii. Pe lingă rolul de asamblare a elementelor com- 
ponente, mijloacele de îmbinare amintite împiedică 
lunecările relative prin preluarea forţelor de tunecare. 

Solidarizare cu mituri, Secţiunea compusă a 
unei grinzi metalice este, în general, alcătuită din 
platbande și corniere solidarizate cu nituri de cap 
şi de git (fig. 9.39). 

Diametrul niturilor se stabilește prin prescripţii ` 
oficiale funcţie de grosimea pieselor de asamblat, Fig. 9.39. 


Nituri de cap 


“Platbonde 
Cornieră 
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iar niturile de git şi cele de cap se așază intercalat la distanță egală e. 
Deoarece această distanţă este mică, se poate admite că între două nituri 
forţa tăietoare este constantă şi sa poate utiliza relația (9.80) pentru 
calculul forţei de lunecare ce se dezvoltă pe distanţa e (fig. 9.40, a). 
Pentru niturile de cap (fig. 9.40, b), forța de lunecare maximă care apare 
în planul de separare între platbande și corniere pe distanța e are expresia 


Se Cora — See (9.81) 


Lac = 


T: maz € 


unde: Tamaz este valoarea maximă a forţei tăietoare pe intervalul conside- 
.rat; I, — momentul de inerție brut al întregii secţiuni în raport cu axa 
neutră, iar S,, — momentul static brut al secțiunii platbandelor, faţă de axa 
neutră. 


KTN 


ann annn ANUAR 
AA MANA) ainu 


.. PR a i 
moi 

d | Lng 1 

j e i 

4 1 

i i 

4 + 

' i 

' E 

Axă neur o T az N Axa neutră ` 
b a c 
Fig. 9.40. 


Pentru niturile de git, forţa de lunecare apare ca urmare a lunecării 
ansamblului platbande şi corniere faţă de inimi (fig. 9.40, c) pe distanța 
dintre două nituri de git și are expresia 


Sa 


, La = Be Qi (9.82) 


Tzmaz € 
l: 


mnde Sz, este momentul static brut al secțiunii platbande şi corniere față de 
axa neutră. A s SEN EEN 

' Întrucit S,, este întotdeiuna mai mare ca Sze ceilalți termeni rămi- 
nind nemodificați, rezultă La, > Lro iar niturile de git şi de cap se aşază 
interealat la distanţe egale e; calculele se vor efectua numai pentru niturile 
de git, acestea fiind mai solicitate. P o h . 

Aspectele de calcul practice, verificarea unei nituiri şi stabilirea distanței e 
dintre nituri, au la bază condiția ca forța de lunecare aferentă unui nit să nu 
depăşească rezistența nitului la forfecare sau presiune pe gaură. 

Verificarea unei nituiri. Constă în compararea forței care revine în mod 
efectiv unui nit cu rezistența nitului 


Temaa S 


w e < Rau (9.83) 


ea = 


ni, 


unde n este numărul de nituri din secţiunea de lunecare care preiau forța 
de lunecare (în general n = 1 pentru nituri de git şin = 2 pentru nituri de cap). 
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Stabilirea distanței e dintre nituri. Întrucît diametrul. nitului se alege con- 
sstructiv, distanţa dintre nituri rezultă din condiţia 


Lag S RRi (9.84) 
sau i 
7, o 4 
me e < ah (9.85) 
-de unde rezultă 
n hal: 
e =- 9.86 
Ti mazS:g (9-86) 


Distanța dintre nituri rezultată trebuie să corespundă unor condiții 
constructive care fixează limitele acestei distanțe funcție de diametrul niturilor 
şi de grosimea pieselor care se asamblează. 

Solidarizare prin sudură. Pentru asamblarea elementelor unei secțiuni 
compuse metalice se poate folosi sudura (fig. 9.41, a). Ìn afara rolului de 
asamblare, sudura trebuie să preia forța de lunecare ce apare in planul de 
separație dintre inimă şi platbandele tălpilor. Cordoanele de sudură se pot 
executa continuu sau întrerupt (fig. 9.41, b). 


Fig. 9.41. 


Forţa de lunecare care se dezvoltă pe distanța e dintre două cordoane de 
sudură (fig. 9.41, c) are expresia 


Tesu e 


L, = 
$ FA 


(9.87) 
în care : T, este forţa tăietoare pe intervalul e, considerată constantă pe acest 
interval; S,, — momentul static al platbandelor care alcătuiesc talpa în 
raport cu axa neutră ; 7, — momentul de inerție al intregii secțiuni în raport 
cu axa neutră. 
În cazul sudurii continue, calculul forţei de lunecare se face pe unitatea 
de lungime a cordonului de sudură, deci 
Teza 
L, el, 


z 


(9.88) 


Forţa de lunecare trebuie să fie preluată de cordoanele de sudură care 
lucrează la forfecare în planul lor median (fig. 9.41, d). ” 

Aspectele de calcul practice, verificarea unui cordon de sudură şi dimen- 
sionarea cordoanelor de sudură au la bază condiţia ca forța de lunecare afe- 
rentă unui cordon de sudură să nu depășească rezistența sudurii. 

Verificarea unei suduri. Constă în compararea eforturilor unitare tangen- 
ţiale ce se dezvoltă în cordonul de sudură cu rezistenţa admisibilă, 
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x 


- Paritru cordoarie întrerupte, ariá secțiunii de calcul a sudurii este 
As = n(l, — 2a)a (9.89) 
unde n este numărul de cordoane de sudură care preiau forța de lunecare (in 


mod uzual n = 2, fig. 9.41, e). 
Pentru cordoane continue, aria secțiunii de calcul a sudurii este 


A, = n-lra. (9.90) 


Verificarea efortului unitar tangenţial din cordonul de sudură 


cap = AIBE < Tas (9.91a). 
A, 
unde pentru cordoane întrerupte are forma (n = 32) 
map E g otas (9.81) 
2141, — 200 
iar pentru cordoane continue (n = 2) 
2 mazSis 
A Tep SP Sas (9.92) 


ala 
Dimensionarea cordoanelăr de sudură. Pentru cordoanele de sudură con- 
tinue, dimeisionarea constă în stabilirea grosimii cordonului de sudură, 
Ga... Pentru cordoanele întrerupte, întrucit apar trei necunoscute, grosimea 
cordonului a, distanţa dintre cordoane e şi lungimea cordonului l, se aleg 
pe bază de prescripţii oficiale două dintre necunoscute și se determină cea de 
a treia. 
Dimensionarea caracteristicilor 'cordoanelor de sudură are la bază relația 
Lamas < Rp 0%) 


Pentru dimensionarea grosimii cordonuhri de sudură continuă, relaţia 
(9.93) devine 


21 < na-l-sa (9.943) 

deci - a E . 
dae = Teme CTO T o (8.94b) 

npes i 


iar pentru stabilirea distanței între cordoanele de sudură intreruptă de luns, 
gime l, și grosime a 


T: zesu e < n(l, — 20)azu (9.95) 
şi ta ` è: o a a 
On, l> 2a)aTa, A eiu - (9.96), 


Te mazSee 


net T 


Din motive constructive, preseripțiile oficiale impun anumite limite ale 
caracteristicilor geometrice ale cordoanelor' de sudură (a A n: i 
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9.3.4.. VARIAŢIA EFORTURILOR UNITARE IN. JURUL UNUI PUNCT 
ÎN PROBLEMA STĂRII PLANE DE EFORTURI ~ 


În alcătuirea structurilor de rezistență ale constructiilor se întîlnesc 
curent corpuri care se încadrează în categoria. grinzi (v. fig. 9.31, a) sau în 
categoria şaibe (fig. 9.42, a), la care datorită formei lor geometrice şi în- 
<ărcării particulare se obțin situații particulare ale eforturilor unitare pe 
fețele unui volum elementar. 

În cazul grinzilor, situația eforturilor nnitare pe fețele unui volum ele- 
mentar a fost prezentată în fig. 9.31, b şi c. Pentru şaibe, care au o dimensiune 
mică (grosimea) în raport cu celelalte două și sînt acţionate de forțe exte- 
rioare conținute în planul median xOy (tig. 9.42, a), situația unui volum ele- 
mentar se caracterizează pria prezența eforturilor unitare numai pe fețele care 
au ca normale axele Or și Oy (fig. 9.42, b). 

Deoarece toate componentele eforturilor unitare se situează într-un plan 
“planul xOy), starea de eforturi corespunzătoare se numește starea plană de 
eforturi (fig. 9.42, b}. Situarea tuturor componentelor eforturilor unitare 
într-un plan permite reprezentarea volumului elementar ca o figură plană 
(fig. 9.42, c) cu mențiunea că fiecare latură a acesteia reprezintă o arie ele- 
mentară. 

Pentru starea plană de eforturi se menţine sistemul de axe adoptat în 
cazul grinzilor Oxyz (+: fig. 9.42, a, b) şi convenţia de semn pozitivă pentru 
eforturi, adoptată în paragraful 8.2 (fig. 9.42, c). 


x 


F Sy 
y 


: Fig, 9.42, 


Pentru un sistem de forţe exterioare dat, eforturile unitare într-un punct 
al corpului sint funcție de poziția punctului considerat. Rezultă că de la o faţă 
a volumului elementar la altă față paralelă cu prima, eforturile unitare variază. 
Pentru exprimarea eforturilor unitare într-un punct şi pentru analiza stării 
de eforturi in jurul acestuia, variațiile de eforturi unitare între feţe paralele 
se neglijează. ` 

Componentele stării de eforturi pe fețele volumului elementar ce au ca 
normale axele Oz şi Oy pot fi înscrise într-o matrice cu două linii și două coloane 
numită matricea eforturilor unitare într-un punct 


T = [z e] (9.97) 
Try Oy 

Dacă se ține seama de principiul dualității eforturilor unitare tangențiale, 

Tey = Tyr matricea eforturilor unitare conține numai trei componente dis- 

tincte rezultind simetria ei față de diagonala principală. Matricea T, repre- 

zintă tensorul eforturilor unitare într-un punct din interiorul corpului solicitat. 
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9,3.4.1. Analiza stării de efvrinri în jurul unui punct. Ansamblul consti-- 


i ă înj nui punet- 
tuit diñ totalitatea eforturilor unitare totale ce se dezvoltă in Jura m p anel 
de coordonate (x, y) pentru toate orientările normalei ñap anu oe ear 

a a i Š i 
ia punctul considerat, formează starea de Sa a aderat E 
ă forturilor unitare in i >S 
acă se cunoaşte tensorul e e n S Pe 
citat oră situaţia unui plan elementar de seal A (os ai pă Pa 
Paali echilibrului volumului elementar secționat cu acest p g. 9.43, 


y l Ei 


GA sin a E 
[> ZyxdAsin a Ta 
si = FION cipar 
Ggdå Q a 


ZadA Na L Rz 
Direcţie _. 
principală 


b 1E 
Fig. 9.43. 


ecuații de proiecții, ale 


ii i i elementar se exprimă prin ale 
Echilibrul volumului elem: p cr bea mat apă 


sistemului de forţe care-l acţionează (fig. 9.43, b), 
şi a tangentei î la [aţa înclinată cu unghiul a 


si -si 7 A -sing COSE Tyz QÅ 
Ia dAcosg cz dA +sin?a o, dA +sin acos a zu d4 sina a fos 
Za QÅ = — SÎN a COS a Gr dA + sin a cos ax Sp dA + cos?arzy di — 
` — sin? ape A. (9.99). 
împărțind cu dA și ţinind seama că try = Tyz se obține 
Ta = Sa COS?a + dy sin?a 4 2zy Sin a COS a (9.100). 
za = — (Os — sy)Sin a COS a + zau(cos?a — Sin?a). (9.101) 
Introducind funcţii trigonometrice cu argumentul 2a rezultă 
pat Ga ee cos 2a + Tay Sin 2a (9.102) 
i 2 2 | 
PR Sa sin 2a + say COS 2z- (9.103). 
Din relațiile (9.102) și (9.103) rezultă 
dia — N (9.104) 
aa) îi 


si ini entru 
deci dacă unghiul 2% variază, Ga este maxim sau minim pe planele p 
care sa =0. i 
9.3.4.2. Variația efortului unitar nor 
turi unitare principale. Direcţii principale. 
planuiui inclinat (vw. fig. 9.43, a) variază, rezu 


mal tą în jurul unui punct. Etor- 
Considerînd că orientarea ñ a 
jtă că efortul unitar total pe 
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variază și pentru o_orientare particulară È (cos ap sin a;), suportul lui pp 
coincide cu normala î. În acest caz, pa = c iar =; = 0 (v. fig. 9.43, c). Această 
orientare particulară definește : planele principale — planele pentru care 
componenta =; =0; direcţiile principale — orientările normalei i care de- 
finesc planele principale ; eforturile unitare principale — valoarea eforturilor 
unitare g; care acționează pe direcţiile principale. 


Din exprimarea echilibrului volumului elementar (+. fig. 9.43, c) prin 
proiecţii pe normalele Z și § se obține 


G; COS &; = Ga COS a; F Tya SIN a; (9.105) 
G; Sin Z; = say COS g; + o, Sin a. (9.106) 
Ecualiile (9.105) şi (9.106) pot fi scrise sub forma 


(62 — GCOS a; + Try sina; = 0 
(9.107) 


Tay COS a; + (Gy — osin a; =0. 


Sistemul de ecuații (9.107) admite soluţii diferite de zero pentru necunoscu- 
tele cos z; şi sing; dacă determinantul coeficienţilor acestora este egal cu 
zero 


=0 (9.108) 
sau, dezvoltind determinantul 


o; — (62 + G); + (020, — T) = 0. (9.109) 


Ecuația de gradul doi are rădăcinile 


e AMR aa : 
G1 = + z Jo — o + iy (9.110) 


Fiecare rădăcină c} și aale; > 83) reprezintă valoarea unui efort unitar 
normal ce acţionează pe un plan pe care efortul unitar tangenţial este zero. 

Întrucît +, este derivata funcţiei c, iar c} apar pe planul pentru care 
Za = 0, rezultă că c, şi o. reprezintă valorile maxime, respectiv minime, ale 
efortului unitar normal în jurul punctului analizat. 

Un plan. principal este caracterizat prin o; # 0 şi t; = 0. Rezultă dacă 
se ține seama de relaţia (9.103) 


G. —6p 


sin 2a + Tz, cos 2a = 0 (9.111) 
și 


(9.112) 


care are două soluţii 2a, și 24, + z sau a, șia + z5 Aceste unghiuri definesc 


două plane normale între ele, pe care efortul unitar tangențial este nul și pe 
care acționează g, şi respectiv oz, deci cele două plane principale. Normalele 
care definesc orientarea celor. două plane formează direcţiile principale ale 
eforturilor unitare normale s, şi o, (fig. 9.44, aq). . 
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Pentru precizarea planului principal 7, se poate demonstra următoarea 
> v x . : T à > > = 
regulă : dintre cele două unghiuri a, $i au + F unghiul a cărui tangentă are 


același semn cu 7, defineşte planul principal 7. Normala pe acest plan 
reprezintă direcţia principală 7 (fig. 9.44, b). 


Plan principal Plan principal 1 


[1sau 2) 


ŢI 
“2 Pan Cmaximn} 
Pian principai 


(1 sau 2l Plan principai 2 


Npron de referință 


Plan de referinţă 


1 Plan de referință 
a b c 
Fig. 9.44. 


9.3.4.3. Variația efortului unitar tangențial =, în jurn] unui punct: 
Din analiza echilibrului elementului de volum rezultă că, o dalā cu variaţia 
orientării normalei î, efortul unitar tangenţiat =, variază cu unghiul x. Orien- 
tarea pentru care se obțin valorile maxime şi minime ale funcljei =, rezultă 
prin anularea derivatei 


aa ZT cos 2x — zey SiN da — 0 (9.113) 
d(2a) 2 
sau 
tg da, — — ST (9.114) 


27 


cu două soluţii 2%, şi 2%, + 7 sau ap Și æg + È. Aceste unghiuri delinesc două 
plane normale între ele pe care efortul unitar Tą este maxim sau minim 
(fig. 9.44, c). 
Din relaţiile (9.112) și (9.114) rezultă 
tg 2a, tg 2x, = — 1 ` (9115) 
deci direcțiile definite de unghiurile 2a, și 2x, sînt perpendiculare, iar direc- 
țiile definite de æ, și xg fac între ele un unghi de 45°. 


În consecinţă, planele pe care acţionează eforturile unitare tangențiale 
maxime și minime sint bisectoarele unghiului între planele principale 


{v. fig. 9.44, c). 
Pentru obţinerea valorilor extreme ale efortului unitar =, se introduce 
în relaţia (9.103) expresia rădăcinii derivatei, tg 2x, [rel. (9.114)]. Rezultă 


di fe Da e aa 

Ta maz (min) = E (oz > op)? + iri (9.116) 

9.3.4.4. Determinarea grafică a eforturilor unitare principale şi direcțiilor 
principale cu ajutorul cercului lui Mohr. Presupunind cunoscute planele prin- 


cipale şi eforturile principale o, şi o» adoptind ca plan de referință planul 
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principal 1, componentele o, și t, care acţionează pe un plan care face un- 
Shiul ĝ cu planul de referință (fig. 9.45, a), au expresiile 


Si + se Si II Ge 


= e 
ca = b cos 28 (9.117) 
Epica — <* sin 2B. (9.118) 
Fliminind parametrul B între relaţiile de mai înainte rezultă 
S, + Gal? 2 a — asi? i 
g - ) Le ( - ) (9.119) 
sau 
Earp? (9.120) 
unde s-a notat £ = cp a TS n= nsi R a Sa 
S-a obținut ecuaţia unni cere care reprezentat în sistemul de axe Ga Ta 


are centrul C de coordonate (a, 0) şi rază R. Un punct de pe cere reprezintă 
prin coordonatele sale eforturile unitare o, şi 7, pe un plan care face unghiul g 
cu planul principal 7. i 


Plan de referință 


Fig. 9.45. 


În sistemul de axe Ga Şi Ta cu sensurile pozitive reprezentate în fig. 9.45, b, 


se reprezintă segmentele CA = c, și OB = c,. La jumătatea segmentului A B 
se găsește centrul cercului C intrucit 


OC = Sete late, (9.121) 


Pe perpendiculara din punctul A se construieşte segmentul AT = Tgp. 
Cu raza CT se construieşte cercul, care intersectează axa o, în punctele M,- 
şi M, Rezultă pe construcţia grafică realizată 


OM, = OC + CM, (9.122) 


0C= St şi CM, = CT =v CA + AT? 


= IG ET TE, 0133) 


23 — Mecanica construcţiilor — cd. 39 401 


Deci 


Ju 2t UN E Aaa ` 
OM, =€ ti HVG aN FT, = o (9.124) 
şi 
OM. OC CI, ee A F 9.125 
2 cică > 3Y Ga — Oy) + 4rzy= o> (9.125) 
Din triunghiul ATC, unghiul cu virful în C este 2a, deoarece 
tg da, = AL (9.126) 
AC: 
unde 
AT = ea, iar  AC= za deci 
Tr 2Tay 7 
tg 2a, = 1 =. (9.127) 
Oz — ay 02 — 5, 
2 


Unghiul între planul de referință (reprezentat pe cerc prin T} și planul 
principal 7 (reprezentat prin M,) este a, şi se măsoară pe volumul elementar 
de la planul de referinţă în același sens cu cel rezultat pe cerc de la T spre A, 
(fig. 9.45, b). 

9.3.4.5. Eforturi unitare în jurul unui punct iti cazul grinzilor. În starca 
plană de eforturi corespunzătoare grinzilor, uzual se consideră c= 0, deci 
tensorul eforturilor unitare este 


9 Tya 
T -| d (9.128) 
Tay 0 

În consecinţă, relaţiile de mai inainte devin 
(9.129) 
(9.130) 

Oz 1 OS EE T — Se . 

tg 2a, = — T > Tamaz(mtn) Gain Ja: ł 4Tzy 27 =. (9.1530) 


3 9.3.4.6. Traieetoriile direețiilor principale la grinzi solicitate ła inco- 
voiere en forță tăietoare. În fiecare punet al unei grinzi acționată de o încărcare 


dată se pot determina componentele tensorului eforturilor unitare T: şi pe - 


baza acestora se stabilesc două direcţii după care sînt dirijate eforturile unitare 


principale 3; Și og. Se consideră un punct curent dintr-o secțiune transversală < 
în care s-a determinat o direcție principală. Se prelungeşte această direcție pînă + 


la intersecţia cu o secţiune transversală vecină. Se obţine un nou punct în care 
se determină direcția principală respectivă. Se prelungește această direcţie 
pînă la intersecţia cu o nouă secţiune vecină și se repetă operaţiile descrise 
parcurgind toate secţiunile grinzii. Va rezulta o linie poligonală care la limită, 
pentru secțiuni infinit apropiate, tinde spre o linie enrhă care se bucură de 
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jroprietatea că tăngenta în fiecare punct coincide cu una din direcţiile prin- 
iipale. Accastă curbă poartă numele de traiectoria eforturilor unitare normale 
principale. Deoarece iti fiecare punct există două direcţii principale, vor exista 
două familii, de asemenea curbe. Ținînd seama că direcţiile principale sînt 
perpendiculare între ele, în fiecare punct de intersecţie curbele sînt ortogonale 
fiecare traiectorie dintr-o familie este ortogonală cu toate traiectoriile din 
cealaltă familie). 

Se poate obţine o imagine calitativă a traiectoriilor eforturilor unitare 
principale prin determinarea direcțiilor principale în citeva puncte carac- 
eristice dintr-o secţiune a unei grinzi (fig. 9.46). 


Fig. 9.46. 


Fig. 947. 


Se consideră cinci puncte pe înălţimea unei secțiuni transversale solicitată 
a un moment incovoietor M, și o forţă tăietoare T, pozitive. Cu ajutorul for- 
mulelor lui Navier și Juravski se determină componentele tensorului eforturilor 
mitare în fiecare punct considerat (fig. 9.47, a). Pe baza acestora se deter- 
mină eforturile principale și direcţiile principale (fig. 9.47, b). Pentru o pre- 
entare sugestivă a modificării direcțiilor principale pe înălţimea secţiunii 
ransversale s-a utilizat reprezentarea grafică cu ajutorul cercului lui Mohr 
fig. 9.48). 
Pe baza studiului variaţiei direcțiilor principale pe înălțimea grinzii se 
ot trasa cele două familii de curbe ale traiectoriilor eforturilor unitare prin- 
ipale. Pentru grinda simplu rezemată din fig. 9.46, aceste familii de curbe 


int prezentate în fig. 9.49. 
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'Traiectoriile eforturilor unitare, normale. principale prezintă un interes 
practic deosebit în cazul betonului armat, servind la determinarea secțiunilor 
de ridicare a acmăturilor şi dau o imagine intuitivă a modului de scurgere a 
etorturilor:în armături. Teoretic, traseul armăturilor trebuie să; urmărească 
traiectoriile efortului unitar normal principal 5, (de întindere) în vederea pre- 
luării acestor eforturi. Practic, pentru o execuţie simplificată, armăturile sînt 
drepte şi ridicate la 45° în zona în care țraiectoriile lui o, intersectează axa 


longitudinală a grinzii (v. fig. ici 


Fig. 9.49. 
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935. TE TEORII DE -REZISTENȚA 


În general, la solicitarea unui corp sau a unui element de construcţie, 
se pot pune în evidenţă o serie de fac are caracterizează siguranţa ele- 
mentului analizat faţă de anumite stăr de rezistenţă sau de deformaţie : 
starea de ctorturi (o, 7), starea de detörma ție (e,y) energia de detormaţie 
(U,) etc. Simpla determinare a acestor caracteristici nu poate stabili factorul 
hotăritor al rezistenței elementului de construcţie analizat. De asemenea, nici 
studiile experimentale nu pot stabili care dintre aceşti factori caracterizează 
rezistența elementului pînă la atingerea unei stări limită, care poate fi ruperea 
sau atingerea stării de curgere a măterialutui, întrucit la solicitarea corpului 
toţi factorii enumeraţi apar concomitent: De aceea, încă de lå inceputurile 
dezvoltării teoriei de calcul a struetiirilot de rezistenţă s-a admis prin ipoteză, 
în baza unor experienţe simple, influenţa hotărîtoare numai a unuia din fac- 
tori. Pe baza ipolezei admise, elementul analizat ar trebui să atingă starea 
limită de rezistenţă (rupere sau curgere) pentru orice tip de solicitare, cînd 
factorul considerat hotăritor ajunge la. limita. de rezistență. Funcție de fac- 
torul considerat ca factor hotăritori, se pot formula numeroase teorii de re- 
zistenţă. Ideea de bază în dezvoltarea teoriilor de rezistenţă este că pe baza 
caracteristicilor de comportare a materialului determinate pentru solicitări 
simple, să sc poată aprecia comportarea elementului analizat solicitat la stări 
de eforturi complexe, numai pe baza teoriei. 

Datorită diversităţii factorilor care intervin in studiul pentru elaborarea 
unei teorii generale asupra ruperii materialelor nu este posibil a se preciza o 
teorie unică, aplicabilă tuturor tipurilor de solicitări. Valabilitatea fiecărei 
teorii poate îi apreciată numai comparînd rezultatele experimentale cu cele 
obţinute: pe cale teoretică. Ținind seama de complexitatea factorilor care 
intervin, nici una din teoriile formulate nu acoperă toate cazurile posibile. 
Fiecare dintre ele este confirmată de unele experienţe şi infirmată de altele. 
De aceea, aplicarea unei teorii. trebuie făcută cu discernămint pentru a se 
putea încadra analiza în domeniul de valabilitate al teoriei. 

În continuare se vor prezenta, pe scurt, particularizate la starea plană 
de solicitare, principalele teorii de rezistenţă clasice. ; 

9.3.5.1. Teoria eforturilor unitare normale maxime. Conform acestei 
teorii, un corp, într-un punct al său, ajunge la starea limită cînd efortul unitar 
norma! maxim atinge rezistenţa. limită co a materialului, indiferent de tipul 
solicitării. În aceste condiţii, o, se obţine prin cea mai simplă experienţă (în- 
tindere monoaxială) iar. Snas este unul din eforturile unitare principale. Con- 
siderînd valoarea rezistenţei limită egală la intindere și compresiune, condiţiile 
de rezistență sint 


— o S Ga SO; — o S Gz S So (9.132) 


unde c, 6, sint eforturile unitare. principale în punctul considerat. 
Din punctul de vedere al relaţiilor de calcul, prin introducerea unei:mărimi 
convenționale o.n rezultă. 


Seen = Max (|a, loal) < a (9.133) 


unde c,» se determină cu relațiile (9.110) sau (9.130) 

9.3 Teoria deiormaţiilor speciiice e maxime. Conform acestei teorii, 
un corp, într-un punct al său, îşi pierde capacitatea de rezistență cînd defor- 
maţia specifică Emar depăşeşte o delormaţie specilica limită £o indiferent de 
tipul de solicitare. . 
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Întrucit Ema, este una din detormaţiile specifice aferente direcțiilor prin- 
cipale. condiţiile de rezistenţă se exprimă sub forma 


— iS e SE; —8 S Es S Ep (9.134) ` 


Admiţind că limita de rezistență se găsește în domeniul de comportare 
elastică a materialului, se pot utiliza relaţiile între eforturi unitare și defor- 


maţii specifice 
1 1 È 
E =- (6, — ua); Ez = (o — ua) (9.135) 
unde o, a; sînt eforturile unitare normale principale, E este modulul de elas- 


citate longitudinal iar u — coeficientul lui Poisson. | RA 
Deformația limită se stabileşte pentru solicitarea de intindere axială 


1 = 99 (9.136) 


Introducind relaţiile (9.135), (9.136) în relaţia (9.134), se obţin condiţiile 
de rezistenţă exprimate în eforturi unitare 


— o S Gu — HS2 S Ge —99 S 62 — HO, S O (9.137) 
Relaţiile de calcul pot îi puse sub forma 
Geen = MAX(| 6, — 6g |; | 02 — oN) < aa (9.138) 
care, pentru cazul. grinzilor (os # 0, tey # 0, Tre # 0), devir 
oa mol [HE H i) a (9.139) 
unde 72 = Th + The 
Pentru oțel (u = 0,3), relația de calcul (9.139) este 


g 


oi ae lay foss +0,5 J: +4 


të 
-) S o., 
Oz í 


9.3.5.3. Teoria eforturilor unitare tangențiale maxime. Conform acestei 
teorii, un corp, într-un punct al său, îşi pierde capacitatea de rezistență cînd 
efortul unitar tangenţial maxim atinge rezistența limită to indiferent de tipul 
solicitării. 

Exprimat funcţie de eforturile unitare normale principale, mar are 
valoarea 
Io (9.140) 


2 


Tmar 


iar tọ se obține pentru solicitarea de întindere monoaxială în care o, = c, 
şi deci i 
= i (9.141) 
Condiţia de rezistenţă poate fi exprimată analitic sub forma 
(9.142) 


— To S Tmar S 2% 


sau 
(9.143) 


y d Li 
— o S 01 — 02 S 99; — So S Or SG — Oo So2 sa 


= Relaţiile de calcul practic pot fi puse sub forma 


Geen = max(lio, — ezl loil loa) < so (9.144) 


Dacă c, şi c, sînt de semne contrarii, condiția de rezistență este 


|, — 62| < 9o iar dacă c, şi c, sint de același semn, una din condițiile 


flol < ol la2| < co este hotăritoare. 


În cazul grinzilor (62 # 0, 7? = Tiy + Ta st 0), ou $i o, sînt întotdeauna 
de emne contrarii, deci condiția de rezistență este 
Deca = 0 FAT S Op ` (9.145) 


9.3.5.4. Teoria energiei potențiale specifice de deformațic. Conform acestei 
teorii, un corp îşi pierde capacitatea de rezistență într-un punct cînd energia 
potenţială specifică de deformaţie U; depăşeşte o energie potenţială specifică 
de deformaţie limită U?, indiferent de tipul solicitării. 

Condiţia de rezistență este 


U<u. (9.146). 


Admiţînd că starea limită de rezistență nu depăşeşte domeniul comportării 
elastice a materialului, expresia energiei potenţiale specifice de deformaţie 
funcţie de eforturile unitare principale poate fi scrisă sub forma 


U= = (of + 02 — 2payoa) (9.147) 


iar U? se determină pentru solicitarea de intindere monoaxială cu o, = op 
şi ca =0 


y T 
> dea U =. (9.148) 


Introducînd relațiile (9.147), (9.148) în (9.146), rezultă condiția de 
rezistenţă 


oi + 03 — 2u0103 < ob (9.149) 


Relaţiile de calcul practice pot fi scrise sub forma 


Gea = Jai + 0i— 2u0,02 S Sp (9.150) 
În cazul grinzilor (o, 40, = Tip Faze) relaţia (9.150) devine 
Gen = oh FAT n)? < o (9.151) 


iar pentru oţel (u = 0,3) 
Sia = AJ FROT? < ay (9.152) 


9.3.3.5. Teoria energiei petenţiale specifice de deviaţie. Pe baza obser- 
vaţiei că un material nu poate ajunge la starea limită de rezistenţă în cazul 
stării de compresiune uniformă, rezultă că energia potenţială de deformaţie 
necesară schimbării volumului fără schimbarea formei geometrice, nu trebuie 
să intervină în criteriile de rezistenţă. Astfel, în teoria energiei potenţiale spe- 
cilice de deformaţie trebuie eliminată energia potenţială de modificare a 
volumului, rămînînd numai cea de modificare a formei 


U? = U; — U}. (9.153), 
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Conform acestei teorii, un corp își pierde capacitatea de rezistentă cind 


„energia potenţială specifică de deviaţie U? depăşeşte o energie potenţială spe- 
cifică de deviaţie limită U?, indiferent de tipul solicitării P i k 
Condiţia de rezistență este i 
UP < UPA (9.154) 
În stadiul de comportare elastică a materialului, UP, funcţie de eforturile 
unitare principale, are expresia i 
p_ Lp z 
UZ =ar (oi + of — 6,62) (9.155) 
iar UP se determină pentru solicitarea de întindere monoaxială, c, = cy 
az =0 - 


*D. Lu a pa ate 
upe LEE i (9.136) 
Substituind relaţiile (9.153), (9.156) în (9.154) rezultă 
o? -+ oh — CS; so. (9.157) 


Pentru calculul practic, relația (9.157) se pune sub forma 
Cen = SR F 0102 S 09 SAU Gea =J} + op — 020; + 372, < 0 
f | (9.158) 
iar în cazul grinzilor (os # 0, T? = qh, + t3 70) 
Cen = S F 37E < co- (9.159) 


Aplicația 9.9. Antretoaza unui pod de cale ferată are secțiunea alcătuită 
ca în fig. 9.50, b. Pentru simplificarea calculelor, schema statică a antre- 
toazei este cea prezentată în fig. 9.50, a, Să se verifice secțiunea antretoazei la 


600kN . 600KN a 
x Pb 250x10 
100. 1 , 
m k 1100x1040: ph e mern 
1.70 1, i 
hoo wan] Pano i = ! 


600 


600 (0) 
2 = 

a 1020 1020 
Secțiunea k 2 G 2 =: 


Fig. 9.50 


incovoiere. (o, = 1 400 daN/cm?) şi inima antretoazei la lunecare EPE 


= 940 daN/em2); să se calculeze distanța e dintre nituri și să se stabilească 
eforturile unitare principale în punctul i din secțiunea k. 
1) Verificarea secţiunii autretoazei la încovoiere se face în secţiunea cu 
morent încovoietor maxim 
1:80 [25:32 "ar = 3 
H2 { n 25-3-41,50)-+ 1077 + 19,2-37,18?) = 


A i 2 
zor aT T 


== 408 000 cmt 


2,3-49 


E 2,3-4-412) — 61 910 cmt 


Ia =4 | 


1. me = 408 000 — 61 910 = 346 090 cmt 
iaz 346 090 


Wina = = FE =8 048,6 cm? 
Ymar | 
Gay = i a POI 1 267,30 daNjem? < oa = 1 400. daNJem?. 
Wipri 8 048,6 A 


2) Verificarea efortului unitar tangenţial se face in puncte situate pe axa 
neutră a secţiunii cu forţă tăietoare maximă 


Saa, = 25-3-41,5 + 2+19,2-37,18 + 40-1:20 = 5 340 cm? 


TES; 600 -102-5 34 sas 5 
Te = H = 600105340 L 785,3 daN jem? < za = 940 daN /em?. 
AN 1,0 +408 000 i 
3) La stabilirea distanței dintre nituri se consideră forţa tăietoare maximă, 
iar calculul se va face pentru niturile de git (Te = 0,304; Gas: = 264) 
Sa, = 25-3-41,5 + 2:19,2-37,18 = 4 540 cm? 


Rp ip E pe -0,8-1 400 = 9 302 daN 


Rig = Sutu asa = 23+1+2+1 400 = 6 440 daN ` 

Rait = Reg = 6 440 daN. 

„Distanţa e dintre nituri este 
PRaulzur 1-6 440-108 000 
Ti mor Ste 60 000 :4 540 


Avind în vedere condiţia 3d < e < 6d se alege e = 9,50 cm. 
4) Determinarea eforturilor unitare normale principale și direcţiile prin- 
cipale în punctul i din secțiunea k 


Taa = 600 kN; Maa = 600 KN-m 


9,65 cm. 


Mat 60010: 30 — + 590,10 daN/em? 
e PL 376090 i i 
cap, e PEIDE Ser a 000104000 _ 1 719,11 daN/em? 
rw blan 1-408 000 E 
Sao = 25-8-41,5-4 2-19,2-37,18 + 10-1-35 = 4 890 cm? 
A opoo 890.10 11590.10 4 4.719,11}? = 
PRE an EF JEn Fipo = = +y (590,10)? + 4:(719,11) = 
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2 


a, = 295,05 + 777,29 = 1 072,34 daN/em? (cel mai mare efort unitar 
e normal de întindere) ; 

o = 295,05 — 777,29 = — 482,24 daN/em? (cel mai mare efort unitar 

normal de compresiune); 


Jr ări 
tg 2, = Sai = ABIL D437; ag = 6741130 
a) 590,10 
a, = 33°5045” 
a + = = 123%50'45” 
Întrucît tg g} are același semn cu Tz, în punctul i, rezultă că x, defi- 


neşte planul principal 7 (fig. 9.50). 

Aplicația 9.10. Grinda simplu rezemată din fig. 9.51, a are secțiunea 
transversală alcătuită din platbande solidarizate cu sudură continuă (fig. 
9.51, b). Să se verifice secțiunea grinzii la incovoiere (6, = 1 400 daN/em?), 
să se verifice cordoanele de sudură pe baza teoriei energiei potențiale specifice 
de deviație (7, = 1 400 daN /em?) şi să se stabilească eforturile unitare normale 
principale și direcțiile principale în punctul i din secțiunea k (fig. 9.51, a, b). 

1) Verificarea secțiunii grinzii la încovoiere se face în secțiunea cu mo- 
ment încovoietor maxim 


1.60 30.12 < 281° 5 25-1 
RES + -+ 30+1:30,52 + —— + 28:1-31,5? 
1 = [i 30:1:30,52 + = + 28-1315? + S 
+ 25-1+32,52) = 182 200 cm: 
W, = — 18220 — 5521,2 cm? 
Yms 33 
oa = A = BAM L 1381 daNjem? < cu = 1400 daN jem? 
w; 5521,2 


2) Verificarea cordoanelor de sudură se face în secțiunea de la stinga 
forței concentrate unde atit momentul încovoietor cit ṣi forța tăietoare au 
valori maxime, ` 


Pc ET P E M. TeSa 
Oer = VE 3t So unde cpn= Pui To= JS, 


Fig. 9.51. 
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— Cordonul C, de sudură 
San = 25:1:32,5 = 8125 cm 
7625-10" 39,5 — 1 360 daN/em? 
182 200 
30510812 g 
Sas) = S 0,7182 200 
oaa = 136027 3-97.15 = 1 370,40 daN jem? <op= 1 400 daN/em?. 
— Cordonul C, de sudură 
Suo = 25-1+32,5 + 28-1-31,5 = 1 694,5 cm? 


7625-10! 31,5 — 1 318,3 daN jem? 


3 


Sa) = 


7,15 daN /cm? 


Sat = 82200 
ro = SSIM — 202,6 daN jem? 
te 207.182 200 ' 


can = SI 318.324 5-202,67— 1 364,2 daN Jem? <op=1 400 daN Jern?. 


— Cordonul C} de sudură 


Sas = 1 694.5 + 30-1-30,5 = 2 609,5 cm? 
ono = TEŽ 30 = 1 255,5 daN jem? 
182 200 


sa = E2 6095 _ 312 daN em 
di 2-0,7 -182 200 


Sen = 1255,57 F 3312 =1 366.8 daN/cm?<ag = 1 400 daN /om?. 


3) Determinarea eforturilor unitare normale principale și direcțiile prin- 
cipale în punctul i din secțiunea k 


Taa = 305 kN; Mam = 305 kN-m. 


Dri = — 303.10: 39 — — 334,8 daN jem? 
R 182 200 
„305-102-2 859,5 EIEH 
Tayo = +a - = + 478,67 daN/em 
1 -182 200 


Sao = 2609.5 + 10:1-25 = 2 859,5 cm? 


334,8 1 = = 3L 167,4 + 507, 
ore = — H 3 VÒ 334,8 + 447867) = 167,4 2- 507,10 
o, = — 167,4 + 507,10 = 339,7 daN jem? 
G = 167.4 507,10 674,5 daN jem? 
-478,67 Saed 20043197 - y, 2 — 35°2143” 
tg da = ni = —2,859 ; 2a, = — 704327 ; a, = — 35021'43 


a, +7 = 54°38'17”. 


Z aš T 
Întrucit tg |a; + = are același semn cu Tyy în punctul i, rezultă că e; + i 
defineşte planul principal 7 (fig. 9.51, c). 


all 


Aplicația 9.11. Să se verifice eforturile unitare în cordoanele de sudură 
de la talpa superioară a grinzii din fig. 9:52, în secţiunea de sub forța 
concentrată (og = 1 400 daN/em?). Transmiterea încărcării se realizează 
prin intermediul unci traverse din lemn aşezată direct pe talpa superioară a 
grinzii (fig. 9.52). Verificarea se va face cu teoria energiei potenţiale spe-- 
cifice de deviaţie. 


125 KN 125 kN : | 


3 | | > | | PE ia EA 


l w w0 i oo T om £ <m] 
i i 1 P500x10 


i 
i 
125 kN ! 
i 
L 


| gi IE FET © 


vu À 


175kN m 


Pb 200x12 


Fig. 9.52. 


Datorită momentului încovoietor M, în secțiunea de sub forţa concen- 
trată, în punctele corespunzătoare rădăcinii sudurii, se dezvoltă etorturi uni- 
tare normale a. Datorită forței tăietoare T, în aceeaşi secțiune și în aceleași 
puncte, se dezvoltă eforturi unitare tangenţiale +,,. Din incărearea locală con- 
“centrată rezultă un efort unitar normal c, care se poate calcula aproximativ 
sub forma 


ai P 
EX 
unde f; este grosimea inimii iar l, este lăţimea de repartiție considerînd planuri 
la 45° de la baza traversei pină la rădăcina sudurii. 
Condiţia de rezistență conform teoriei amintite este 


ay 


E AE EE. E E SI TE 
Gen SA 0 + Oy — Oray + 3Tiy S To 
1) Determinarea efortului unitar normal c, | 


1.502 20-1,23 E E 
= 4 2[ 12 20-1.2-25.6?) = 41 879 cmt 
M, 175-10! az SE ES 
Sz Ys Z -25 1 044,67 daN em: 
[M 41 879 
2) Determinarea efortului unitar normal c, 
P 125-102 Ja : 
Gy = E 480,77 daN /em?. 
llai e 26-1 


3) Determinarea efortului unitar tangențial Tsy 
Sae = 20 -1,2-25,6 = 614,40 cm? 
Si T, Sata) 125-102-614,4 - 203,76 daN fom? 
2al, 2-0,45-41 879 
4) Verificarea efortului unitar echivalent la nivelul sudurii 
asa = (Ci 044,67)? + (—480,77)2 — (—1 044,67) (—480,77) + 3(203;76)2 = 
= 972 daN/em? < ay = 1 400 daN /em?. 
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10. Deformafiile elastice 
ale structurilor alcătuite din bare 


Sub acțiunea încărcărilor orice structură se deformează. Pe lingă condi- 
tiile de rezistenţă și de stabilitate, construcţiile trebuie să fie astfel alcătuite şi 


dimensionate, încit deformaţiile să se găsească sub anumite limite, a căror 


depășire le-ar face improprii unei exploatări normale. În funcţie de destinaţia 
construcţiei, diverse prescripţii tehnice fixează valoarea maximă admisă pentru 
unele deplasări. De exemplu, pentru podurile de cale ferată, săgeata elastică 
produsă de încărcarea utilă la grinzile independente simplu rezemate, la grin- 
zile continue sau la grinzile cu console în deschiderea centrală, nu va depăşi 
limita de 1/750 din deschidere. Ș 

La o structură poate să intereseze fie deplasările anumitor puncte izolate, 
fie poziția deformată în ansamblul ei, poziţie caracterizată prin proiecția 
deplasărilor pe o direcție dată. 

Calculul deplasărilor elastice se impune şi din necesitatea verificării 
rezultatelor teoretice, obţinute pe baza admiterii anumitor ipoteze simplifi- 
catoare, cu cele experimentale ce rezultă din încărcarea structurii cu forțe de 
valoare cunoscută. În acest sens, structurile cu deschideri importante sau care 
reprezintă noutăţi în ceea ce privește concepţia, materialele folosite sau 
metodele de execuţie sînt supuse, înainte de darea în exploatare, unor încer- 
cări statice și dinamice cu care ocazie, printre altele, sint măsurate și depla- 
sările anumitor secţiuni. Din confruntarea deplasărilor efective, reale, cu cele 
furnizate de calcule, se pot trage concluzii asupra justeţii ipotezelor şi simpli- 
ficărilor admise în calcule. 

„S-a arătat că, la structurile static nedeterminate, forţele de legătură, 
precum și eforturile în diversele secţiuni, nu pot fi determinate numai pe 
baza condiţiei de echilibru static, deoarece numărul de necunoscute este mai 
mare decît numărul de ecuaţii de echilibru. Este necesar a se face apel și la 
condiţia de. compatibilitate, care se referă la faptul că. detormata structurii 
respectă atit legăturile interioare şi exterioare cît şi continuitatea materialului. 
În acest fel, studiul deformatei este necesar. pentru rezolvarea structurilor 


static nedeterminate. 

Cauzele care produc deplasări sînt : forţele exterioare, variațiile de tem- 
peratură (sau alte cauze asimilate cu o variaţie de temperatură) şi cedările 
de.reazem. 

Pentru calculul deplasărilor pot îi utilizate metode generale, aplicabile 
oricărei structuri, sau metode particulare, valabile sau eficiente numai anumitor 
tipuri de structuri. 
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Ipotezele admise la calculul deplasărilor elastice sint cele semnalate în 
capitolele anterioare, și anume : 

Ipoteza 1. Deplasările structurii sint foarte mici în raport cu dimensiunile 
geometrice generale ale sale, ceea ce permite ca exprimarea condiţiei de: 
echilibru static să se facă pe forma iniţială, nedeformată a structurii. 

Ipoteza 2. Materialul se consideră că este continuu, omogen și izolrop; 
iar legătura dintre eforturile unitare o şi deformaţiile specifice s este dată 
de legea Iui Hooke. Pe baza admiterii ipotezei 1 precum și a comportării elastice: 
a materialului, se poate aplica principiul suprapunerii efectelor sau principiul. 
independenţei acţiunii forţelor. Aceasta înseamnă că orice deplasare poate fi 
exprimată printr-o relaţie liniară în funcţie de forțele care o produc. 


10.1. NOȚIUNI GENERALE 


10.1.1. LUCRUL MECANIC AL FORȚELOR EXTERIOARE 


Se consideră grinda din fig. 10.1, a asupra căreia se aplică în secțiunea i 
o forţă care creşte lent, de la valoarea zero pînă la valoarea finală P,. Acest 
mod simplificat de a considera aplicarea „statică“ a încărcării pe structură 
are ca scop neglijarea energiei cinetice. 


Lc ti, AI 9 all 
a b 


Fig. 10.1. 


Deplasarea secţiunii i va creşte de la zero şi pină la valoarea finală vy 
corespunzătoare forţei P,. În baza ipotezei 2, legătura dintre mărimile forței P 
și deplasările v este liniară, fiind reprezentată în fig. 10.1, b prin dreapta k. 
În: cursul deformării, punctul de aplicare al forței P parcurge deplasarea ii” 
și ca urmare, forţa va produce un lucru mecanic, numit lucru mecanic exte- 
rior L, Evaluarea lucrului mecanic exterior sej face pe baza expresiei lu- 
crului mecanic elementar dL, atcărui valoare este 


dL, = P dv. (0.1) 


Deoarece legătura dintre forța P şi deplasarea v este liniară, se poate 


scrie 
P = cv şi deci dL, = cv dv 


în care c este o constantă.. 


414 : = 


Rezultă a 


v v 1 
Le pi, dL, cl v dv a cv. 


Deoarece P; = co, se obţine 


Le = 2 Pip (10.2) 

Coeficientul 1/2, care afectează pro- Fig. 10.2. 
dusul Pp; se datorește aplicării statice 
a forței P, care crește de la zero şi pînă la valoarea finală. Se vede că 
lucrul mecanic exterior este egal cu aria cuprinsă între dreapta OK și axa Oa 
(v. fig. 10.1, b) 

Dacă pe structură sînt aplicate mai multe forţe, atunci lucrul mecanic 
exterior total se obține prin sumarea lucrurilor mecanice ale fiecărei forțe în 
parte. Cadrul din fig. 10.2 este încărcat statie cu forțele P}, ..., Pi... Pa 
și ca urmare se deformează, astfel că punctele de aplicare a forţelor se de- 
plasează din 7 în 7”, respectiv din i în i” și din n în n’. Proiecţiile acestor de- 


plasări pe direcţiile forţelor corespunzătoare sînt A, ..., Ap... Ap 
Lucrul mecanic exterior are valoarea 
1 1 
Le (PA, root PA het PA) = EPA (10.3) 


În mod similar, lucrul mecanic efectuat de un moment concentrat repre- 
zintă jumătate din valoarea produsului dintre moment și rotirea corespun- 
zătoare. 

Deoarece lucrul mecanic exterior apare ca o consecinţă a deformării struc- 
turii sub acţiunea unor forțe aplicate pe aceasta, el este întotdeauna pozitiv, 
deformarea structurii făcindu-se în sensul de acţiune al forţelor. Unele com- 
ponente ale sale pot rezulta şi negative, fiind însă, în valoare absolută, mai mici 
decit componentele pozitive. Lucrul mecanic exterior nu depinde decit de va- 
lorile finale ale forţelor și deplasărilor ; rezultă că ordinea de aplicare a for- 
telor nu influenţează mărimea lui, pentru că deformata finală este aceeași. 


10.1.2. LUCRUL MECANIC AL FORȚELOR INTERIOARE. 
LUCRUL MECANIC DE DEFORMAŢIE 


Ca urmare a acțiunii forțelor exterioare asupra unei structuri, în orice 
punct al acesteia, apar forţe şi deformaţii interioare. Prin parcurgerea de către 


forţele interioare a detormaţiilor respective rezultă un lucru mecanic, numit 
lucru mecanic al forţelor interioare sau lucru mecanic interior L4. Expresia, 
lui poate fi obţinută considerind lucrul mecanic al eforturilor unitare o, qt. 
Este mai simplu insă de a evalua lucrul mecanic interior, plecînd de la efor- 
turile din secţiune. 

Lucrul mecanic interior este negativ, pentru că forțele interioare se opun 
deformării. Acest fapt poate fi ilustrat printr-un exemplu simplu, al unei bare 
drepte supuse la întindere centrică (fig. 10.3). Considerind că materialul este 
alcătuit dintr-o serie de granule între: care se exercită forțe interioare, suma 
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acestor forţe trebuie să fie egală cu N (fig. 10.3, a). Variația intervalului 


dintre două secţiuni situate la distanţă dz este A(dz), astfel că lucrul mecanic ` 


interior va fi 
dr; = — 2 NA(da). 


Izolind un element de lungime dx. asupra fețelor sale vor acţiona efor- 
turile N (fig. 10.3, d). Cele două feţe ale elementului se deplasează în sensul 
eforturilor N cu cantitatea A(dz) și, drept urmare, rezultă un lucru mecanic 
de detormaţie 


dLa = A NA (di). 


Sc observă că 
dL; = ~ dha 
Calculindu-se cele două lucruri mecanice pe întreaga structură, va. re- 
zulta : i 
La = — La (10.4) 
Lucrul mecanic de deformaţie La este simplu de calculat pornind de la 
lucrul mecanic al fiecărui efort care acţionează în secţiunile unei bare. 


10.1.3. EXPRESIA LUCRULUI. MECANIC DE DEFORMAȚIE! 
LA BARE: DREPTE 


Fie grinda dreaptă AB (fig. 10.4, a) la care urmează să se calculeze lucrul 
mecanic de deformație, ca urmare`a încărcării-cu forțele P,, ata Pia 

Sînt cunoscute valorite modulelor de elasticitate E şi G ale materialului, 
precum și caracteristicile geometrice A și T ale secțiunilor transversale ale 


grinzii. 
PP 
A M M 
% T À N N 
H 
a. 
dx T 
HH 
b 
Fig. 10.4. 
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Un element de lungime dz, extras din această grindă, se va găsi în echi- 
libra sub acţiunea eforturilor N, T, M de pe cele două feţe ale sale (fig. 
10.4, b). Fiecare dintre cele trei eforturi nu produce deplasări decit după propria 
sa direcţie. aşa cum este arătat în fig. 10.5, a, b, c. Se va evalua lucrul mecanic 
elementar dL, produs de eforturile N, T, M ca urmare a deformaţiei elemen- 


tului dx. ANA 
Forţa axială N produce alungirea elementului dz cu cantitatea du 
(fig. 10.5). Lucrul mecanic al forţei axiale este deci 
N 
“du, în care du = £ dz = — dr 
Ndi z 


dLa = 


= 


adică 


(10.5) 


Fig. 105. 


Sub acţiunea forţei tăietoare are loc o lunecare'relativă a celor două feţe 
cu cantitatea y (fig. 10.5, b), ceea ce conduce la o deplasare relativă pe 
direcţia forţelor tăietoare dv = y dz, iar lucrul mecanic produs de aceste efor- 
turi are valoarea | 

LEE, 7.4 ăi at ta 
da = Th = ydr, unde di br 

Coeficientul 7 se datorește distribuţiei neuniforme a eforturilor unitare 
tangenţiale, așa cum rezultă din formula lui Juravski. Pentru secțiunea drept- 
unghiulară, +, = 1,2, iar pentru profile I, se poate lua: în mod aproximativ 
y sod: 

Rezultă lucrul mecanic al forței tăietoare 

1 $ 
dla => dr. . (10.6) 
2 GA 

Momentul încovoielor M face ca cele două fele ale elementului dz să se 
rotească. una în raport cu cealaltă, cu unghiul dọ (fig. 10.5, c). 

Se vede că 


Din formula lui Navier se obţine 


M M 
=> tfel că = —- dr. 
G i y astfel câ de PI z 
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Lucrul mecanic rezultă 


1 1 M 
La =— 4 = —— da. 0. 
dL; = I do sau dLa PERI, da (10.7) 


Valoarea totală a lucrului mecanic elementar se obţine prin sumarea - 


celor trei componente ale sale, respectiv lucrurile mecanice produse de efor- 
turile N, T, M, adică 
1 N? T? „1 A 


1 
dx % dr dx. 
EA +a ' GA 2 El 


dLa (10.8) 


Pentru întreaga bară A B, lucrul mecanic al eforturilor, sau lucrul mecanic 
de deformaţie, are expresia 


B IN e Desi cae Al 
La = f, dLa ÎN du ! iTw i ZM de (0.9) 
sau după explicitarea deplasărilor du, do, d9 
1, AZ 1 T? 1 AR 
$ E t4 x. 10.10 
X ial În rs Fam ra sal ( } 


Lucrul mecanic al eforturilor este acumulat în structură sub forma 
energiei de deformare. În cazul admiterii comportării elastice, energia de de- 
formare face ca structura să revină la poziţia iniţială, dacă încărcările nu mai 
acționează asupra sa. 

Se fac următoarele observaţii : 

~ deoarece eforturile N, T, M intervin prin pătratul lor, aportul lor 
reprezintă niște cantităţi pozitive şi ca urmare lucrul mecanic va fi pozitiv ; 

— ponderea pe care fiecare dintre cele trei eforturi o aduce la valoarea 
totală a lucrului mecanic este foarte diferită. În general, la structuri Ja care 
solicitarea dominantă este încovoierea (grinzi, cadre), importanţa momentului 
încovoielor este dominantă, astfel că-celelalte eforturi pot fi neglijate la cal- 
culul lucrului mecanic de deformaţie. 


10.1.4. CONDIȚIA DE ECHILIBRU ELASTIC 


O structură supusă încărcării cu un sistem de forţe P; se deformează, 
ajungind intr-o nouă situaţie de echilibru. Prin deformare, forțele P; efectuează 
un lucru mecanic L, = Ł È PA, în timp ce forţele interioare produc un lucru 
mecanic L; = — La 

Ca urmare a deplasării punctelor de aplicare a forțelor exterioare, energia 
potențială a acestora scade, deoarece deplasarea se produce în sensul de acțiune 
al forțelor. Măsura scăderii energiei potenţiale a forțelor este dată de lucrul 
mecanic Le efectuat de acestea. În schimb, structura înmagazinează o energie 
de deformare (egală cu lucrul mecanic de deformare La) care, în cazul com- 
portării elastice, poate fi restituită dacă încărcările sînt îndepărtate. Ca 
urmare a aplicării statice a încărcării, nu există variaţie a energiei cinetice. 
Deoarece energia potenţială totală rămîne constantă, inseamnă că micşorarea 
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energiei potenţiale a forţelor conduce la o acumulare de energie potenţială în 
structură. Înlocuind variațiile energiilor potenţiale prin lucrurile mecanice 
corespunzătoare, rezultă Și 

L, = La adică L,= —L sau L, + L= 0. 

Luerul mecanic total, obţinut prin sumarea lucrului mecanic al forțelor 
exterioare cu lucrul mecanic al forţelor interioare, este nul. Această relaţie 
constituie condiţia de echilibru elastic a unei structuri. Dacă se introduc expre- 
siile determinate anterior, se obţine 


A 
LSPA: E Ndu + f Tav + 2 Ja aș) 0 


1 Lj artja aiji aa) = 0 
z PA Gii ety attal i 


IC) 


EPA, = ÎN du + fT Ww + fM do 


[A dr + da + f A dz, 00.11) 
“EA s GA EI 


10.2. EXPRESIA GENERALĂ 
A DEPLASĂRILOR PUNCTUALE 


Cauzele care produc deplasări sint: 


temperatură și cedările de reazem. | 
S-a stabilit anterior condiția de echilibru elastic a unei structuri carac- 


terizată prin egalitatea dintre lucrul mecanic al forţelor exterioare; L,şi lucrul 


încărcarea cu forțe, variațiile de 


mecanic de deformaţie, La sub forma 
SPA: = |N du + [T do + fM de. 


Această relație va fi utilizată pentru stabilirea expresiei deplasărilor punc- 


(10.12) 


tuale ale unei structuri. 
10.2.1. ÎNCARCARE CU FORȚE (EXPRESIA MAXWELL-MOHR) 


Fie structura din fig. 10.6 încărcată cu un sistem de forțe P, sub acțiunea 
căruia se deformează, astlel că secţiunea j ajunge în j’. Se presupune că inte- 
resează cantitatea jj” = A, şi cate rep ezintă proiecția deplasării secţiunii j 
pe direcția dată k. Pentru aceasta se consi- 
deră două situaţii de încărcare a structurii. ij Pi 

În prima etapă se aplică in secțiunea j, 
după direcția k, o forță unitară virtuală 
(fig. 10.7). Într-o secțiune a structurii apar 
eforturile n, t, m, produse de încărcarea unita- 
ră, iar structura va căpăta o deformată care 
nu interesează. În această situaţie, se adau- 
să încărcările realc ale structurii astfel că 


Fig. 10.7. 


aceasta va suferi o nouă deformare, și anume detormarea reală. În fig. 10.7, b 
este desenată numai această deformată (din etapa a II-a). Cele două fețe ale unui 
element de bară de lungime dx se vor deplasa cu cantităţile da. de şi de 
care se datoresc eforturilor N, T și M produse în structură de incărcările reale P. 


Se va aplica condiţia de echilibru elastic din etapa a H-a 
Li =. 
Lucrul mecanic se datorește forţei virtuale şi încărcărilor reale, adică 
II = LaFa + Pr 
LA t 


yH 1 
La = Lary + Lapi 


Egalitatea dintre lucrul mecanic exterior L, și lucrul mecanic de defor- 
maţie La este valabilă și pentru fiecare diw forțele cu care este încărcată 
structura. Se va scrie această egalitate numai în ceea ce priveşte încărcarea 
virtuală, și anume: 


II li 
Larp = Lawn 


În etapa a doua, forţa virtuală se găsește integral aplicată pe structură. 
așa încît ea parcurge deplasarea A,, cu întreaga sa valoare. Aceeași obser- 
vație este valabilă -şi pentru eforturile n, £ şi m care parcurg depiasările du, 
dv, de, adică: 


Lary = FA = ta 
LiF) = |n du + fido + fm dg 
unde 
N f 7 
du =—— dz; do = n — dr; dọ = — 
ga 47; P ngt t E dz. 


Se obține, după înlocuire, expresia deplasării unei secţiuni sau expresia 
Maxwell-Mohr sub forma 


aN 
An = fE defni de + j ae, (10.14) 
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Aje = fn du + fido + fin dẹ i (10.13) 


Termenii din expresia Maxwell-Mohr āu următoarele. semnificații: n, 
t, m — eforturile din secțiunile structurii produse de încărcarea unitară vir- 
tuală, aplicată în secțiunea j, pe direcția deplasării cerute ; N, T, M — efor- 
turile din structură produse de incărcările reale ; J7, A — momentul de inerție 
şi aria secțiunii transversale ; E, G — modulele de elasticitate ale materialului. 


Integralele trebuie făcute pe toate barele structurii. 


10.22. INCARCAREA CU VARIAŢII DE TEMPERATURĂ 


Variația de temperatură faţă de temperatura de realizare a unei structuri 
produce o modificare a formei și lungimii barelor. La structurile static deter- 
minate, această modificare se poate face nestinjenit şi deci nu apar eforturi 
în structură. 

În paragraful precedent s-a stabilit expresia unei deplasări punctuale 


după o direcţie dată, și anume 
Am = |n du + ft do + [mn de 


unde n, î, m se datorese încărcării virtuale, iar du, dv, do reprezintă deplasările 
relative ale fațelor elementului dz ca urmare a unor cauze reale. 

Vor fi stabilite expresiile acestor deplasări relative în cazul unei variații 
de temperatură. Pentru aceasta, se studiază un element de lungime dz, la 
care variaţia de temperatură înregistrează valorile 4; (la tibra inferioară) 
şi f, (a fibra superioară). Se presupune că axa barei se găsește la mijlocul 
înălţimii secţiunii transversale iar f; > i, (fig. 10.8). 

Temperatura variază liniar de la o fibră 
la alta. Rezultă 


du, = zi, dx; du; = gl; da 
du, + du, hh 
x 


2 


du = du = 


(10.15) 


S-a notat cu a coeficientul de dilatare 
termică liniară şi cu fọ variația de tempera- 
tură în axa barei. 

Cele două fețe nu au deplasare relativă 


după normala la axa barei şi drept urmare Fis. 10.8. 
dv = 0. 
Rotirea relativă este dată de unghiul dọ indicat în fig. 10.8, obţinindu-se 
— di zi, dr — a — 4 > 
doc Ai Aa, ae e g a gaze a de (10.16) 
i h h h h 


în care Àf reprezintă diferența de temperatură dintre cele două fibre 
(ti — t) : 
Cu aceste valori ale deplasărilor relative se obține expresia unei de- 
plasări punctuale produse de variaţia de temperatură, adică 
A zj; 
Aix = fn du + | m dọ = f nal dx + f ma 3 az. (10.17) 
2 
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Această expresie capătă o formă mai simplă dacă structura este al- 
cătuită din bare cu secțiune constantă la care variaţia de temperatură 
este aceeași pe lungimea unei bare. În acest caz, rezultă 


A = D xh [n dz + Bam dr. (10.18) 
a e 


Integralele de forma fn dz şi [m dx reprezintă ariile diagramelor de 
eforturi pe barele respective și deci 


Ag = Baht Sa = Qen», (10.19) 
îi 


Sumele se extind la toate barele structurii la care secţiunea și variația de 
temperatură sînt constante. 


10.2.3. ÎNCĂRCAREA CU CEDĂRI DE REAZEME 


La structurile static determinate cedările de reazem au ca efect modifi- 
carea configurației geometrice a structurii fără deformarea barelor și deci 
fără apariţia de eforturi. Barele se deplasează ca nişte corpuri rigide. 

La structura din fig. 10.9 încastrarea suferă deplasări de valoare cunos- 
entă, şi anume t, v, 0. Urmează să se stabilească proiecția deplasării unei sec- 
ţiuni j după direcţia k. Pentru aceasta, se aplică pe structură în secţiunea j 
o încăreare virtuală unitară care are direcţia k. Aceasta va da naștere în reaze- 
me la reacţiunile 7, Fo, Fg şi F4. Structura este ia echilibru sub acţiunea încărcă- 
rii unitare virtuale și a reacțiunilor din reazeme. Deoarece cedările reazemelor 
sint foarte mici în raport cu dimensiunile generale ale structurii, trecerea struc- 
turii din poziţia iniţială în poziţia deplasată poate [i considerată o deplasare 

-infinit mică care să stea la baza exprimării echilibrului cu ajutorul principiului 
lucrului mecanic. Adică : 


èL =0 


sau 


Ag + ( in Fw — 730) = 0 
Ap = — (ft — Fw — Fb). 


În cazul general, cînd se înregistrează 
cedări de reazeme pe direcţiile a n. legături 
simple, expresia deplasării capătă forma 


Am = — SPA, (10-20) 
=1 


unde f, reprezintă reacţiunea din legătura 
simplă i provenită din încărcarea virtuală 
unitară aplicată în secțiunea j pe direcţia 
deplasării cerute ; An este cedarea de 
reazem pe direcția legăturii i. 


r Seria ie 


10.3. APLICAREA PRACTICĂ A EXPRESIEI 
DEPLASĂRILOR PUNCTUALE 


10.3.1. DEPLASARI ABSOLUTE ŞI DEPLASĂRI RELATIVE 


Deplasarea absolută a unci secțiuni reprezintă deplasarea acesteia în 
raport cu un sistem de referință considerat fix. Astfel, în cadrul din fig. 10.10 
depiasarea pe verticală a secţiunii i este o deplasare absolută. Tot o deplasare 
absolută o constituie și rotirea 0, a sectiunii din reazemul i. ne 

Sint situații în care interesează deplasarea relativă dintre două secțiuni, 
adică deplasarea uncia dacă cealaltă este luată drept reper. De exemplu, 
variaţia distânţei dintre secţiunile j și k constituie deplasarea relativă dintre 
secţiunile respective, adică : 

Age = Ajs + Afe 
în care As, şi Aș, sint deplasările absolute ale secțiunilor j ṣi k după direcţia jk. 

Tot o deplasare relativă o constituie și rotirea 0, dintre secţiunile articu- 

jaţiei grinzilor din fig. 10-11, avind valoarea ði = 8, + ba 
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Tig. 10.11. 


Fig. 10.10. 
10.3.2. SENSUL ŞI SEMNIFICAȚIA INCARCĂRII VIRTUALE 


Natura încărcării virtuale depinde de caracterul deplasării -ce trebuie 
calculată. În cazul deplasărilor liniare, încărcarea virtuală este constituită 
dintr-o forță concentrată, în timp ce pentru o rotire, ea va consta dintr-un 
moment concentrat. În fig. 10.12, a—f sînt arătate citeva încărcări unitare 
virtuale, corespunzătoare unor deplasări absolute ce urmează a fi calculate. 


Fig. 10.12. 


Pentru calculul rotirii unei bare i—j, încărcarea virtuală este dată cu un 
cuplu unitar, alcătuit din două forțe aplicate la capetele barei, normale pe 
aceasta şi de valoare 1/4; (fig. 10. 12, i 

Deplasările relative se determină aplicind perechi de încărcări unitare, 
așa cum este exemplificat în fig. 10.13, a pentru calculul deplasării relative 


Asi şi în fig. 10.13, b, pentru rotirea relativă a secţiunilor Qin articulaţia i. 


Mi M=) 


Fig. 10.13. 


Sensul încărcăritor virtuale este arbitrar. El are importanță insă in legă- 
tură cu sensul deplasării obţinute după efectuarea calculelor. Dacă deplasarea 
calculată rezultă pozitivă, sensul real al deplasării coincide cu sensul încărcării 
unitare; o deplasare negativă indică faptul că sensul rea) al acesteia esie 
invers sensului încărcării unitare virtuale. 


10.3.3. IMPORTANŢA RELATIVA A TERMENILOR 
LA INCARCAREA CU FORŢE 


Deplasarea punctuală produsă de încărcarea cu forțe are expresia 


nN Ti -mM 
dr+|ș dz 4 dz. 
As E laga rii 


Pentru fiecare categorie de structuri, vor fi reţinuţi numai termenii a 
căror pondere este hotăritoare, fiind valabile cele discutate în legătură cu 
aplicaţia - 10.1. 

La cadre și grinzi, solicitarea dominantă este incovoierea, astfel că efectul 
forţelor axiale și al forțelor tăietoare este neglijabil, putîndu-se calcula depla- 
sările cu relația . : 

An = | az, 

Arcele sînt structuri la care forțele axiale sînt importante și nu mai pot 
fi neglijate. Ele trebuie luate în considerație la calculul deplasărilor, a căror 
expresie devine 
mM 


Z 


A = ds tI 


p La structurile cu tiranți (fig. 10.14), 


m mp deformarea tirantului, dar ea poate fi ne- 


5 GE) | < glijată pentru restul structurii, deci 


E Ar. E 
N M Ne, emM 
A= f RL de 4 j= ar, +f dz. 
Fig. 10.14. EA EI EA, EI 
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influenţa forţei axiale este importantă pentru . 


Grinzile cu zăbrele au în bare numai eforturi axiale și, ca urmare, defor- 
-marea lor se datorește exclusiv -forțelor axiale. 

Expresia deplasării punctuale capătă o formă particulară, EARN efor- 
tul axial este constant pe lungimea unei bare. rezultind 


nN mN; 


Ajr = at = 3 
jk zi T È EA, fy a: 
adică 
b 
Ai ge pi 2 nl, (10.21) 
iz EA, 
unde: b reprezintă numărul de bare ale grinzii cu zăbrele; n; — efortul din 


bara i, produs de încărcarea virtuală ; N, — efortul din bara i, produs de încăr- 
cările reale ; A;, l — aria şi lungimea barei i i; E — modulul de elasticitate al 
materialului ; ; Al; — alungirea (scurtarea) barei i datorită efortului N; 


10.3.4. REGULA DE INTEGRARE VEREȘCEAGHIN 


Valorile integralelor din expresia Maxwell-Mohr pot fi calculate direct 
în cazul structurilor alcătuite din bare drepte la care secțiunea transversală 
este constantă sau variază în trepte, pornind de la constatarea că una din 
diagrame, şi anume cea provenind din încărcarea virtuală, are variaţii liniare. 

Se consideră o funcţie oarecare F(x) și o funcţie liniară f(x), urmind a se 
calcula valoarea integralei produsului lor pe intervalul ab (fig. 10.15), adică: 


I= È f(@) F(2) dx. (10.22) 


În cazul deplasărilor elastice, funcția F(x) poate fi oricare din eforturile 
N. T. M produse de încărcările reale, iar funcţia f(x) este echivalentă cu efor- 
turile n, 4 m datorate ìncărcării virtuale. 


Într-o secţiune curentă r, funcția liniară f(x) poate fi exprimată sub forma 
FT) = ap + ztga 


care se înlocuiește în expresia integralei I, obţinindu-se 


b 
I = În (@ + T tg a)F (2) dz. 


Observînd că F(z) dr = dQ, 
adică reprezintă o arie elementară 
din diagrama F(x), rezultă 


I= afi dQ tga iza. 


Conform teoremei lui Vari 
gnon se poate scrie 


f?r a = Queto 


și anume, momentul static al su- 
prafeţei O, față de axa Oy poate 
îi calculat ca fiind produsul dintre 
aria 0, şi distanța ze de la cen- tix) 
trul de greutate al acesteia pînă 
la axa Oy. 


Fig. 10.15. 
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Atunci, 
I = Pan + Qaote tg 2 = Qalla + ze tg 2). = 
Dar 
ap + Ta tga = fte) = Ye 


unde s-a notat ca Yg ordonata diagramei f(x), măsurată în dreptul centrului 
de greutate al diagramei F(z). 
Cu notațiile de mai înainte rezultă 


1 = | SEERA) da = Pas Yo (10.23) 


Pe baza acestei constatări, se poate enunţa regula. de integrare Vereș- 
ceaghin în felul următor : integrala unui produs de două funcţii, dintre care 
F(x) poate fi oarecare iar f(x) are o variație liniar continuă pe domeniul de 
integrare a—b, este egală cu produsul dintre aria funcţiei F(x) şi ordonata 
din diagrama liniară măsurată în dreptul centrului de greutate al suprafeţei 
F(a) considerate. . 

Particularizind pentru integralele care intervin în expresia Maxwell-Mohr 
pe o porțiune de bară dreaptă la care secţiunea transversală este constantă, 


se obține 


b nN 1 
dz = D pi 
[MG zbatut Tea d 
iT 1 
È GA dg GA ay (1929) 


o mM ean 1 Ny ma 
fazi CTT ca dă 
Atunci cind ambele diagrame au variaţie liniară, se poate interpreta 
oricare din ele drept funcţia F(z), calculîndu-i-se aria, ordonata Ye urmind 
a fi măsurată în cealaltă diagramă. x 
lu tabelul 10.1 sînt date valorile integralelor 3 în cazul unor diagrame 


frecvent. întilnite. 
- Tabelul 19.1 


Integrate uzuale 


p Tabelul 10.1 (continuare) 


1 | 2 | 3 
Tarabolă Í 1 
3 pr Js= a Wa 
2=2 h Puel ES a i 
didi „_[2 1 1 2 1 1 
FE 3 13 5 hl aj =— ha | 3=|~ h a hl 
2] 3 Jo 3 3 “za 


gi Și polon ss) Ena |a ae 2 hta 


A Ei concentrate şi uniform distribuite conduc la diagrame N, 
. M care pot fi întotdeauna descompuse în diag i i 
din tabelul 10.1, așa cum se Îi T Pat i. n cui 
i i g. 10.16. care dintre cele trei 
diagrame în care a fost descompusă diagrama M trebuie integrată cu fiecare 
diagramă simplă rezultată din descompunerea diagramei m. Semnul fiecărei 
integrale rezultă din semnele cantităților care intervin în expresia Vereșcea- 
ghin : este pozitiv dacă Q și Y, au acelaşi semn și este negativ dacă Q şi Y 
sìnt de semne diferite. i i $ 
| Integrarea a două diagrame, dintre care una este simetrică iar cealaltă 
antisimetrică, dă rezultatul zero. În cazul în care ambele diagrame sînt fie si- 


metrice fie antisimetrice, calculele se pot efectua pe jumătate din structură 
dublindu-se apoi rezultatul obținut. i 


®_-- 
EP 


iz 


Fig. 10.16. 
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Aplicația 10.1. Să se evalueze lucrul 
mecanic de deformare la consolă din 
fig. 10.17, a. 


E Se cunosc: A =46,1 cm?; 7=4 250 cm?; 
|___1=200<m „| E=2,1-10° daN /cm2; G=0,81-10° daN jem? ; 
P:25kKN q = 2,1. 
TE Nx=12.5 Diagramele de eforturi sînt reprezentate 
b i Z în fig. 10.17, b~d. 
[II N Într-o secţiune curentă situată la dis- 
T T tanța z de virful consolei, eforturile au 
7 ii í i WME expresiile : 
216 N, = 12,5 EN = 1,2510 daN 


Ta 21,6 kN 2,1610 daN 
M, = — 21.8 x KN-em= —2,16:103 xz daN-cm.- 


Se va calcula separat lucrui mecanic 
al fiecărui efort. 


Fig. 1017. 


Forţa axială N 
1 N2 EONS i 
(N) d n 
La 2 i] EA dz 2 EA Ío x 


52-105 -200 y 
LG = 1 L20 20 L 1,6 daN-cm. 
2 2,1-10°-46,1 


Forța tăietoare 


T 1 
E 20, 
GA 


1 Te z 
Yj 
i ga Jo 


= 26,2 daN-cm. 


{—2,16 -10°)2 -200 
0,81 -106 -46,1 


1 T? 1 
LP 3 dz 
î zinc 2 


Momentul încovoietor 


1 ME n DN RR 
DD = 2,16+1032 dz 
La zl Er ci dirt h> ) 
2, . 73 2 ai b. 3 
LYD IE L 26a L 697,0 daN -cm. 
2-3EI 2-3 -2,1 -10% -4250 


Lucrul mecanic total este 
La = 1,6 + 26,2 + 697,0 

Comparind valorile parțiale se constată că efectul forței axiale este mai 
mic de 1%, al forței tăietoare reprezintă 3,62% iar efectul momentului înco- 
voietor este de 96,16%. aa 

Aplicația 10.2. La cadrul din fig. 10.18 se cere deplasarea pe verticală 
a articulației C produsă de: 

— încărcarea uniform distribuită ; 

— variaţia de temperatură ; 

— cedarea reazemului B. 


734,8 daN-cm. 
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Da NR 0 DN i RE a a 


ENTER TITI 


Fig. 10.18: 


Structura este alcătuită dintr-un profil 130, cu caracteristicile următoare : 
I = 9800 cmt, A = 69,1 cm?, 4 = 2,1. 
Pentru oţel se consideră : 


E = 2,1:10* daN/cm2; G = 0,81-10ë daN/cm?; a = 1,2105. 


În fig. 10.18 sînt reprezentate diagramele de eforturi din încărcările 
reale, precum şi cele din incărearea virtuală aplicată în articulația C, pe di- 
recţia verticală. i 

Încărcarea cu forțe. Se va calcula separat săgeata va datorită fiecăruia 
din cele trei eforturi, pentru a se putea aprecia efectul fiecăruia. 

— Efectul forţei axiale N i 


EAvg" 


(—90-4)(—0,5) + (—22,5-6)(—0,375) + (—30-4)(—0,5) = 
= 290,6 kN-m 
EA = 2,1-10°-69,1 = 14,5-107 daN = 14,5-10° kN 


290,6 ` 290,6 
pe) EE A y E m 
i EA 14,510 Are 004 ei, 
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— Efectul forţei tăietoare T 


GA yg = (—22,5-4)(—0,375) + (0,5-30)(3) + (—3:30)(—0,5) + 
4% 


+ (22,5 -4)(0,375) = 157,5 kN-m 
GA = 0,81-10%69,1 = 5,6-107 daN = 5,6-10" kN 


pi 15751 15752A 5,9-10-4 m = 0,059 cm. 


GA 56-10 


— Efectul momentului incovoietor M 


En = [5 -90. a3 (3 -13)] saca :90-3)| 5-15) + 


5 a53) -15) H -90-3)(£ a al 
3 2 2 3 


EI = 2,1+105-9 800 = 20,55-10° daN-em? = 20 550 kN-m?; 


A i a 5 i 
pgn = 625 — 3822 — 9,775-10-2 m = 2,775 cm. 


Săgeata totală 
Do = o p oP + pă = 0,02 + 0,059 + 2,775 = 2,854 em. 


Față de valoarea totală a săgeții, contribuţia forţei axiale este de 0,7%, 
a forţei tăietoare este de 2,1% iar a momentului încovoietor de 97,2%, ceea ce 
justifică luarea în consideraţie numai a momentului încovoietor. 


Variația de temperatură 
At 
de = x DIO + ag 2 0, 
t 
Valorile Ip şi Af pentru barele cadrului sînt următoarele : 


Stilp A: tg 2 250; A = 20—30 = —100, 


Riglă: © q =J — 880; At — 20—50 = — 30°. 


Stilp B: p = ŽE L 30°; Al = 20—40 = —20. 


Cu aceste valori rezultă : 


vo = 1,2-10 [25(—0,5-4) + 35(—0,375-6) + 30(—0,5-4)] 


6 
a-s [10 {15-4}, —30 1:5:3) | 1,54 ) 
3 lee 19 a | ze) ea 2| A art, z) 


226-107 + 900-10-5 = 674-105 m = 0,674 cm. 


Cedările de reazeme Ş 
vo = Esi =—[(—0;5-1,2) + (—0,375:0,8)] = 0,9 cm. 
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Aplicația 10.3. Se cere 15 kN/m 
rotirea relativă a secțiunilor i 
din articulația B a structurii 
din fig. 10.19, a 

Momentele de inerție ale ne 

iuni elor sint expri- ; i 
e ip dea al e 890 50400 -4 
convențională Jp Se dă: Eh= 
= 40 000 kN -m?. 

Pe baza regulei Vereșcea- 
ghin expresia unei deplasări b 
este Š 


400 j 


1 
Ajr = £ — 


a 


QY, 


Prin multiplicarea ambilor 
membrii cu cantitatea EJ; re- c 


zultă 


1 ? 
EhAr= 5 Fa QY; Fig. 10.19. 


ceea ce inseamnă că valoarea fiecărei integrale trebuie multiplicată cu raportul 
dintre momentul de inerție de comparaţie Ip şi momentul de inerție al barei I,- 
Pentru obţinerea valorii deplasării, se va împărţi cantitatea numerică din 
membrul drept la produsul EJ Procedind în acest mod, calculele practice 
sint mai simple. 

În fig. 10.19, b, c sînt trasate diagramele M și m care servesc pentru eva- 
luarea rotirii relative cerute. Se obtine: 


AN al Zij -S dia SE LR, ` 5. aaa 7 
no% “le 20-3)|-1) + (290 s5 1 21187) + 
- È (30-4)1,187 = 184,5 KN-m?; git — 1845 L 4,61-10-2 rad. 
i 40 000 


Aplieaţia 10.4. Să se calculeze deplasarea pe verticală a nodului 3 al 
grinzii cu zăbrele din fig. 10.20, a. 

În fig. 10.20, b se arată încărcarea virtuală. Calculele sint sistematizate 
în tabelul 10.2. 

Însumind ultima coloană a tâbelului 10.2 se obţine 


Ev, = zs. = 56 470 kNjem 
în care 
Se = 2,1+10% daN em? = 2,1-10% kN em? 
de unde i 
Hg 30470: = 2,68 cm x î 
2,1-10: 1 000 
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i 


2[30 H 


cul 


baza 


Fig. 10.20. 
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Tabele? 10.2 
t a N ea 
Bara cm cm? KN Lu A 

p—2 450 6440 | 6300 0,375 1 630 
1-2 450 64,40 630,0 0,375 1 650 
2—1 450 96,60 1 080, 1,125 5 690 
aa 430 96,60 1 080,0 1,125 5690 
ap 450 64,40 540,0 0,375 140 
— 450 64,40 540,0 0,375 140 
0—1 750 117,60 —1 050,0 —0625 4180 
1-2 750 64,40 600,0 0,625 4 380 
2-11 750 40,80 —1500 —0,625 1720 
H- 750 40,80 —300,0} —0,625 3 440 
-7 750 64,40 500,0 0,625 4 380 
r-o 750 117,60 — 900,0 —0,623 3 580 
rH 900 117,60 — 990,0 —0,750 5 680 
Zi HP 900 117,60 i — 900,0 —0,750 5160 

606 33,50 360,0 o [L] 
n- 600 33,50 360.0 1,000 5 150 

r-r 600 33,50 210,0 0 o 


10.4. STUDIUL DEFORMATELOR ` 
LA GRINZI DREPTE 


Formula Maxweli-Mohr permite calculul deplasării unei singure secțiuni 
a unei structuri. Această metodă nu este practic aplicabilă atunci cind intere- 
sează deplasările după o anumită direcție a unui număr mai mare de secțiuni, 
adică atunci cind trebuie determinată linia elastică a structurii. 

Se vor prezenta două procedee care permit stabilirea liniei elastice la 
grinzile drepte. - 


10.4.1. PROCEDEUL INTEGRĂRII ECUAȚIEI FIBREI MEDII DEFORMATE 


Fie grinda Simplu rezemată din fig. 10.21, încărcată cu un sistem de torţe, 
sub acţiunea căruia se deformează. În sistemul de axe x0y deformata grinzii 
va fi curbă y = f(x) care urmează a fi stabilită. Se detașează din grindă un 
element de lungime dz, situat la distanţa x de origine (fig. 10.21, b). Raza 
de curbură a deformatei în acest punct este p, iar momentul încovoietor 
este M. 

Triunghiurile aa'c şi A A'a’ sînt asemenea, astfel că se poate scrie 


dz 
AA” z y z 
— Z sau Æ adică =: 
aa Fẹ dr 9 e y 


După cum se cunoaşte, expresia curburii unei curbe plane ìn sistemul 
de coordonate rectangulare rOy, este 
Aa (10.25) 
Pp  Urype 
În această expresie, termenul y’? poate fi neglijat în raport cu 1 obțiaîn- 
du-se relația mai simplă 


1 fe 1 dy 


—= sau — = deci 
e oP dr? dr? y 


d?y E 


x 


N Linio elastică 
| deformată] 


a 


Fig. 10.21. 


28 — Mecanica construcţiilor — cd. 39 4332 


i 
Presupunind că solicitarea este în domeniul elastic, între'.deformaţiile - 


specifice și eforturile unitare este valabilă legea lui Hooke, adică o = sE 


Și M n [zi M 
în care o y, deci 2 =— = y. 
I E EI 
Rezultă după înlocuire P 
dy E 
= =—: 10.26 
dz? EI ( ) 


În sistemul de axe din fig. 10.21 derivata a doua a curbei deformate este 
negativă, în timp ce în convenţia de semne pentru momentul încovoietor, 
momentul care produce această curbură este pozitiv. Pentru a fi în concor- 
danţă cu semnul momentului M, membrul drept al ultimei expresii trebuie 
afectat cu semnul minus, astfel că ea are forma 


SI at, (10.27) 
dr? EI 
Dacă în această ecuație diferențială sc introduce expresia analitică a 
efortului M, prin două integrări succesive se obține ecuația fibrei medii de- 
formate sub forma y = f(x). Din interpretarea geometrică a derivatei se poate 
deduce ecuația rotirilor, și anume : 


, dy 


ọ = Į = 
ST dz 
În urma integrării, pe fiecare tronson, a ecuației dilerenţiale a fibrei 
medii deformate, se obțin două sau mai multe constante de integrare, ce ur- 
mează a îi determinate pornind de la condiţiile pe care trebuie să le îndepli- 
nească, în anumite puncte deformata grinzii. Ecuația diferențială trebuie 
scrisă și apoi integrată pe fiecare domeniu de integrare, adică pe zonele de 
“grindă pe care atît momentul de inerție / cît şi legea de variaţie a momentului 
încovoietor M rămîn aceleași. Fiecare domeniu de integrare face să apară deci 
cîte două: constante, conducînd în total, pentru n domenii, la 2n constante 
necunoscute. Determinarea constantelor se face atit din egalitatea săgeţilor 
și a rotirilor la frontierele dintre domenii, precum și din alte două condiţii 
ale delormatei. grinzii. 
La un număr mai mare de forţe, sau la variaţii numeroase ale momentului 
de inerție, numărul domeniilor de integrare şi deci al constantelor creşte, 
metoda aceasta devenind incomodă pentru aplicarea practică. 


10.4.2. PROCEDEUL GRINZII CONJUGATE 


Linia elastică a grinzilor drepte poate fi determinată pornind de la ana- 
logia care există între ecuaţia diferenţială a fibrei medii deformate şi relaţia 
diferenţială dintre momentul încovoietor şi încărcarea p. Sint cunoscute 
relaţiile diferenţiale dintre etorturi şi încărcări care au forma 


dT aM rm 
So pr. 


= ; 


dr dr 
Prin derivarea ultimei expresii rezultă 
d2M AT e EM 
adică — = =p. 


dr? dr 3 dz? 
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Comparind această relaţie cu ecuaţia diferențială a fibrei medii defor- 


, se stabilesc următoarele analogii: 


Considertaă cantitatea M/EI drept o încărcare distribuită- w, numită 
încărcare elastică, atunci diagrama de momente produsă de aceasta, constituie 
2 
tocmai diagrama y sau linia elastică a grinzii, deoarece AI = —w. 
Între momentul fictiv AJ, și încărcarea elastică care îl produce există 


relaţia 


A 

i 
w 
bc 


= —w (10.28) 


și deci 
(10.29) 


a 


de unde, prin integrări succesive, se ajunge la 


adică > = T, (forța tăietoare fictivă) și 
y = Ap 


Grinda care trebuie încărcată cu încărcarea elastică, astfel ca relaţiile 
date mai înainte să fie valabile, se numeşte grindă conjugată. După cum se 
observă, constantelor de integrare li s-a atribuit valoarea zero, ceea ce înseamnă 
că rezemările grinzii conjugate trebuie să fie astfel încît să fie satisfăcute 
condiţiile cu privire la constantele de integrare. Cunoscind rezemările grinzii 
reale, se stabilesc rezemările grinzii conjugate, aşa cum este arătat în tabe- 


lut 10.3. 


Tuhel:l 10.4 
Conjugarea legăturilor 
Grinda reală Grinda conjugaiă 
ezemare | Condiții Condiții Rezemare 
ya=0 M, = 0 r 
A Qa F0 Ta FO Z 
ga =0 Mpa =0 A —— 
Aaj foo - 7,,=0 
Ai Vaz 0 Ara £ 0 ERA 
Par 0 Ta #0 
A a ie Ma=0 
5 94 = gi 70 Tia = Tja #0 
A na 0 Aa ZO a 
i dei opiu TATO z 
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ţia fibrei medii deformate la o 
consolă de lungime l, încărcată 
cu o forță uniform - distribuită 
(fig. 10.22, a). Grinda are secţi- 
unea constantă, al cărei moment 
de inerție este T. 


Înti-o secţiune curentă de 
abseisă x, momentul încovoietor 


x 
ia ii ia este Ma) = — FË (fig. 10.22, b). 
Fig. 10.22. Ecuația diferențială este: 
y A 
dz: EI 
iar după înlocuire, se obține : 
di d tă 
El za iii 


apoi, 


Ely = Elo =i p +C 


1 A 
Ely =a ri + Ca $ C 
Constantele necunoscute C, și C, urmează să fie stabilite pe -baza condi- 
țiilor pe care deformata trebuie să le îndeplinească în secțiunea B şi anume 
că deplasarea pe verticală yp şi rotirea pp sînt nule. 


Pentru z= tg = l, 9z =0 şi yg =0 


sau, după înlocuire 
Elọs = pb +G =0 


respectiv 


Elys == Plj+ Cil + Ca = 0. 


Din rezolvarea sistemului de ecuații de mai inainte, în care necunoscutele 
sînt constantele C, şi C, se obţine: 


3 1 1 
G = — ~p; C= —pë. 
l ri P TE P 
Cu aceste valori ale constantelor, expresiile săgeților y şi ale rotirilor e 


devin. : 
E S ră 23 ` 
p z 4Z 3|; e ia = tj- 
24EI | l g 6E | È 


Săgeata și rotirea oricărei secțiuni rezultă prin introducerea abseisei 
secțiunii în expresiile anterioare. De exemplu, secţiunea A are æ = 0 și deci: 


DE, = pë 


pen Eli 


8EI i BEI 
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Aplicația 10.5. Se cere ecua- 


Aplicația 10.6. La grinda 
simplu rezemată, de deschidere ! - 
şi cu momentul de inerție cons- 
tant, să se găsească ecuaţia fibrei 
medii deformate pentru o încăr- 
care cu o forță concentrată 
aplicată la mijlocul deschiderii 
(fig. 10.23, a). 

Diagrama M prezintă două 
legi de variaţie, corespunzătoare 
celor două pante (fig. 10.23, b). 
Vor exista deci două domenii de 
integrare, notate cu indicii I 
şi II, iar integrarea conduce 
la: 


Ely = —M, 
See AG 

Pa Pl 
Ely, = -2a +r Ca Elyn - T” H Cat + Ca 


Condiţiile de determinare a constantelor C}, Ca, Ca, C, sînt următoarele : 


z=0, J; 0; z IP, W Yuni T U2, o Pu; =l, fy = 0. 


Din prima condiție se obține C, = 0. Celelalte condiții conduc la urmă- 
toarele relaţii între constante : 


l E 
z Ca) — Ca g 
C, — = PR 
A $ D Tu 8 
1 
IC + G = PE 
i 1 z 19 pia 1_ pps 
de unde: Gog PE: G = Pl ; CG = — ag PE: 


După inlocuirea constantelor cu valorile lor, se obţin expresiile săgeţilor 
şi rotirilor: ` i 


PB a á 
O<sz<sl2: p= ET -45 +32) 
pe E 
p= -12 ČŽ +3]; 
Pi = RET ( zt ) i 
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"ipsest: aa (42 pup] 
5 Yi = err | e enira 
PE z x za 
« 2 : > 
Pa = SET [2 E Ak 9) aooo e 


sy E aa k 3 A : E 
Ă Săgeata maximă se produce în secţiunea în care y’ =0, adică în sec- 
țiunea care are rotirea nulă : 


PE ae 
3 i PE eskan 
I8E1 


deci z = (/2 astfel că: 


"ps 43 si d PE 
Ymaz = im t3 : 
; ABE së 2 I8EI 
Rotirile pe reazeme au expresiile : 
ap? ad 
r=, b= dei porii si ABN 
16E g 16E] 


„_ Aplicația 10.7. Se cere linia elastică a grinzii cu moment de inerție variabil 
din fig. 10.24, a. i 
Diagrama de momente este cea din lig. 10.24, b. Pentru comoditate. se 
va multiplica încărcarea elastică cu El, astfel că, în final, pe sistemul con- 
KER M, şi T, vor reprezenta săgețile și respectiv rotirile, multiplicate cu 
PS 


as 
150 1.50 „1.50, 1:50 (100 
y z] 
b M 
T 
c E We T M{kNm} 
d Ti Elo P (kNm?) 
90 
e Mp= Elo y ÎkNamăl 


Fig. 10.24. 
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Grinda conjugată şi încărcarea elastică sint arătate in fig. 10.24, c. 
Salturile încărcării se datoresc variaţiei în trepte a momentului de inerție. 


Astfel : É 
Ie 


wi =Æ M, = 60 KN-m; we M, = 20 kN m. 
7 ; 


a a 
i Cu aceste valori s-au trasat pe grinda conjugată diagrama T; (fig. 10.24, d) 
i şi diagrama M, (fig. 10.24, e), din care rezultă : 


a= Ia L 6,12-10-2 rad; op = —6,19-10-2 rad . 
EI, 14700 
p, =—Ž = 306-103 rad; a = —3,06-10 rad 
“ 14 700 i 
à 2,5 Sae gei -rz = 
Ye = za = pa 0,765: 10-2 m=0,755 cm; Y = 0,765 cm; 
150 
Sina = 1,02-10-2 m =1,02 cm; 
Yz = Ym 14 700 ii ali 
ga = = 0 = 0,61210? m = —0,612 em. 
1-4 700 


10.5. TEOREMA RECIPROCITĂŢII 
LUCRULUI MECANIC 


10.5.1. CAZUL GENERAL 


Se consideră o structură în două situaţii de încărcare, şi anume : siste- 
mul de forţe P; şi sistemul de forțe Q; aplicate în succesiuni diferite. 

Orice deplasare se va nota cu doi indici: primul indice se referă la poziţia 
forței pe direcţia căreia se consideră deplasarea, iar al doilea indice precizează 
încărcarea care produce această deplasare. De exemplu, A, reprezintă de- 
plasarea pe direcţia forței P, produsă de forţa P+- 

Siluaţia I. Se aplică pe. structură sistemul de forte P; obținindu-se 
deformația AÏ j'B (fig. 10.25, a). Forţele P; parcurg deplasările ii’ iar lucrul 
mecanic are valoarea k 


Fig. 10.25. 
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Se aplică apoi sistemul de forțe Q; care va deforma structura aducînd-o 
în poziţia Ai''j"B. Forţele P; vor parcurge deplasările A, în timp ce forţele 
Q, parcurg deplasările A;,. 

În momentul aplicării forţelor Q,, forțele P; se găseau pe structură cu 
întreaga lor intensitate și ca urmare lucrul lor mecanic nu mai este afectat 
de coeficientul 1/2, deoarece ele parcurg deplasările A; cu valoarea lor in- 
tegrală. 

Lucrul mecanic efectuat ca urmare a aplicării forţelor Q; este 


E 1 
La = S XD Qi + PA 
În final se obţine 
, 5 1 1 
La = Lo + Lp = 2 Piu -L 7 DO + SPA 


Siluaţia II. Se inversează ordinea de aplicare a forțelor, mai întîi supu- 
nind structura la acţiunea forţelor Q;, care produc deformata Ai'j'B din 
fig. 10.25, b. 

În această situaţie, forţele vor efectua un lucru mecanic 


, 4 
Lon i 3 > Q;Aj 


În continuare, structura se încarcă cu forţele P; și ajunge în poziţia 
deformată Aij" B. În această etapă, deplasările pe direcţiile forțelor P; 
sint A, iar cele pe direcţiile forțelor Q; sînt Aj, efectuindu-se un lucru meca- 
nic Lip Şi anume 


Z 1 i 
Liv ioa 3 > Pidu + EQ Ap 
Lucru) mecanie tota) efectuat în situația JI este 
1 1 
Lm = p D Piu + 2 OUA + 7 E 0,4; 


În ambele situații, pe structură se găsesc aplicate în fina! ambele sisteme 
de forțe rezultind deci aceeaşi deformată. Aceasta înseamnă că lucrul me- 
canic final trebuie să fie același, și anume 


Lu = Law 


PEPA + E UAn + EPiây = EUA + EPA + EAs 


sau 
-E PAg = ZO, (10.30) 


unde A;, reprezintă deplasările pe direcţiile forţelor P,;, produse de încărcarea 
cu sistemul de forte Q;, iar A; constituie deplasările pe direcția forțelor Q;, 
datorită incărcării cu sistemul de forțe P, (fig. 10.25, c, d). 

Pe baza ultimei relaţii se poate enunta teorema reciprucității lucrului 
mecanic (teorema lui Betti), şi anume: dacă asupra unei structuri elastice 
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se aplică static şi pe rînd două sisteme de forţe P, și Q;, lucrul mecanic pro- 
dus de sistemul de forţe P,, cînd acesta parcurge deplasările produse de sis- 
temul Q;, este egal cu lucrul mecanic produs de sistemul de forţe Q; cînd 
acesta parcurge deplasările produse de sistemul P, 


10.5.2. CAZURI PARTICULARE 


Pentru a fi deosebite de alte snărini statice, deplasările și fortele de 
legătură din încărcări unilare se vor nota cu litere mici, utilizindu-se doi 
indici (de exemplu 3; Fez) 

Teorema reciprocităţii deplasărilor (Maxwell). Se va aplica teorema ge- 
nerală a veciprocităţii lucruiui mecanic pentru cazul particular cînd ambele 
sisteme nle forțe sînt alcătuite din vite o singură forță, și anume forţa Pa 
respectiv Q; (fig. 10.26, a, b). Rezultă 

Pidi = Qj 

Dacă in secțiunea i se aplică o forță P; = 1, în secțiunea j se va obține 
pe direcția Q; deplasarea 5, (fig. 10.26, a). Pe baza proporționalității dintre 
încărcări şi deplasări se poate scrie 

Ap = Piu 

Ìn mod similar, încărcind structura cu forța Q; = 1, pe direcția forței 

P, se înregistrează deplasarea 5, (fig. 10.26, b), existind relația 


A = Qidi 


Fig. 10.26. 


Înlocuind in relaţia generală expresiile anterioare, se obține 


P(Q) = Q4P:8si) 


Ši; == du i (10.31) 
care reprezintă teorema reciprocităţii deplasărilor din forțe unitare (teorema 
Maxwell): deplasarea pe direcţia forței P; produsă de o încărcare Q; = 1 
este egală cu deplasarea pe direcţia forţei Q; ca urmare a încărcării P, =1. 

Încărcările P; = 1, Q;=1 și deplasările ô; 34 sînt definite in sens 
generalizat, ele putind fi forțe şi momente (ca încărcare) respectiv translații 
şi rotiri (pentru deplasări). 


sau 
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Citeva exemple de reciprocitafe a deplasărilor unitare sînt reprezentate 
în fig. 10.27, a—c. = 

Egalitatea deplasărilor unitare din fig. 10.27, b trebuie înțeleasă în sensul 
că cele două cantități sînt numeric egale, ambii membri ai egalități avind 
dimensiune de lucru mecanic şi deci relația este omogenă. 


11. Stabilitatea echilibrului elastic 
al barelor drepte 


PR dr af ae 5 „Teoria liniară a calculului structurilor de rezistență are la bază ipoteza 
în 7 0Ji i) ij San Eh micilor deplasări şi legea lui Hooke, iar ecuaţiile de echilibru static se scriu 
a b C a pe forma nedeformată a structurii, în consecință eforturile secționale şi de- 
) = plasările secțiunilor sînt funcţii liniare de iucărcările exterioare, fapt ce 

Fig. 10.27, i permite aplicarea principiului suprapunerii liniare a efectelor. 

În realitate, echilibrul unei structuri se realizează în poziţia deformată 
a acesteia sub acţiunea încărcărilor exterioare, echilibru denumit echilibru 
elastic (fig. 11.1). 

Forma de echilibru elastic a. unei 
structuri este stabilă pînă la o anumită E a ae ei za 
valoare a încărcărilor exterioare, cînd Ei a 
poate trece într-o poziţie de echilibru 
instabil.. Fenomenul de trecere a formei 

- deformate a unei structuri dintr-o poziţie 
de echilibru stabil într-o poziţie de echi- „A 

tibru instabil poartă numele de pierdere de Fig. 11.1. 

siabililate sau flambaj. Valoarea încărcării 

exterioare la care se produce tenomenul de pierdere de stabilitate se 
numeşte încărcare crifică sau încărcare critică de flambaj. 


Natura echilibrului unui corp rigid se poate analiza prin deplasarea corpu- 


lui într-o poziţie vecină poziţiei iniţiale şi studierea tendinței de mișcare după 
ce acesta este lăsat liber (fig. 11.2). ` 

Dacă corpul are tendința de revenire la poziția -de echilibru, energia 
potențială de poziție este minimă (AU > 0), echilibrul corpului este stabil 
(fig. 11.2, a). Dacă corpul rămîne în poziție deplasată, energia potențială ` 
este staționară (AU = 0), echilibrul corpului este indiferent (fig. 11.2, b), 
iar dacă are tendința de depărtare de poziţia de echilibru, energia potenţială 
este maximă (AU < 0), echilibrul corpului este instabil (fig. 11.2, €). 

În mod similar, pentru analiza naturii echilibrului elastic al formei de- 
formate a unei structuri, trebnie studiată comportarea acesteia la acţiunea 
unei cauze perturbatoare care.o deplasează în vecinătatea formei deformate 
inițiale. Situaţia unei bare drepte, simplu rezemată, solicitată la o forţă de com- 
presiune a cărei mărime crește, este prezentată în fig. 11.2. Pentru o forță de 
compresiune inferioară încărcării critice de flambaj, deformata auxiliară produsă 
de incărcarea perturbatoare F se apropie de deformata iniţială (forma rectilinie 


Poze deformată 
(de echiibrul 


i AA ră „A i 


Fig. 10.28. Fig. - 10.29. 

Teorema reciprocităţii fortelor de legătură. Această teoremă rezultă din 
examinarea fig. 10.28, a, b, şi anume 

(10.32) 


Tiz = Fi 
Teorema reciprocității dintre forțe de legătură şi deplasări. Teorema rezultă 
din examinarea fig. 10.29, a, b, şi anume 


Te = du (10.33) 
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Fig. 11.2, 


a barei) după ce cauza perturbatoare a fost îndepărtată. Bara se rectilinie 
găsește în echilibru stabil (v. fig. 11.2, a). Pentru o forţă de compresiune egală 
cu încărcarea critică de flambaj, după îndepărtarea cauzei perturbatoare F, 
deformata auxiliară se depărtează de cea iniţială ajungînd într-o altă poziţie 
de echilibru. Bara se găseşte într-un echilibru indiferent (v. fig. 11. 2, b). 
Dacă forţa axială depășește valoarea încărcării critice de flambaj, după 
îndepărtarea cauzei perturbatoare, deformata auxiliară se depărtează de 
cea iniţială, deplasările crescînd ireversibil pe măsură ce forța axială creşte. 
Bara se găsește în echilibru instabil (v. fig. 11.2, c). 

Dacă pentru P < P., forma rectilinie a axei barei este o formă de echi- 
libru stabilă, pentru P > P,, forma rectilinie de echilibru este nestabilā, 
iar P = P, constituie cazul limită pentru care bara se găsește în echilibru 
elastic indiferent, adică în afara formei de echilibru rectiliniu a axei barei 
sînt posibile și forme curbe de echilibru elastic. 

Pierderea de stabilitate a echilibrului elastic sub acțiunea numai a forţei 
axiale de compresiune se caracterizează prin modificarea bruscă a formei 
deformate, care se reflectă prin apariţia unei discontinuități in diagrama în- 
căreare-deplasare în dreptul forţei critice (fig. 11.3, a). Întrucît pentru P = 
= Pa, sînt teoretic posibile două forme distincte de echilibru : forma cu axa 
barei rectilinie, y = 0, şi forma curbă cu y # 0, se constată apariţia unei 
biturcări a echilibrului. În acest caz, fenomenul de pierdere a stabilităţii 
elastice poartă numele de flambaj prin bifurcare sau simplu, flambaj. 


P> Q 
P ete P B | | e 


a F za F 


Fig. 11.3. 


Pierderea stabilității echilibrului elastic sub acțiunea concomitentă a 
forței axiale de compresiune şi a forțelor transversale cu valoare constantă, 
` se caracterizează printr-o variație neliniară a deplasărilor funcție de intensi- 
tatea forței de compresiune (fig. 11,3, b). În apropierea unei anumite valori 
a forței axiale de compresiune notată P*,, deplasările cresc extrem de rapid 
punînd în evidență o micșorare a rigidităţii barei. Valoarea lui P$, este va- 
loarea forţei critice de pierdere a stabilităţii echilibrului prin deformare con- 
tinuă. Se poate demonstra că în domeniul elatic Po, = P}, În realitate, da- 
torită imposibilității eliminării cauzelor care produc deplasări transversale 
axei barei (excentricităţi, curburi iniţiale, forţe transversale etc.), există 
numai flambaj prin deformare continuă, dar studiul fenomenului de flambaj 
prin bifurcare prezintă importanţă prin faptul că forţa critică stabilită Per 


AAR 


este aceeaşi cu forţa critică de pierdere a sta- 


bilităţii prin deformare continuă Pg, 'şi se 
determină mai uşor. 

Pierderea stabilităţii echilibrului elastic 
poate avea loc și la alte tipuri de solicitări. 
Astiel, în cazul grinzilor solicitate la încovo- 
iere, cu secțiune transversală îngustă (fig. 11.4), 
pentru o anumită valoare a încărcării transver- 
sale, grinda își pierde stabilitatea deplasîn- 
du-se lateral printr-o solicitare de încovoiere 
și torsiune. Acest tip de pierdere a stabilităţii 
elastice poartă numele de flambaj lateral. 

Pe baza celor arătate mai înainte, rezultă că pentru o exploatare în con- 
diţii de siguranţă, un element de construcţie sau o structură de rezistență 
în ansamblu, trebuie să satisfacă pe lîngă criteriile de rezistenţă și deiormabi- 
litate şi criteriul de stabilitate, exprimat sub forma 


Fig. 114. 


P 
Cp = Car (1.1) 
Paz 
unde : c; este coeficientul de siguranță la flambaj efectiv; Paz — valoarea 
maximă a încărcărilor exterioare; P, — forţa critică de flambaj iar cap — 


coeficientul de siguranţă admisibil la flambaj stabilit prin prescripții oficiale.. 


11.1. FLAMBAJUL BAREI DREPTE SOLICITATĂ 
LA COMPRESIUNE CENTRICĂ 
ÎN STADIUL ELASTIC 


la compre- 


Forma de echilibru rectilinie a unei bare drepte solicitată 
de compre- 


siune (fig. 11.5, a) este stabilă pentru P < Per- Cînd forţa axială 
siune ajunge la valoarea P = Per, forma de echilibru rectilinie devine insia- 
bilă, axa barei se poate deforma deplasîndu-se transversal, trecînd într-o 
nouă poziţie de echilibru elastic. În această stare deformată, deplasarea 
transversală a unui punct la $ 
distanța z situat pe axa barei 
este y(2), (fig. 11.5, b), iar în 
poziţia deplasată a secţiunii 
momentul încovoietor are ex- 
presia 

Ma) = Payla) (11.2) 

Dacă se consideră depla- 
sările y(x) mici, se poate uti- 


Per 


liza pentru exprimarea depla- x 1yh cr 
sării unui punct curent al axei + 
barei ecuația diferențială a fi- e. 
brei medii deformate 
ED AD (11.3) E 
dr? EI 
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şi introducînd relația (11.2) în (11.3) se obține 


iii 163) Pee 
Sai + Si yz) =0. (11.4) 
Notind 
2 _ Pe - = 
ja = (1.5) 
ecuaţia (11.4) devine 
(a) | 
dy? + K2y(z) = 0 (11.6) 


care este o ecuație diferențială liniară, omogenă, de ordinul doi cu coeficienţi 
constanţi. Soluţia acestei ecuaţii este 7 i 


ylz) = C, sin (kz) + C cos(hz). (1.7) 


Funcţia y(x) reprezentînd ecuaţia formei deformate î i ii 

ctia yh 1 t e în momentul pierderii 
echilibrului elastic, trebuie să satisfacă condiţiil imită 4 

, a e la limit ătoari 

reazemelor barei (fig. 11.5, b): i ză ii Ata 

a) în reazemul articular A(x = 0), y(0) =0, rezultina = i în 

consecinţă ecuația (11.7) se reduce la go) ele 


y(x) = C; sin (ka); (11.8) 


b) în reazemul simplu B(x =! D = i în relați 
(11.8) se obtine p ( ) (D= 0, care introduse în relaţia 


Csin kl = 0. (11.9) 
Don Gea poate fi satisfăcută peniru : 
a) C, = 0, deci y(x) = 0, grinda rămi 3 ilini i 
sai ea g ămine cu axa rectilinie, soluţie care 


b) sin Xl = 0, ale cărei soluții posibile sînt: 


kl = 0, z, 27,... nm (n — număr întreg). (11.10) 


E Soluţia ki = 0 conduce la k=0 şi iei 

„Soluția ; = Q şi, conform relației (11.5), 1 => 

= adică situaţia barei neîncăreate, soluţia nu interesează. f RES 
Introducînd soluția k? — ~ în relațiile (11.5) şi (11.8) se obține 


TEI 
Por = ză (11.11) 


ylz) = C, sin Tae (11.12) 


Deci forţei critice de pi ilități i 
tei pierdere a stabilităţi P,, [relația (11.11)] fi cores- 
poide o formă deformată după care flambează bara [relaţia er care 
poarta numele de formă proprie de flambaj asociată lui Par. i i 
j era de integrare G rămîne nedeterminată, caracteristic echilibru- 
iterent, şi în consecință nu se poate preciza sensul şi valoarea. depla- 
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uimit sărilor în momentul pierderii stabilităţii grinzii. În 
cazul kl = z, forma proprie de îlambaj este o sinu- 


i Zi: soidă cu o semiundă (fig. 11.6, a). 

Poo t Soluția generală ki = nz conduce la expresia 
j Es forței critice de flambaj 

i =le NEI 1143 

apa: Pori = — (11:13) 
=le = 
— şi la forma proprie de flambaj asociată acesteia 

a b y) = C sin nĒ z (11.14) 
Fig. 11.6. 


care este o sinusoidă cu n semiunde (fig. 11.6, b)- 
Din punct de vedere practic interesează numai prima soluție, n = ł 
[relaţiile (11.11) şi (11.12)], care stabilește cea mai mică forţă critică de flambaj, 
deci situaţia cea mai periculoasă. 
Relaţia (11.13) poate fi scrisă sub forma 


Pua EEE (11.15) 


unde 1/n reprezintă lungimea unei semiunde de sinusoidă (fig. 11.6, b). 

Definind lungimea de flambaj l; ca fiind distanţa dintre două puncte 
succesive de inflexiune ale formei proprii de flambaj și notind l; = ljn, 
rezultă expresia generală a forţei critice (formula lui Euler) 


pir EEE 5 (11.16) 


= [i 


Formula lui Euler prezentată sub forma (11.16) permite stabilirea forţei 
critice de flambaj pentru toate tipurile de bare, indiferent de legăturile cape- 
telor acesteia dacă se precizează lungimea de flambaj. i 

Pentru cazuri simple, lungimea de flambaj se stabileşte prin observații 
directe asupra curbei deformate după care poate flamba bara. 


11.1.1. LUNGIMI DE FLAMBAJ PENTRU BARE 
CU DIFERITE TIPURI DE REZEMARI LA CAPETE 


Pentru unele cazuri ideale de rezemare ale barei la capete se pot stabili, 
prin observaţii judicioase asupra curbei deformate după care poate flamba 
bara, lungimile de fiambaj corespunzătoare (fig. 11.7). 

1) Bara cu o articulaţie la un capăt şi reazem simplu normal: pe axa 
barei la capătul gpus reprezintă cazul fundamental pentru care s-a determinat 
expresia forţei critice de îlambaj (fig. 11.7, a) 


=> i (11.17) 
2) Bara încastrată la un capăt și liberă la capătul opus. Forma proprie 
de flambaj este prezentată în fig. 11.7, b, iar încărcarea Pe îşi păstrează 


direcţia în urma deplasării capătului Tiber. Întrucît M(x) = Pa-y(2), iar de- 
plasarea axei barei are valoare zero în capătul liber a! barei, rezultă că M =0 


AAR 


trare, rezultă (fig. 11.7, d) 


Pix! = Prr-jtxl e 


Fig. 11.7. 


în punctul de aplicare al forţei de compresiune. Deci in capătul liber al barei 
se găseşte un punct de inflexiune (d2y/dz? = — M/EI = 0), celălalt punct 
de intlexiune se determină diù condiții de simetrie. 

În consecinţă, i 


l = 2. o. (11.18) 


3) Bara încastrată la un capăt şi reazem simplu normal pe axa barei 
ta capătul opus. Întrucît în reazemul simplu deplasarea transversală a axei 
barei este zero iar în încastrare atît deplasarea cît şi rotirea sînt nule, rezultă 
că forma proprie de îlambaj trebuie să aibă un punct de inflexiune între 
mijlocul grinzii și încastrare (fig. 11.7, c). Se poate arăta că 


L =0,7 l. - (11.19) 


-4) Bara încastrată la ambele capete. Datorită condiției de deplasări 
transversale nule şi rotiri nule ale axei barei în cele două secțiuni de încas- 


Ir = 05 L : - (1.20) 


5) Bară incastrată la un capăt şi incastrare care permite deplasare nor- 
mală pe axa barci liberă la capătul opus. Rotirea și deplasarea nule ale sec- 
țiunii de încastrare şi: translaţiă “normal. pe axa barei a capătului ' opus 
determină forma proprie de tlambaj din fig. 11.7, e, de unde rezultă i 


ll (11.21) 


` 114:2. LIMITA DE VALABILITATE A FORMULEI- LUI EULER ' 


În vederea dezvoltării unor relații de calcul simple pentru bare solicitate 
ła compresiune centrică cu luarea în considerare a fenomenului de flambaj, 
este necesar a se determină eforturile unitare maxime. Ţinînd seama că forţa 
critică Per reprezintă cea 'mai 'mare valoare a forței de coinpresiue' pentru 
care bara îşi păstrează forma de echilibru rectilinie, expresia eforturilor” uni- 
tare este similară cu cea stâbilită la solicitarea axială (compresiune) 

Pa 


be =- i (01.22) 
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unde s., reprezintă efortul unitar normal corespunzător forţei critice. Prin 
înlocuirea în relaţia (11.22) a lui Pa cu expresia (11.16) rezultă 


EI 1 3 zE i E (11.23) 
B oA G (2) 
i 


unde i? = 7/.4 este raza de inerție a secţiunii transversale a barei în raport 
cu axa fală de care se studiază flambajul. 
Notind 


Ger 


rai (11.24) 


rezultă 
(11.25) 


Mărimea à se numește coeficient de zveltețe sau de subțirime şi caracterizează 
sub aspect geometric şi de legături o bară solicitată la compresiune. 

Întrucît ecuaţia fibrei “medii deformate [relaţia (11.3)] este valabilă 
numai în stadiul elastic de comportare al materialului, rezultă că formula 
de determinare a lui c., [relaţia (11.25)] este valabilă numai pentru valori 
ale lui oe mai mici decit limita de proporţionalitate c, 


Ter < 3 (11.26) 
sau 
n> y TE, (11.27) 
Gy 
Notinà cu 


(11.28) 


=] 


rezultă condiţia obligatorie a coeficientului de zveltețe al barei, 7, pentru, 
ca formula lui Euler să fie aplicabilă (v. fig. 11.8, &): E 


A > ho (11.29) 


Pentru oţel moale OL 37 cu E = 2,1-10% daNjem? și o, = 1 900 daN/em? 
rezultă 


14221100 m 
w= | a x 105. (11.30) 


Domeniul de valabilitate al formulei lui- Euler, limitat de valoare: žo 
se numeşte domeniul elastic de pierdere a stabilităţii. Pierderea stabilităţii 
echilibrului pentru valori a. > öp poartă numele de flambaj în domeniul 
plastic (à < ho). 

Flambajul barelor drepte în domeniul plastic a făcut obiectul studiilor 
a numeroşi cercetători, însă rezultatele cercetărilor teoretice servesc numai 
pentru a putea intui cum trebuie să varieze ce, în intervalul + e (0, 7o). fără 
însă a oferi elemente pentru un calcul practic de fiambaj. 

În prezent, numeroase ţări admit variaţii ale Ii cą cu à pe intervalul 
(0, 20) stabilite pe cale experimentală, prin numeroase încercâri de laborator 
și prelucrări statice ale rezultatelor acestora. 
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11.1.3. FLAMBAJUL BARELOR DIN OȚEL MOALE OL37 


Pentru a ţine seama de complexul de imperfecţiuni geometrice și de 
material ale barelor din oţel solicitate la compresiune centrică, Convenţia 
europeană pentru construcţii metalice la care participă şi ţara noastră, a 
efectuat o serie de încercări experimentale pe bare laminate sau sudate. 
Pe baza acestor încercări s-au stabilit o serie de curbe ale valorilor minime 
ale rezistenţelor critice la flambaj funcție de 7, care depind de forma secţiu- 
nilor transversale ale barelor și de modul lor de asamblare. 

În continuare, se prezintă modul de variaţie a rezistenţei critice la flam- 
baj, G.. a rezistenţei admisibile la flambaj, oa, și a coeficientului de sigu- 
ranţă la flambaj, cs, în conformitate cu prescripţiile româneşti de calcul 
a barelor din oţel OL 37 (fig. 11.8). 

11.1.3.]. Variația rezistenţei critice la îlambaj c, cu à Pentru inter- 
valul à e (0,20), coeficientul de zvelteţe este foarte mic, fenomenul de pier- 
dere a echilibrului elastic nu se manifestă și, în consecinţă, pe această zonă 
se admite Ser = G,- 4 

Pentru intervalul 7. e (20, 24), domeniul plastic, preseripțiile de calcul 
româneşti admit pentru c., ca variație o elipsă, care trece prin punctele A 
(A = 20, c. = 2400) şi B (à = 105, 
S.r = 1 900), are tangenta în A orizon- 
tală iar în punctul B este tangentă la 
hiperbola lui Euler. Ecuația elipsei este 


$ ; ewi Ese g, = 1 778 + 7,178 /7515 — G. — 207 
KP a ; (1.31) 


Pentru intervalul 4 € (p >mar) flam- 
bajul are loc în domeniul elastic, fiind 

i valabilă formula lui Euler (11.25). ` Va- 

o loarea lui maz este fixată pe considerente 
Aa Aa Ati i A Lia fie excesi 

practice astfel încit bara să nu fie excesiv 

a de flexibilă şi 'să prezinte fenomene ne- 

dorite de vibrații. 


Ser: Gat C+ 


— 
—— Domeniul plastic 
Compresiune 
centric c 


Domeniul elastic” 


Fig. 11.8. 
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11.1.3.2. Variația coeficientului de siguranță la ilambaj c; şi a re- 
zistenţei admisibile la flambaj cu >. În vederea dezvoltării unor relaţii de calcul 
practice a barelor solicitate ia compresiune centrică cu luarea în considerare 
„a fenomenului de flambaj, trebuie adoptat un coeficient de siguranță la 
flambaj, care permite determinarea rezistenței admisibile de flambaj 
See (11.32) 


Gap =. 
ep 


Trebuie remarcat că la stabilirea formulei lui Euler s-a considerat o si- 
tuaţie ideală : s-a admis că bara are axa perfect rectilinie iar forța P acţio- 
nează centric, ipoteze care nu pot fi realizate în practica curentă. De 
aceea, pentru a suplini această îndepărtare de calcutul teoretic, se alege 
pentru coeficientul de siguranţă la flambaj o valoare mai mare decit cea aleasă 
pentru un caleul obişnuit de rezistenţă. Astfel. pentru intervalul } € (0,20), 
unde fenomenul de flambaj nu se manitestă. se adoptă c; = 1,714 de la soli- 
citarea de compresiune centrică. Pentru intervalul i E (hg Amar) Se adoptă 
c; = 2,4, iar pe intervalul Je (20, 29), o variaţie liniară a coeficientului de 
siguranță (fig. 11.8, c): 
ep = 1,714 + 0,00806 (0. — 20). (11.33) 


Cunoseîndu-se efortul unitar cer şi coeficientul de siguranţă admisibil 
la flambaj c,, se pot stabili rezistențele admisibile la flambaj sa pentru orice 
valoare: a coeficientului de zvelteţe 1 [relaţia (11.32)]. 


11.1.4. ASPECTE DE CALCUL LA FLAMBAJ 


Dezvoltarea unor relaţii de calcul practic la flambaj pe baza celor pre- 
zentate mai înainte, comportă următoarele faze : se ` 

a) stabilirea. coeficientului de zveltețe 7 şi pe această bază precizarea 
domeniului în care se produce flambajul:; $ ii ; 

b). determinarea coeficientului de siguranţă c, şi a rezistenței admisibile 
Gar cu relaţii corespunzătoare domeniului în care se găseşte >.; 

c) determinarea efortului unitar normal efectiv și comparărea acestuia 


cu rezistența admisibilă la flambaj 


(11:34) 


Ge = 

Modalitatea de calcul prezentată are unele inco aveniente : se utilizează 
relaţii de calcul diferite peitru.domeniul plastic şi cel elastic, Tartı i 
admisibilă are o valoare .vâriabilă. Calculul se poate simplifica priù,iñtro- 
ducerea coeficientului" de flambaj e 


E î piti gis 1.35) 
i Sac è 


unde gs; este rezistența admisibilă la compresiune. 
|. Variația coeficientului de îlambaj e funcţie de 1 este prezentată în 
fig. 118e 0 n 3 

Pe baza unor studii teoretice și experimentale s-au întocimit tabele care 
conţin valorile coeficienţilor de flambaj ọ pentru coeficienţi de zvelteţe uzuali, 
funcţie de : forma secţiunii transversale, planul în care se produce flambajul, 
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istenţa ` 


modul de realizare a barei. Avînd întabulat coeficientul de flambaj 9, relaţiile 
de calcul la flambaj au o formă simplă de tipul celor întilnite în calculele.de 
rezistență. 

1) Verificarea. Constă: în compararea efortului unitar normal efectiv 
cu rezistența admisibilă la flambaj. Fiirid cunoscute dimensiunile şi: legăturile 
de la capete ale barei, caracteristicile geometrice ale secțiunii. transversale 
și materialul din care este confecționată bara, se determină raza de inerție 
minimă a secțiunii transversale şi coeficientul de zvelteţe corespunzător 


i Imin : 
mie / S; Apa =. (11.36) 


å bi 


Din tabele se stabileşte coeficientul de flambaj ọ corespunzător lui 
maz Şi se verifică bara cu relaţia i 


Ge = = L Gari Gaf = QGae (11.37) 
sau i 
gi be au (11.38) 
Pier 


, 2) Dimensionarea. Constă în stabilirea secțiunii necesare unci bare cu 
dimensiuni, legături la capete și material din care se confecționează cunoscute. 
Pentru dimensionare se presupune iniţial că fenomenul de flambaj se 
produce în domeniul elastic. În acest caz, forţa de compresiune admisibilă este 


(11.39) 


de unde rezultă 


(11.40) 


li i 3 ; z$ 
| : an şi à = li. Dacă 1 > r 
dimensionarea este bună. Dacă à < ħọ înseamnă că s-a folosit formula lui 
Euler într-un domeniu în care ea nu este valabilă. În acest caz, dimensionarea 
se face prin încercări succesive adoptînd pentru început pe 2 deja determinat 
şi verificînd secţiunea cu relaţia (11.38). Întrucit relaţia de verificare nu este 
satisfăcută de la început se corectează secţiunea şi se reverilică, succesiv 
pînă cind relația (11.38) este îndeplinită. i = : f 
„__3) Capacitatea portantă. Constă în stabilirea forței maxime de compre- 
Siune care poate să solicite o bară cu caracteristici geometrice, legături la 
capete şi caracteristici de material cunoscute. tii 


Pe baza secţiunii alese se determină i = | 


Ema E i SRI å y 
Se determină imin = =, hmar = lyjimin Şi corespunzător din- tabele 


coeficientul de flambaj e. Capacitatea de încărcare a barei èste 
J ; 
Pap = PAoa 01.41) 

Observaţii : i 
a 1) În relaţiile de calcul de mai înainte s-a adniis că bara are âceleași 
egățuri în cele două plane formate de axa batei şi una din axele principale şi 


: centrale de inerție ale secţiunii transversale (z0y sau -x02). 
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În cazul unei bare cu legături la capete, diferite în planete zOy şi z0z 
(fig. 11.9, a), este necesară asigurarea la îlambaj separat pentru fiecare plan, 
deoarece nu se poate aprecia de la inceput care este planul în care bara îşi 
va pierde stabilitatea echilibrului şi deci care dintre fortele crilice Per. y Și Per. 


este mai mică. 
Pentru cazut din fig. 11.9, în planul xOz, bara este incastrată în capătul, 


A şi simplu: rezemată în B (fig. 11.9, b), deci 


l = 07 (11.42) 


14=071 


a b 
Ă Fig. 119. 


iar momentul de inerție principal corespunzător flambajului în acest plan 
este 1,. În consecinţă, . 
wond, (11.43) 


i 
În planul z0y, bara este încastrată în capătul A și liberă în B (fig. 11.9, 
b, c), deci i 
i l=21 i (11.44) 


iar momentul de inerție principal corespunzător flambajului în acest plan 
este J, şi în consecință 
yod, (11.45) 
i, ~- 
Cea mai mare dintre valorile furnizate de relațiile (11.43) şi (11.45) va 
conduce la forța critică de flambaj minimă i 


A = max(A709, 1202) şi Per = min(P29, P37). (11.46) 


Dacă lungimile de flambaj în cele două planuri sînt egale ly, = lie = ln 
forţa critică de flambaj va corespunde pentru I= min (pf) 

2) Întrucît valorile rezistenței critice cer date de relația (11.25) nu depiad 
de caracteristica de rezistență a materialului, iar modulele de elasticitate sint 
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praeri aceleaşi pentru oțelurile utilizate în construcţii, rezultă că. folosirea 
tie or superioare nu aduce economie de material dacă flambajul are loc 
n omeniul elastic. Pentru flambaj în domeniul plastic, unde c,, depinde 
e ca sint indicate și oţeluri superioare. g 


11.2. INFLUENȚA FORȚEI TĂIETOARE 
ASUPRA FORȚEI CRITICE LA FLAMBAJ 


A “Pentru. a examina influen ta forței tăietoare asnpra forței critice la flambaj 
e va studia ecuația fibrei medii deformate prin introducerea efectului si- 
mltan al momentului încovoietor şi al forței tãietoare : 

ntrucit deplasarea laterală a axei barci î òme i 
B uc I ea | ra A i în momentul pierderii stabili- 
tății echilibrului rectiliniu (fig. 11.10, a) poate fi scrisă ca Fină a deplasă- 
rilor datorate celor două efecte 5 


y(x) = Yula) + yrl2) (11.47) 
rezultă că și curbura axei deformate poate fi scrisă 

1 1 1 

— a a + — 

ai > (11.48) 
unde razele de curbură gxr şi șa au sensuri opuse (fig. 11.10, c şi d). 


Je 


Fig. 11.10. 


Eforturile secționale într-o secțiune curentă a barei în starea deformată 


` (după flambaj) sînt (fig. 11.10, b) 


Ma) = Puy (2) (11.49) 
T(2) = Pasin e 2 Pa g = Py BO (11.50) 
dr é g 
z N(z) = — Par cos g = — Pap (11.50) 
unde s-au făcut aproximaţiile sin ọ = tg ex ọşİ cosp = 1 pentru unghiuri 


mici. 
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1) Influenţa momentului. încovoietor 


1 _ dyl) MO L _ Pete) | (01.52) 


far dz? EI EI 


2) Influența forţei tăietoare. La nivelul centrului de greutate al sec- 
iunii trans+! ersale datorită forței tăietoare Tix) 
PEE DUE) . Co (14.53) 
A 
unde A este aria secțiunii transversale, iar +, este un coeficient care include 
efectul ‘distribuției neuniforme a eforturilor unitare tangențiale pe secțiunea 
transversală 


dap = m = ș 


ap AT) a y Pa EIO ga (11.54) 
A A da? $ 


dar Tm = Gym Și dim = Gdym, de unde: 


Pa GUAY S 
dym= Ci aa dx a (11.55) 
și 
i 1 _ Ya a Por AO. (11.56) 
Er dr GA dr: 
Din relaţiile (11.48), (11.52) şi (11.56) rezultă 
dya) _ _ Per Pe Sya) 11.57 
as T E +N Prea (11.57 
Notînd 
a = —— (41.58) 
El ( 2 =) 
A GA 
se ajunge h ecuaţia difereäpala i i 7 A 
DE Ho + 4a) =0 - ooo 01.59) 


x 2 
f jdr 


J 


similară ecuației (11.6). Soluţia, ecuaţiei (11.59) este 


y(x) = Gs sin (az), F C, cos a». (11.60) 
Procedind analog ca la stabilirea formulei lui Euler (v. $ 11.1) rezultă 
sin al = 0 i (1.61) ` 
şi dl = m, 22, nn (11.62) 


Pentru expresia. forţei critice de îlambaj minimă rezultă 


E i (11.63) 
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t 
i 
i 


sau 


(11.64) 


forța critică stabilită cu formula lui Euler, 


unde se notează cu PE 


şi rezultă 
E 
piste ae, (11.65) 
13 A P 
GA 
durl) _ aT) 
dz GA 
rità forţei tăietoare T(z), rezultă 


Ținind seama că ym = este lunecarea specifică medie dato- 


x 
7 = —— 11.68 
a ca (11.66) 


cere reprezintă lunecarea specifică produsă de o forță tăietoare unitară. În 
consecință, relația (11.65) se poate scrie 
E i 
So Pann iie. (11.67) 


R E 
1 Pee 


Se observă că P, < PE, ceea ce inseamnă că influența forţei tăietoare 
reduce forța țritică de [lambaj. La bare cu secțiunea plină, indiferent de planul 
in care se produce flambajul, termenul 1 + y, Per = 1 şi Pa, = PE. În bare 
cu secțiunea transversală compusă din elemente care se solidarizează din loc 
în loc, valorile ~ PĒ nu mai sînt neglijabile şi deci forța critică trebuie sta- 
bilită cu relația. (11.67). i 


11.3. CALCULUL LA FLAMBAJ AL BARELOR.. 
--CU SECŢIUNE COMPUSĂ 


Barele solicitate la eforturi de compresiune mari sau care au lungimi de 
flambaj ridicate, se realizează cu secţiuneă transversală compusă din profile 
laminate solidarizate cu plăcuțe (fig. 11.11, a) sau cu zăbreluţe (fig. 11.11, b}. 

Solidarizările pot fi asamblate prin sudură sau nituire. 

Se consideră o bară cu secţiune compusă alcătuită ca în fig. 11.1), 
solidarizată cu plăcuţe. Pentru flambaj în planul zOy (în raport cu axa iie 
taie materialul secțiunii), lungimea de [la mbaj este li iar momentul de inerție 
este 


foi ei (11.68) 


deci - ` A d 
D200 — 3, = În şi prov = FE (11.69) 
i lu 
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Fig. MI. 


Valoarea forţei critice P29% este aceeași indiferent de distanţa dintre 
profile sau modul cum sînt ele solidarizate. 

Pentru flambaj în planul xOz, la care intervine rigiditatea la încovoiere 
în raport cu axa Oy, care nu taie materialul secţiunii, trebuie să se ia în con- 
siderare efectul lunecării între elementele secţiunii transversale, 

Dacă cele două elemente care alcătuiesc secțiunea transversală nu ar fi 
solidarizate, în momentul pierderii stabilităţii formei rectilinii acestea se de- 
formează împreună dar liber, cu caracteristica de rigiditate a fiecărui element 
izolat (fig. 11.11, d). Rezultă 


a EI, : 
Sam 2 e (11.70) 
$ 
cu aE și in = E (1.71) 


deci bara nu se compurtă ca o bară cu secţiune compusă. 

Pentru ca secţiunea transversală să îşi mărească capacitatea portantă 
faţă de flambaj, trebuie ca elementele de solidarizare (plăcute sau zăbreluţe) 
să fie capabile să preia forțele de lunecare care apar între cele două elemente 
ale secţiunii. Pentru aceasta, elementele de solidarizare se realizează cu prin- 
deri rigide de elementele secţiunii fie prin sudură, fie prin nituire că cel puţin 
două nituri la fiecare prindere. În aceste condiţii, elementele secţiunii sînt 
obligate să conlucreze prin intermediul solidarizărilor în momentul flambajului 
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(fig. 11.11, €). Pentru calculul: 
forţei critice trebuie să se ţină 
seama de influenţa forţei tăietoare 


pE(202) g 
PE (41.72) 
Ty PREO) zi 


TOZ = 
cra 


unde 
—— (11.73) 
şi 

IL, =2(I p + CA). (1.74) 


Efortul unitar normal cores- 
punzător forței critice este 


SE 
PETEN aL) 
AIP PEES) 


unde trebuie determinată lunecarea specifică +, produsă de forța tăietoare 
unitară. E 

Considerînd un panou îutre două plăcuțe de lungime l; (fig. 11.12), în 
ipoteza plăcuţelor infinit rigide la încovoiere rezultă 


CREEA SRI (11.76) 


h 
Expresia deplasării se determină cu ajutorul formulei Maxwell-Mohr 
considerînd diagrama de momente încovoietoare din fig. 11.12 pe fiecare din 
barele de lungime l, 


è = pm ap =2- Die ae [i (11.77) 
EI EI, (2 4 2 3 2 24E]: 5 
deci 
NED AE a (11.78) 


a Ela MEA 
Cu mărimea y, determinată expresia numitorului din relația (11.75) 
devine 


AR ţi 
iz: ZE], H n2E 2 A, Li) [5 a 
14 nPE =1 + aeni - EI Le E 
(2) a 
(11.79) 
şi notind Ai =; ày = JE rezultă 
in ty 
$ N 
E(z0z) — z n 80 
1 + yPa +3 za (180) 
Pentru un calcul aproximativ se consideră xz?/12 œ | şi relația (11.80); 
devine: ` 
z0) _— w tm 
1 + ypg? Sea AI (11.81) 
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Introducînd relaţia (11.81) în (11.75) se obļine SE 
f E E 


27E PE ~ (11.82) 


unde s-a notat >, = x + 2, 

Relaţiile (11.81) şi Wu. 82 pun în evidență că față de axa Oy care nu taie 
materialul secţiunii transversale, coeficientul de zvelteţe d = lli trebuie- 
înlocuit cu un coeficient de zvelteţe ideal 1, mai mare decit Ke care ţine seama. 
de lunecările parţial împiedicate între elementele secţiunii transv ersale. 

În cazul solidarizării cu Zăbreluţe, ccrecţia coeficientului de zvelteţe are: 
expresia 
A (11.83). 
A, hb? 


hy = TF 


în care: A reprezintă aria întregii secţiuni; Ag — aria secţiunii transversale 
a zăbreluţelor așezate de ambele părţi ale secțiunii ; lz — lungimea zăbreluței: 
(fig. 11. 1, b) iar Î, — lungimea unui pancu. 

Aspectele de calcul la flambaj al barelor cu secţiune compusă sînt aceleaşi 
cu cele prezentate în cazul barelor cu secțiune transversală unitară, cu men- 
țiunea că se va lucra cu coeficientul de fa mbaj 9 corespunzător valorii maxime 
a coeficientului de zvelteţe max (A; şi Ayo) 

Aplicația 11.1. Să se verifice talpa superioară S a grinzii cu zăbrele din 
fig. 11.13, a, a cărei secţiune transversală este alcătuită ca în fig. 11.13, b- 


Secţiune talpă superioară 


S te Ph 420x10 


LYS: 
2% 
= 
900 kN= V, | 36036060, okn |ve=s00 kN 


À 
8 x6=48m ! 


a 


Fig. 11.13. 


1) Deţeiminarea efortului axial în talpa S prin procedeul secţiunilor 
oarecare . i 
A 900-24 — 360-12 — 360-6 
2 00-2 = 189% kN. 
8 
2) Caracteristici geometrice ale secţiunii transversale în raport cu axele 
de inerție centrale și principale 


I, = 42- 1-11,422 4 2(8 030 + 58,8-4,082) = 23 500 cmt 
1:427 1 2495 + 58,8-12, 702) = 26 120 cmt 


S 


I,= 
E cm? 


= ze 50 _ 1915 cm; i == 2 12,78 cm. 
e 159,6 


159,6 
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3) Lungimi de flambaj, coeficienţi de zvelteţe. Considerind lungimea de 
flambaj a barei identică pentru cele două plane principale de inerție l, = 
= 6.00 m, rezultă 

l 600 


h, =- = = 49,4; hy = == 
i, 12415 i 12,78 


Deci Amar = h = 49,4 a 50. 


4) Verificarea barei 
i hmar = 50.— o = 0,852 


oa = = 20 1390 daN/em? < ce = 1 400 aN jem. 
A 0,832 -159,6 


Aplicația 11.2. Să se stabilească valoarea maximă a încărcării P astfel 

ca bara DE a structurii din fig. 11.14, a, să nu își piardă capacitatea portantă. 

sa barei DE este prezentată în fig. 11.14, b. Rezistenţa admisibilă 
= 1500 daN/em?. 


Secţiune bară 0-E 


o NOE e 
gł 20020 
tă, 
Va= 2P va=2? 
as 2m 25m, 25m 2m B $ i ce 
iF: Ă yt 
a i R 
Fig. 11.14. 


1) Determinarea efortului efectiv în bara DE. Din condiția ca momentul 
încovoietor În articulația C să fie zero, rezultă : 
op P35. 


Mg=0; Noe : - ='3,25 P {kN}: 


2) Stabilirea “capacităţii portante la flambaj a barei DE. Căracteristieile 
geometrice ale secțiunii faţă de axele de inerție principale şi centrale sînt ; 


i 


4033 em; o, 


I, 
A =2-28 + 20-2 = 96 em; 


a EE cm; i= iT 2T em. 


= 2(114 4 28.2,922) = 706 em! 


Bara este dublu articulată la capete şi l; = 5,00 m pentru . ambele plane 
de inerție principale 
500 „500 
ha = = 775; A = Àm = = 185. 
6,48 CARL iezi PE ai E 
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Corespunzător lui Amaz == 185 rezultă din tabele ọ = 0,175 
Noecap = PĂoa = 0,175-96-1 500 = 252 kN. 


3) Stabilirea iucărcării P maxime 


Noe = Norup: 325 P= 952; Pay = 22 = 77,5 kN. 


3,23 
Aplicația 11.3. Diagonala a—b a grinzii cu zăbrele din fig. 11.15, a este 


alcătuită din două protile laminate tip U20 solidarizate cu plăcuţe amplasate 
la distanţa 4 = 1,00 m. Să se verifice diagonala (6, = 1 400 daN/cm?). 


ef  Secbune diagonală o-b 


7SOKN=VA 300 300 300 300 3004 „hero kN " z 


9x45m=36âm i 

b È 
9 

a 45 c b 

Fig. 11.15. 

1) Determinarea efortului axial în diagonala a—b 
T$ 750 — 306 E 
Da a í = — 581,4 kN. 
sin p 0,774 


„Diagonala fiind comprimată se va face verificarea barei la flamhaj. 
2) Caracteristici geometri ice ale secțiunii transversale in raport cu axele 
de inerție prineipale și centrale i 


A = 2:32,2 = 64,40 cm?; I, = 2:1 910 = 3 820 emit; 


y = 2(148 + 32,3-9,512) = 6 140 cmt 


[3826 _ i 2 EE 20,76 em. 
i= | = 70 cm: i= aTh 


3) Stabilirea lungimilor de flambaj în cele două plane principale de inerție: 
— în planul grinzii cu zăbrele (flambaj în raport cu axa 02) l, se adoptă 
80% din lungimea barei 
ly = 0,8l = 0,8-7,10 = 5,68 m;: 


— în plan transversal grinzii cu zăbrele (flambaj în raport cu. axa 0) 
l, se adoptă chiar lungimea barei 


la =l = 7,10 m. 
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4) Coeficienții de zveltețe 


27O = 3, 


i 7,70 


Întrucît l, = 100 cm și î,, ="2,14 cm rezultă: 


2 100 ; s ly: ni 
bS O ra a (ala 


hyi = 72,72 4 46,5? = 86,3. 


Deci Amaz = 86,3 x 87 şi corespunzător = 0,688. 
5) Verificarea barei 


Dos 58140 
QA,  D,B88 -64,4 


Ces = 


? 


= 1 312,2 daN jem? <o, = 1 400 daN /em?. 


12. Structuri static nedeterminate. 
Metoda generală a eforturilor 


12.1. CARACTERIZAREA STATICĂ. 
A STRUCTURILOR 


12.1.1. STRUCTURI STATIC DETERMINATE 
ŞI STATIC NEDETERMINATE 


În funcţie de numărul de legături, structurile de rezistenţă utilizate în 
construcții pot îi de donă tipuri: 

Structuri static determinate care au un număr de legături egal cu nu- 
mărul de legături strict necesar pentru a asigura invariabilitatea geometrică 
“(fig. 12.1, a). Din punct de vedere geometric, structura este fixă avind gradul 
-dde libertate G, = 0. Din punct de vedere static, la structurile static determinate 
numărul de necunoscute, forțe de legătură, este egal cu numărul ecuaţiilor 
«de echilibru static. Determinarea forțelor de legătură şi a eforturilor la struc- 

. turi static. determinate se face deci numai pe baza ecuaţiilor de echilibru 
static. 

Struciuri static nedeterminate care au legături mai multe decît cele strict 
necesare invariabilității geometrice (fig. 12.1, b). Din punct de vedere geo metric, 
-aceste structuri sînt deci fixe avînd gradul de libertate G, < 0. Numărul de 
necunoscute este mai mare decit numărul de ecuații de echilibru static și 
«deci, pentru determinarea forţelor de legătură şi a eforturilor, în afara ecua- 
ţiilor de echilibru, sînt necesare ecuaţii suplimentare. Aceste ecuaţii supli- 
mentare vor rezuita din restricţiile impuse deformatei de legăturile suplimen- 
“tare peste cele strict necesare fixării stracturii (în fig. 12.1, a, b sînt arătate 
“cu linie întreruptă deformatele unei grinzi static determinate şi nedeter- 
minate). La structuri static nedeterminate, reacţiunile. și eforturile depind de 
condiţii impuse de deformata reală și deci diferă radical de cele pe structuri 


static determinate. În fig. 12.2,a, b se arată comparativ diagramele de momente ` 


Fig. 2.1. 
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incovoietoare la o grindă sim- 
plu rezemată și la una dublu 
încastrată. Deoarece încastră- > sa sa d : 
rile nu permit rotiri, defor- 0) x za sil G) 
mata se prezintă în zona reaze- "US s 
melor cu fibra întinsă la partea i 
superioară şi deci in aceste zone aq b 

diagrama de momente va fi la 

partea superioară. Fig. 122. 


121.2. GRAD DE NEDETERMINARE STATICĂ ` 


Prin grad de nedeterminare statică, notat Gas se întelege numărul de 
tegături simple suplimentare peste cele strict necesare asigurării invariabili- 
tăţii geometrice a structurii. Pentru rezolvarea unei structuri statie nedeter- 
minate prin metoda eforturilor, este necesar ca, în prealabil, să se determine 
gradul de nedeterminare statică pentru a cunoaște-numărul de necunoscute 
suplimentare şi deci numărul de ecuaţii suplimentare. 

În continuare se prezintă trei procedee de stabilire a gradului de nedeter- 
minare statică: 

Procedeul izolării corpurilor. lu acest procedeu, gradul de nedeterminare 
statică rezultă pe baza definiției date ca fiind diferența dintre numărul de 
necunoscute forțe de legătură N şi numărul de ecuații de echilibru E 
(fig. 12.3, a). Pentru structuri plane încărcate în planul lor se obține 


Ga, = N — E = (3i + 2a + s} — 3c (12.1) 
în care: Ì reprezintă numărul încastrărilor ; a — numărul articulaţiilor simple 
(articulaţii între două bare); s — numărul reazemelor simple; c — numărul 


de corpuri. O articulație. multiplă în care intervin n corpuri este echivalentă 
cu n — 1 articulații simple (articulaţia din fig. 12.3, b în care intervin patru 
bare va fi considerată ca trei articulaţii Has 


43. 12 1ei]- 3123 
Shs Ghs =(3-202-5+2)-3-42 Pii 
a b c 


Fig. 12.3. 


a(3-2+ 2-042 +3-1]-31=8 
Gns 
d 


Relaţia pentru gřadul de nedeterminare statică în forma stabilită nu 
poate fi aplicată la structuri care au contururi perfect închise (continuitatea 
barei nu este întreruptă). Un contur perfect închis, supus la forţe exterioare 
în echilibru, este de trei ori static nedeterminat deoarece, secționind conturul, 
apar şase eforturi şi nu se pot scrie decit trei ecuaţii de echilibru (fig. 12.3, c). 
Deci, pentru structuri care prezintă contururi perfect închise, fiecare contur 
aducînd trei necunoscute, gradul de nedeterminare statică se va determina 
cu relația : 

G, = N — E = (3i -+ 2a +s + 38) —3c (12.2) 


în care k reprezintă numărul contururilor perfect închise. Aplicarea relaţiei 


se prezintă în fig. 12.3; d. 
Procedeul transformării în sistem static delerminal.. În acest procedeu se, 
transformă sistemul static nedeterminat în sistem static determinat cunoscut, 


3) — Mecânica construcţiilor — cd. 39 485 


gradul de nedeterminare fiind dat- de numărul de legături simple suprimate. 
Astfel, cadrul din fig. 12.4, a poate fi adus la cadrul static determinat din 
fig. 12.4, a“, alcătuit dintr-un cadru cu trei articulații și o grindă simplu reze- 
mată, prin suprimarea a trei legături simple. Sistemul din fig. 12.4, b se aduce 
la sistemul static determinat din fig. 12.4, b' alcătuit din cadrul cu trei articu- 
laţii de la partea superioară și cadrul simplu rezemat de la partea interioară, 
prin suprimarea a patru legături simple, deci Gp, = 4. Grinda continuă din 
fig. 12.4, c se transformă în grindă simplu rezemată din fig. 12.4, c prin 
suprimarea a trei reazeme simple, deci 6,, = 3. 


Gns=3 Gns=4 Gns=3 
E 3 a b a 
Fig. 12.4. 


Procedeul contururilor. S-a arătat la primul procedeu că un contur perfect 
închis, fără întreruperea continuității barei, este de trei ori static nedeterminat. 
Întreruperea continuității printr-o articulaţie micşorează gradul de nedeter- 
minare al conturului cu o unitate, deoarece în contur lipseşte o legătură. 

Întreruperea continuității printr-o legătură simplă micşorează gradul de 
nedeterminare al conturului cu doi, deoarece în secliunea respeclivă lipsesc 
două legături pentru a reface continuitatea. În acest procedeu, gradul de 
nedeterminare statică se obţine cu relaţia 


Gns = 3k — (la + 25) (02.3) 


In care : x reprezintă numărul contururilor ; a — numărul articulaţiilor simple 
și s numărul legăturilor simple. Aplicarea relaţiei se prezintă în, fig. 12.5. 


Gpg=3:3-11:4+2-0) = 5 
Fig. 125. 


Gpg=3:5-(1:5 +2-2)=6 


12.1.3. CONSECINȚE ALE NEDETERMINARII STATICE 
ASUPRA COMPORTĂRII STRUCTURII 


La structuri static determinate, eforturile și reacţiunile determinindu-se din 
ecuaţii de echilibru nu depind de distribuţia materialului. În fig. 12.6, a grinda cu 
secțiune constantă şi diagrama de momente corespunzătoare sînt reprezentate 
cu linie plină, iar grinda cu secţiune variabilă și diagrama de momente cores- 


. 
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punzătoare, cu linie întreruptă. La structuri static nedeterminate, efor- 
turile depind de influența variaţiei de rigiditate la deformaţie, deci depind de 
distribuția materialului în structură (fig. 12.6, b). Rezultă că pentru rezol- 
varea structurilor static nedeterminate trebuie stabilite în prealabil (pre- 
dimensionate) secţiunile transversale ale barelor. 


Ba | 
Q) a BIS Fig. 12.6. 
DA NO 
a b 


Spre deosebire de structurile static determinate, la structurile static 
nedeterminate, datorită restricţiilor impuse deformatei de către legăturile 
suplimentare (deplasările fiind parţial împiedicate) apar eforturi din variaţii 
de temperatură, cedări de reazeme și erori de montaj. Astiel, grinda simplu re- 
zemată din fig. 12.7, a, sub acţiunea variațiilor de temperatură l; la fibra 
inferioară şi i, la fibra superioară, se deformează liber fără să apară eforturi. 
Dacă grinda din fig. 12.7, b nu ar ăvea reazemul simplu, s-ar delorma liber ca 
o consolă, apărînd o deplasare în dreptul reazemului simplu. Reazemul simplu 
nu permite deplasarea pe verticală şi astfel, în reazemul simplu apare o reac- 
țiune R şi pe grindă diagrama de momente M,. 


t Tounaa v PICA 
za FI aaa = d 
i” îs A 3 E: 
t> ts Mi == -=-= & I 
n R 
man + 

f. 
a b c d 
Fig. 12.7. 


Structurile static determinate. sub acţiunea cedărilor de reazeme, se 
deplasează ca şi corpurile rigide, fără să apară eforturi (fig. 12.7, c). Grinda 
static nedeterminată din fig. 12.7, d, sub acţiunea cedării de reazem », se va 
deforma. Aceeași deformată se obline pe grinda static determinată, fără rea- 
zemul simplu, care cedează sub acţiunea forței R, ce reprezintă de fapt reac- 
țiunea în acest reazem și care va da momente încovoietoare M,. 


` 12.2. METODA GENERALA A EFORTURILOR 


12.2.1. PRINCIPIUL METODEI. NECUNOSCUTE. SISTEM DE BAZA 


Determinarea eforturilor și a deplasărilor la structuri static nedeterminate 
se poate face dacă se cunosc forțele sau eforturile in legăturile suplimentare. 
Acestea se pot determina scriind ecuaţii suplimentare, în afara celor care 
“exprimă echilibru static, rezultate dia restricțiile impuse deformatei de legă- 
turile suplimentare. Metoda de rezolvare a structurilor static nedeterminate 
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în care se consideră ca- necu- 
noscute forţele sau eforturile în 
legăturile suplimentare poartă 
numele de metoda fortelor sau 
metoda eforturilor. 


Sistem reai Sistem de bază Efectul forţelor suplimen- 

. complet încărcat tare asupra deformării struc- 
a b turii poate fi stabilit prin 

Fig. 128. exteriorizarea lor, adică prin su- 


primarea legăturilor suplimen- 
tare şi înlocuirea lor cu forțele de legătură (eforturile) corespunzătoare. Se ajunge 
astfel ca rezolvarea sistemului static nedeterminat să se facă cuajutorul unui 
sistem static determinat numit sistem de bază, obţinut din sistemul real prin 
suprimarea unui număr de legături simple egal cu gradul de nedeterminare 
statică. Pentru sistemul de bază, necunoscutele sistemului real nedeterminat 
devin încărcări cu valoare necunoscută. 

Pentru structura din fig. 12.8, a de donă ori static nedeterminată (G,, = >), 
s-au considerat ca legături suplimentare, legătura orizontală in reazemul 
articulat A care prin suprimare se înlocuiește cu necunoscuta X, și o legătură 
interioară la stînga nodului D, în continuitatea barei, care suprimată se înlo- 
cuiește cu perechea de momente A. Se obține astfel sistemul de bază complet 
încărcat din fig. 12.8, b. 

Ecuațiile suplimentare pentru determinarea necunoscutelor rezultă din 
condiţia ce cele două sisteme, sistemul real nedeterminat şi sistemul de bază 
complet încărcat, să lucreze identic, adică să aibă aceeaşi deformată. Rezultă 
că ecuaţiile de condiţie vor exprima nulitatea deplasărilor pe direcţiile necunos- 
cutelor pe sistemul de bază complet încărcat deoarece, în sistemul real, pe 
direcţiile necunoscutelor, există legături, adică sînt ecuaţii de compatibilitate 
a deformatei. Pentru cadrul din fig. 12.8. cele două ecuaţii de condiţie vor ex- 
prima că deplasarea pe orizontală în A şi rotirea relativă la stinga nodului D, 
pe sistemul de bază acţionat de necunoscute și încărcările date, sìnt nule pentru 
că în sistemul real există legături pe aceste direcții. În continuare, se vor dez- 
volta aspectele prezentate aici pentru rezolvarea unei structuri static nedeter- 
minate prin metoda eforturilor. 


12.2.2. ALEGEREA NECUNOSCUTELOR ȘI A SISTEMULUI DE BAZĂ 


În metoda eforturilor, necunoscutele sint forțe de legătură san eforturi 
în legăturile suplimentare. Legăturile suplimentare pot fi considerate fie legă- 
turi la teren (reazem), fie legături interioare în diverse secţiuni de pe barele 
structurii. Rezultă că, pentru o structură se pot obţine mai multe sisteme de 
bază în funcție de legăturile considerate ca suplimentare, care se suprimă. 
Astfel, pentru cadrul din fig. 12.9, a, de patru ori static nedeterminat, se pot 
obține sisteme de bază fie suprimind numai legături exterioare (la teren), 
(fig. 12.9, b, c, d), fie suprimînd numai legături interioare (fig. 12.9, e si f) 
sau fie suprimînd și legături interioare şi legături exterioare (fig. 12.9, g și h). 

Necunoscutele corespunzătoare legăturilor interioare sint formate din 
forțe sau cuple perechi, egale și de sens contrar pe cele două feţe ale secţiunii, 


deoarece sint forţe de legătură interioare (eforturi). Necunoscutele corespun- - 


zătoare legăturilor. exterioare sint reprezeatate de cîte o singură forță sau 
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Fig. 129. 


cuplu pentru fiecare legătură simplă suprimată, deoarece sint forţe de legătură 
la teren (reacţiuni). Sensul necunoscutelor se ia arbitrar, din calcule urmind 
să rezulte sensul lor real. 

Sistemul! de bază are ca acţiuni încărcările date şi necunoscutele, pe care 
le poate prelua dacă este un sistem fix din punct de vedere geometric. Rezultă 
condiţia esenţială pe care trebuie s-o îndeplinească un sistem de bază şi anume, 
să fie un sistem static determinat corect alcătuit, adică să nu fie critic. Un corp 
are legături critice cînd, cu toate că are numărul de legături necesare (trei 
în plan), dispunerea legăturilor permite o mişcare momentană. În fig. 12.10 
se prezintă cîteva sisteme de bază cu legături critice peutru cadrul din 
fig. 12.10, a, de trei ori sialie nedeterminat (Gps = 3-2 — 3 = 3). 

Sistemul de bază din fig. 12.10, b, este critic deoarece este format dintr-un 
singur corp care se poale deplasa normal pe cele trei legături simple paralele. 
Sistemul de bază din fig. 12.10, c are legături critice deoarece este un corp care 
se poate roti în jurul articulației din A devenită centru instantaneu de rotaţie. T, 
pentru că direcția legăturii simple din C trece prin articulația A. Sistemul de 
bază din fig. 12.10, d este critic deoarece corpul central se rotește in jurul 
punctului 7 în care se întîlnesc cele trei jegături simple ale corpului. Sistemul 


Sistem real Sistem de bază critic Sistem de bază Gitic Sistem de bază critic 
a b . c d 
X2 X3 


X2 
X4 
x X 
| p x] c | ý s] 
d ă txs = E S d 


Sistem de bază critic Sistem de bază corect Sistem de bază corect Sistem de bază corect 


e f g h 


Fig. 12.10. 
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de bază din fig. 12.10, e are legături critice, rigla fiind legată prin trei pendulț 
paraleli care permit deplasarea pe orizontală. Sistemul de bază din fig. 12.10, f 
este corect fiind un corp simplu rezemat, direcţia reazemnlui simplu neintersec- 
tînd articulația. 

Sistemul de bază din fig. 12.10, g are legături corecte fiind alcătuit dintr-un 
cadro cu trei articulatii (ABD) și o grindă cotită simplu rezemată (articulaţie 
în E și reazem simplu în C). Sistemul de bază din fig. 12.10, A este corect alcă- 
tuit din acslași motiv cu precedentul. 


12.2.3. STABILIREA ECUAȚIILOR DE CONDIȚIE 


În primul paragraf s-a arătat că ecuaţiile suplimentare pentru determi- 
narea necunoscutelor rezultă din condiţia de comportare identică (eforturi 
și deplasări identice) între sistemul real nedeterminat şi sistemul de bază 


acționat de încărcările date și necunoscute. Notiud cu So mărime statică 
(efort, deplasare) într-o secțiune oarecare dintr-o încărcare dată (forțe, 
variații de temperatură, cedări de reazeme), cu Sg aceeaşi mărime pe sistemul 
de bază din încărcarea dată şi cu Sy aceeaşi mărime pesistemul de bază în- 
cărcat cu necunosentele, condiția de identitate între cele două sisteme este 


S = Sg + So (2.4 

Această relaţie este valabilă și pentru deplasări 
A = Ag t Ap (42.5) 
Ecuațiile de condiţie sub forma generală rezultă din condiția ca deplasările 


pe direcţiile necunoscutelor X; în sistemul real nrdeterminat să fie nule, de- 
oarece pe aceste direcţii există legături 


A, = Aix Ag = (12.6) 


în care deplasarea pe direcţia unei necunoscute, A;x. depinde de valorile reale 
„necunoscute ale forțelor de legătură suplimentare. 

Explicitarea necunoscutelor şi forma finală a ecuaţiilor de coudiţie se va 
prezenta pentru structura de patra ori statie nedeterminată din fig. 12.11, a 
folosind sistemul de bază din fig. 12.11. b. 


Cu T g 


— 
A B iS ES 
d t, 
i Sistem real Şistem de bază complet 
Gns 213 1+2 21-31} =4 încârcat 
-a b 


Fig. 12.11. 
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= Aplicind principiul suprapuneri efectelor pe sistemul de bază din fiecare 
necunoscută în parte și din încărcările date, deplasările pe direcţiile necunos- 
cutelor se pot scrie astfel: 


A = At Arp 5 A(X) rr AX) fe A(X) H ALA) + A =0 

A; = As An = Aa N) o AN) H AX) H AS) + An = 
(12.7) 

Aa Age Am = 4X) H AA) H AX) H Ag) E Asa =0 

A= Ads Ao = AND H AX) H Aaa) H Asa) t Apo IA. 


Parlicularizind pentru exemplul considerat, prima ecuație exprimă ro- 
tirea relativă nulă în articulația Æ, a doua reprezintă rotirea nulă în B, a 
treia şi a patra exprimă deplasări nule pe orizontală şi respectiv pe verticală 
în C, deoarece în sistemul real pe aceste direcţii în secțiunile respective există 
legături. Deplasările din necunoscute, A,(X,) (deplasarea pe direcţia necu- 
noscutei X; din încărcarea sistemului de bază numai cu necunoscuta X;) 
se pot exprima pe baza proporţionalităţii dintre încărcare și deplasare, în 
funcţie de necunoscute, astfel : 


AX) = AA, = IX, = du (12.8) 


òo = AX; = 1), fiind deplasarea pe direcţia X; din încărcarea sistemului 
de bază cu X; = 1. Ecuațiile de condiţie vor avea forma 


Ba1Xa H Bio tr drag tr uX tt Ap =0 
Ba Na i BeA ++ BzaNa tr Baa + An = 0 (12.9) 
3, + Baza + Basa + Baa H Aso = 0 
da + da i di3 Na i Sua i As 0. 


Generalizînd, pentru un sistem de n ori static nedeterminat, forma finală 
a cenaţiilor de condiţie, din care se determină valoarea necunoscutelor, este 


Su Xa E A ce e Bu Nb By ee + Buia Au =0 


Saua H Aaa Na eee e Baii H uNa ot eee + Ban Ăn H Aa = 0 
za (12.10) 
Sua z Sio Xa + F DaX; T DaX; Bin X T Ai 0 


SiR taae E A E Npr E Saat Am =0. 


O ecuaţie (i) exprimă nulitatea deplasării pe direcția necunoscutei Xę 
pe sistemul de bază încărcat cu necunoscute (X, ..., X,) şi încărcarea dată 
(forţe, variaţii de temperatură sau cedări de reazeme). Rezultă că un coeficient 
ò; are semnificaţia de deplasare pe direcţia necunoscutei X, din încărcarea 
sistemului de bază cu X; = 1, Termenul liber A, reprezintă deplasarea 
pe direcţia necunoscutei X; din încărcarea sistemului de bază cu încărcarea 
dată : (încărcări cu forţe A, variaţii de temperatură A, sau cedări de rea- 
zeme jar) y 
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Coelicienţii necunoscutelor şi termeniWliberi, avind semnificaţia de -depla- 
sări pe sistemul de bază static determinat, se vor calcula cu formula Max- 


well-Mohr : 
— coeficienţii hecinosentelai 


3 = Sf mu dz + Enf ii de a IEF dz (12.11) 
— termenii liberi din încărcarea cu forțe 

3 mM UN a 

A =5] ay + În nj Dde E [E az; (12.12) 


— termenii liberi din încărcarea cu variații de temperatura 
Au = Sa fm = dz + + Bafnh dr; (12.13) 


— termenii liberi din încărcarea cu cedări» de reazeme 
Aiar = —Srir (12.14) 


unde : m; Na l; reprezintă eforturile pe sistemul de bază încărcat cu X; = Í 
considerată ca încărcare unitară virtuală (pentru că se calculează deplasarea 
pe direcția necunoscute; X;); m, n, t} — eforturile pe sistemul de bază in- 
căscat cu X; = 1 (considerată ca încărcare care produce deplasarea 34); 
MO, N?, T} — eforturile pe sistemul de bază din solicitarea sistemului de bază 
cu încărcările date p; At — diferența de temperatură între feţele barelor ; 
i; — variaţia temperaturii în asa barelor față de temperatura de montaj ; 
h — înălţimea sectiunilor barelor ; a — coeficientul de dilatare termică liniară 
a materialului din care este alcătuită structura ; n — coeficientul de secțiune 
care line seamă de distribuţia eforturilor unitare tangențiale pe secțiune ; 
Er,å, — lucrul mecanic al grupului de forţe în echilibru format din X; = 1 
şi reacțiunile corespunzătoare prin cedările de reazeme reale A,. 

Diagramele m, n, din necunoscute unitare se mai numesc diagrame uni- 
tare sau diagrame de autosolicitare. 

În calculul coeficienţilor şi al termenilor liberi se va line seamă de obser- 
vaţiile tăcule la calculul deplasărilor cu ajutorul formulei Maxwell-Mohr, 
legate de ponderea diferiților termeni. Datorită faptului.că în cele mai multe 
cazuri secțiunile barelor nu se cunosc (A, F), că proiectantul pe baza experienţei 
şi a cazurilor similare își alege raportul momentelor de inerție ale secțiunilor 
barelor (///) faţă de momentul de inerlie al unei bare luată ca Teper (lo) 
și pentru a lucra în calcule cu valori convenabile (valorile integralelor o 
expresiile coeficienţilor și termenilor liberi fiind foarte mici datorită valorii 
foarte mari a numitorilor), se multiplică sistemul ecuaţiilor de condiție cu o 
rigiditate convenţională Eia şi deci se caiculează deplasările pe baza următoa- 
relor expresii: 

— pentru cadre şi grinzi (solicitate preponderent la încovoiere) 


Ely = 5 [= mam, dr; Ely = 5 jÆ m;M?dv; (12.15) 


— pentru arce 


Elu = PE man, ds + SR ds 
“ (12.16) 
Ehn = E [= mM? ds + DE n; Nos; 
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— pentru grinzi cu zăbrele 


cu A $ = 
EAgăi; IE nn; de © y nnd; Edi = Ze niNg. 


(12.17) 


Cocficienții principali 3; sînt întotdeauna pozitivi. Coeticienţii secundari 
pot fi pozitivi, negativi sau nuli. Pe baza reciprocităţii deplasărilor din forțe 
unitare, 3;; = ja rezultă că matricea coeficienţilor este a matrice simetrică 
faţă de diagonala principală. Coeficienţii, reprezentînd deplasări din necu- 
noscute unitare și obținindu-se pe baza diagramelor de autosolicitare, nn depind 
de încârcările date, ci numai de caracteristicile geometrice și elastice ale struc- 
turii. Rezultă că, pentru o structură supusă la diferite tipuri de încărcări, 
coeficienții necunoscutelor nu se modifică cînd se foloseşte acelaşi sistem de 
bază pentru fiecare încărcare. Pentru fiecare încărcare trebuie recalculaţi 
numai termenii liberi, ei depinzînd de încărcări. 


12.2.4. DETERMINAREA EFORTURILOR 
IN SISTEMUL STATIC NEDETERMINAT 


Diagra mele de eforturi se pot obţine prin suprapunerea efectelor pe siste- 
mul de bază acționat de încărcările date și cu valoarea necunoscutelor deter- 
minată din sistemul ecuaţiilor de condiţie ca încărcări exterioare pe sistemul 
de bază static determinat, pe baza relației generale stabilită anterior 


S= S% + Sr 


Astfel, considerind separat efectul fiecărei necunoscute și folosind dia- 
gramele din necunoscute unitare pe baza proporționalitătii între efort şi în- 
cărcare, diagramele de momente încovoietoare M, de forte tăietoare T şi de 
eforturi axiale N pe sistemul real static nedeterminat se obțin prin suprapu- 
nerea diagramelor pe sistemu! de bază din încărcările. date, MO, T°, N°, cu 
diagramele din necunoscute unitare m; n; t multiplicate cu valoarea deter- 
minată 'a neeunoscutelor i 


| + m, X, = M} + X m;X; 


i=t 


M = M} 4 mX, + mat e H mX: + 


Te AXi HeX ta HUX po HUX = Ta Dee (12.18) 


i=1 
n 
N = Np + mX, + mX + oae HX; ce H aXXa = N? E nN 
iz 


Pentru structuri încărcate cu variaţii de temperatură sau dedări de rea- 
zeme, deoarece din aceste încărcări nu se obțin eforturi pe sistemul de bază 
static determinat {M° = 0, T° = 0, N° = 0), eforturile pe structura statie 
SAAE minată se obțin prin suprapunerea efectelor necunoscutelor pe sistemut 

e bază 


(12.19) 
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Determinarea în acest fel a diagramelor T şi N nu este marcată deoarece 
implică trasarea diagramelor de forțe tăietoare k și de eforturi axiale n pe 
sistemul de bază din necunoscute unitare (X, = 1) şi diagramele din încărcările 
date (72, N?), diagrame care, pentru cadre şi grinzi, în general, nu sint ii 
sare la calculul coeficienţilor necunoscutelor şi termenilor liberi din ecuaţiile 
de condiţie. Diagrama de forțe tăietoare T pe sistemul statie nedeter pi 
se poate obţine pe baza diagramei finale de momente încovoietoare M, 
considerînd fiecare bară dublu articulată la capete și încărcată cu for tele ce-i 
revin și cu momentele de capăt extrase din diagrama M. Pe această bază se 
pot determina reacțiunile normale pe bară şi în continuare se paaa de 
grama T. Diagrama de eforturi axiale rezultă mai simplu pe baza condițiilor 
de echilibru ale nodurilor. SE 

În fig. 12.12, c—j se poate urmări obţinerea diagramelor de cioim pe 
cadrul din fig. 12.12, a, de două ori static nedeterminat. Sistemul de To 
din fig. 12.12, b s-a obţinut prin suprimarea a două legături în continuitatea 


barelor 7—2 şi 7—3 lîngă nodul 1, ceea ce echivalează cu o articulaţie totală 


în nod, deoarece bara 1—4 este articulată de fiecare bară din nod, 1—5 şi 
1—2. Apar ca necunoscute două momente, X, și Xa deoarece al treilea mo- 
ment pe nodul cu trei bare rezultă din ecuația de echilibru a nodului. Diagrama 
finală de momente încovoietoare M din fig. 12.12, f se obține prin suprapune- 


rea diagramelor Mp mM, și me 


M = M3 + ma + MXe 


X1 


Fig. 12.12. 


Cu această relație este suficient pentru trasarea diagramei M să se calculeze 
momentele la capetele barelor. Astfel, momentul M,, în capătul 2 pe bara 
2—1 se va obține prin însumarea algebrică pe sistemul de bază a momentelor 
din încărcările date și din necunoscute 


Ma = Mga + mb X, + mX, 


sau, în general, momentul în capătul j pe bara j —k se va obține 


n 
Mir = M}r + Emax 
i=1 
Cunoscind momentele la capetele barelor, structura reală poate -fi inlo- 
cuită cu mecanismul în echilibru din fig. 12.12, g obținut prin articularea cape- 
telor de bare şi înlocuind legăturile suprimate cu momentele de capăt. Fiecare 
bară devine astfel dublu articulată încărcată cu forţele ce-i revin şi cu momen- 
lele de capăt și se pot calcula reacțiunile R normale pe bară (fig. 12.12, h). 
Cu ajutorul acestor reacțiuni se pot trasa diagramele de momente şi de forţe 
tăieloare (fig. 12.12, i) pe fiecare bară ca pentru o grindă simplu rezemată. 
Diagrama de eforturi axiale N din fig. 12.12, k se obţine determinind eforturile 
axiale, de la capetele barelor, pe baza echilibrului nodurilor (ecuaţii de pro- 
iecţii). 
: Se observă că în diagramele de momente încovoietoare nu s-au trecut 
semnele, deoarece diagramele de momente, inclusiv cea finală, se desenează 
de partea fibrei întinse și deci sensul momentului într-o secțiune oarecare va fi 
astfel încît să întindă fibra de partea căreia este desenată diagrama de 
momente. 


12.2.5. OBSERVAȚII PRIVIND ALEGEREA AVANTAJOASĂ 
A SISTEMELOR DE BAZĂ 


S-a arătat mi înainte că sistemul de bază trebuie să îndeplinească o 
singură condiţie şi anume, aceea că trebuie să fie un sistem static determinat, 
să nu prezinte legături critice. În funcție de legăturile care se consideră supli- 
mentare şi se suprimă pot apărea diverse sisteme de bază. Dintre aceste 
sisteme de bază se alege acela pentru care operaţiile de calcul sînt mai simple. 
În acest sens se prezintă în continuare citeva observaţii privind alegerea avan- 
tajoasă a sistemului d> bază. 

O primă observaţie este aceea că este bine să se aleagă un sistem de bază 
pe care să apară necunoscute de același tip, ori forțe, ori momente. În acest 
caz, coeficienții sînt de acelaşi ordin de mărime, ceea ce conduce la erori mult 
reduse în rezolvarea sistemului de ecuaţii cu rigla, decit în cazul unui sisteni 
de bază care prezintă necunoscute de tipuri diferite, forţe și momente, cînd 
coeficienţii diferă ca ordin de mărime. În unele cazuri această observaţie nu 
poate fi respectată dacă se urmărește simplificarea calculelor. 

Un sistem de bază este bine să fie alcătuit din elemente simple, forţele 
de legătură şi diagramele de momente să se poată determina cît mai uşor. 
Astfel, pentru cadrul cu noduri fixe (cadre la care nodurile nu au deplasări 
translaţii) din fig. 12.13, a, cel mai simplu sistem de bază este cel din fig. 12.13, 
format numai din bare dublu articulate pe care diagramele de momente din 
necunoscute unitare şi forțe se trasează simplu, fără calculul reacţiunilor, 
deoarece se cunosce momentele la capetele barelor (articulaţii). 

Un sistem de bază avantajos este acela la care diagramele din necunoscute 
unitare se restrîng la cît mai puţine bare, conducînd la anularea unor coefi- 
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cienți secundari, ceea ce simplifică mult calculele. Astfel, peniru cadrul din 
fig. 12.14, a, sistemul de bază din fig. 12.14, b nu este avantajos. cu toate că 
“respectă prima observaţie, deoarece din orice necunoscută unitară se obţine 
diagramă de momente pe primul stip și deci nu se anulează nici un coeficient 
secundar. Mai avantajos este sistemul de bază din fig. 12.14, c, deoarece dia- 
gramele din necunoscute unitare apar numai pe barele traveei pe care actio- 
nează necunoscutele, ceea ce conduce, conform diagramelor unitare din 
fig. 12.14, e—l, la anularea următorilor coeficienli secundari : 


dup = Bag = di = Bas = des n = Šay = Öze = das 0. 


O altă recomandare este aceea că pe sistemul de bază ales, momentele 
din încărcările date, MS, să fie de acelaşi ordin de mărime cu momentele din 
diagrama finală M. Astfel, pentru grinda continuă din fig. 12.15, a, sistemul 
de bază din fig. 12.15, b este avantajos, valorile MP9 fiind de același ordin de 
mărime cu valorile M. Sistemul de bază din fig. 12.15, c, obţinut prin supri- 
marea reazemelor simple, nu este avantajos deoarece valorile M$ sînt mult 
mai mari decît valorile finale M, existînd posibilitatea de a introduce erori 
în calcul. Acest sistem de bază, care este o consolă, lucrează departe de siste- 
mul real fiind legat într-o singură secțiune la teren. 

În unele cazuri se pot utiliza şi sisteme de bază static nedeterminate, 
cînd numărul legăturilor suprimate este mai mie decît gradul de nedetermi- 
nare statică. Pentru aceste sisteme de bază trebuie să se cunoască (din tabele) 
sau să se determine (folosind un sistem de bază deterniinat) diagramele de 
eforturi din încărcările date şi din necunoscute unitare. 
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12.26. VERIFICAREA ECUAȚIILOR 


i amanta Fi 

sia Cocea ea e cut te ati 
ficare se face cu ajutorul ine pe eine aia 
simultană a sistemului de bază cu toat 
După terminarea diagra mai m, 
în diagramele unitare, ac 
prin însumarea diagra 


este util să se poată 
ondiţie. Această veri 
n p . eri- 
notată m, obținută din încărtarea 
ua te necunoscutele egale cu unitatea. 
et de apar na pentru ` depista eventualele greşeli 
gramă este aceeaşi cu i 

acea ș cea ob ă 
melor din fiecare necunoscută egală cu unitatea ai 
Mm = m +m t. Am Pe m =5m 
a = e 

C . . E 
„Cu ajutorul acestei diagrame se face v 
cienţilor ; dacă nu iese această verificare, 
necunoscutelor dintr- : 
au fost calculaţi greș 
____— Verificarea gl 
diagramei m, 


erificarea globală a tuturor coeti- 
pai ac z trece la verificarea coeficienţilor 
Du ocuaHo pi „depista în care ecuație coeficienții 
4 poi se face verificarea termenilor liberi. 

obală a coeficienţilor se face caleulîn i 


cu ea însăşi următoarea integrală pă cai ap 


da = X f Z az, 


niocuma m, prin su 1 amator unitar ezu 
Îni d "i 1 suma diagramal unitare, rezultă 


3, pm mat e e me i 
| dz = Pi ui 
a >] ppt Iaz... + 
i m? mm; l 
Ef Ede +f i de Dre det... DP az + 
I 


: mam, Maha 
Zi pad Dede + ae + Ep az... = 


= 3 
(nt daa H oe E Ban) (az H Bio H aaa H Bat Ba H ab 
F Ba Hae d daaa) = ut E 3 


iz iżj=1 


pr, 


trebuie să fie egal cu sumă 
L de ecuaţii. z 

(i) se face catculînd, prin 
= 1, următoarea integrală 


Rezultă că ðs: calculat pe baza diagramei ns 


i i mu 
tuturor coeficienţilor necunoscutelor din e 
— Verificarea coeficienţilor dintr-o ecuatie 


i : n N 
integrarea diagramei Me cu diagrama Mi din A: 


Această integrală va fi egală cu 


=+ mM re S PES 
` mim + mete Tin) dr = Ií da + gf = 3 
= Ef EI EI E 
n 
De L Ba ace + Bin = du 
+. f T dr = ĝa > aa ER 


3 N 
dintr-o ecuaţie, trebuie ca àis 


i rifi a coeficien lor i e ca die 
Deri ge are necunascutelor din ecuaţia res 


calculat să fie egal cu suma coeficienţilor 
pectivă. 


liberi se face caleulind integrala 


Verificarea termenilor 


care va fi egală cu 


(me ma ee 


Ap = 5] EI 
MaM, 
prsti a 


aleulaţi dacă integrala calculată Asp este 
i de conditie. u. 5 

din fig. 12.16, a de trei ori static 
i din încărcări, M 
liberi din ecuaţiile 


ii liberi si orect € 
ermenii liberi sînt c te ti 
s pilor liberi ai ecuaţiilor 


se consideră cadrul 
are, Mp Ma Ma $ 
nlii şi termenii 


egală cu suma terme 
Pentru exemplificare, i 
nedeterminat. Pe baza diagramelor uni 


(fig. 12.16 p—c), se determină coeliciv 
> E, ig 


de conditie 


mee 


Se determină diagrama m, (fig. 12.16, f) din toate necunoscutele egale 
cu unitatea la care se verifică că momentele la capetele barelor sînt egale 
eu suma momentelor respective din diagramele unitare. Se fac verificările 
menţionate lolosind diagrama m. 


Dia ED JZ dz = (ò + Goo H dag) t 2(Gra H 83 + Ana) 
ôu = D dz = òn + d + ĉis 
3 = Ef cai dz = 8a + Baa + Bes 
dz = Xf m d B3 = da2 T 8a3 
À p= Ef mar lr = Ap + Azp = day 


12.3. DETERMINAREA DEPLASARILOR PUNCTUALE 
LA STRUCTURI STATIC NEDETERMINATE 


Calculul deplasărilor punctuale la structuri static nedeterminate se 
poate face folosind expresia generală dată la cap. 10, deoarece la stabilirea 
acestei expresii nu s-au făcut restricţii asupra legăturilor structurii 


å; Meta ge t [Piz ara (n drf P 
f pI r ra K Ga da + | ncalo dz 


+ (ma dz -Från 


În aplicarea directă a acestei expresii la structuri static nedeterininate 
apare inconvenientul că atît diagramele de elorturi din încărcări M, N, 7. 
cit și diagramele de eforturi m; n, l; şi reacțiunile z; din încărcarea unitară 
virtuală, sint determinate pe sistemul real static nedeterminat. Deci, sis- 
temul static nedeterminat trebuie rezolvat și la încărcările date (forte, 
variaţii, de temperatură, cedāri de reazeme) şi la fiecare încărcare nnitară vir- 
îmală acţionind în secţiunea și pe direcţia deplasării căutate. De exemplu, 


l y l fa 


Pat 


@® Q 


(= f g 


Fig. 12.17. 
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pentru calculul săgeţii în secțiunea i la cadru! din fig. 12.17, a ar trebui 
terminate atit diagrama de momente din încărcarea reală 


Mp = M? + m, + MX, 


cit şi diagrama de momente pe sistemul static nedeterminat din forța unitară 
virtuală în secțiunea i pe direcţia săgeții 
m; = m} + MĂ, + mX 

m fiind diagrama de momente din încărcarea virtuală unitară pe sistemul 
de bază și, pentru a face distincție, necunoscutele din această încărcare sînt 
notate cu Xip Xs Xy, 

Se va prezenta în continuare cum se poate simplifica calculul deplasă- 
rilor la structuri static nedeterminate (fig. 12.17, b—h). 


12.3.1. DEPLASARI PRODUSE DE INCARCAREA CU. FORȚE 


Pentru simplitatea demonstraţiei, în formula Maxwell-Mohr a depla- 
sării elastice se reţine numai termenul corespunzător efectului momentelor 
incoşoietoare. Înlocuind momentul încovoictor din încărcarea virtuală uni- 
tară pe sistemul statie nedeterminat prin expresia sa, se obține 


pei + m Xi i MĂ teet a Xa) Ma dz 


M 
A, = [der n 


EI 


miM © yep MM yep Ma a 3 mM g 
f a dr + Xi f Ei dz + X;f H de +. t Xp z. 


În această expresie, în afară de prima integrală, restul integralelor sint 
nule, deoarece reprezintă deplasări reale pe sistemul static nedeterminat 
(pe direcţia necunoscutelor) care sint nule datorită continuității structurii 


[Mie ar = [T de = f Paz = 0. . (12.20) 
Ei EI EI 


Aceasta se poate demonstra şi prin introducerea expresiei momentului 
pe structura static nedeterminată, de exemplu 
MA + m Xa + MX, + oo + na) 
EI 


dz = 


mM, 
pma] 


p mM -pm mm Ma dr = 
=j uA păr + Xa] F dz +... + Xa f îi dz 


= Ap + Bu Boat eee Bia = O- 


care reprezintă prima ecuație de condiție. 

Rezultă çă o deplasare pe sistemul static nedeterminat poate fi deter- 
minată printr-un calcul redus, integrind diagrama de momente M din încăr- 
cările reale construită pe structura static nedeterminată cu o diagramă de 
momente din încărcarea virtuală unitară pe orice sistem static determinat 


obţinut din sistemul real. Analog se poate demonstra că se poate lua diagrama - 


de momente M$ din încărcarea reală pe sistemul static determinat şi diagrama 
de momente din încărcarea virtuală unitară pe sistemul static nedeter minat 


ARN 


(această variantă nu este avantajoasă deoarece diagramele M, N, T pe sis- 
temul nedeterminat sîut necesare pentru calculele de rezistenţă), Deci 


At, nN, T. CEY 7 
A; Bile dr Nr de Tp ; mMM, eN 
=f Er +f ZA dz + [n Za d j EI dr + f a de + 
AT d mM? nN? LT 
+ Înca de = Sida + EEE ded [n E aa. 


Observat ile stabilite la cap. 10 legate de ponderea termenilor în valoa- 
rea deplasării şi neglijarea unora dintre ei în funcție de solicitarea şi tipul 
barelor rămîn valabile. i 

Astfel, pentru cadre și grinzi 


m, 
&=f a =j 


mMM. 


= 2 dr. (12.21) 


da =] 


12.3.2. DEPLASĂRI DIN VARIAŢII DE TEMPERATURĂ 
ȘI CEDARI DE REAZEME 


Deplasările din încărcarea cu variaţii de temperatură pe sistemul statie 
nedeterminat se pot calcula luînd termenii respectivi din expresia generală 
a deplasărilor îi 


A: = [niat da + fma & dz 
t 


care prezintă însă iuconvenientul că trebuie rezolvat sistemul static nedeter- 
minat la încărcarea virtuală-unitară pentru a determina eforturile n, şi m; 

Se ajunge la o formă mai simplă de calcul plecînd de la suprapunerea 
le pe sistemul de bază care trebuie să aibă aceleași deplasări ca sistemul 
` ; 


A; = Ab + Ar 


n care, Afo este deplasarea respectivă pe sistemul de bază din variaţii de 
femperatură, A; este deplasarea respectivă pe sistemul de pază diu necu- 
noscutele date de variațiile de temperatură. Folosind deplasările pe direcția 
respectivă din necunoscute unitare, se poate serie i 


` y : E pa 
A; = Aio d du Xa tr SaNa ten Fr Sina A+ | Dinu X, dr + 
mim, q- o 
E ia XE Ar E mM, y- ; 
EIE Vedet... HSE N, de = Ah + 
Ei. maX, + mMXa Heo. My Np) dè 
EI Si 


1 Rezultă că deplasările pe structuri static nedeterminate se pot calcula 
cu formula 


A; = f nahda + fma a dz + | mA, dz + f mN az 4 


El EA 
KT; 
mda 
+ [9 a dz (12.22) 
31 — Mecanica construcţiilor — ed. 39 i F ART 
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"căre prezintă avantajul că nu. se mai rezolvă sistemul static nedeterminat la 
încărcârea virtuală unitară, ci numai la încărcarea reală cu variaţii de tem- 
peratură (M, N, Ta eforturi pe sistemul static nedeterminat din încărcarea 
cu variații de temperatură). 

Proced ind analog pentru încărcarea cu deplasări iniţiale (cedări de reazem) 
se obline % 


wM, 
S-ar 


A: EIrnâ, = åp + å = Arid, 4 z+ Tar i 
BT, 

+ În ~> dr (12.23) 
în care: r; sint reacțiuni din încărcarea virtuală unitară pe sistemul static 
nedeterminat ; rọ — reacțiuni din aceeași încărcare pe sistemul statie. deter- 
minal; Mnp N, şi T, — eforturi produse de cedările de reazeme pe sistemul 
static nedeterminat. i 


12.4. VERIFICAREA DIAGRAMELOR DE EFORTURI 
LA STRUCTURI STATIC NEDETERMINATE 


Diagramele finale de eforturi pe structura static nedeterminată pot fi 
veriticate punind condiția de continuitate a deformatei structurii reale în 
orice secțiune şi pe orice direcție pe eare există legături (A, = 0}. Cum în 
calculul redus al deplasărilor la sisteme static nedeterminate diagramele de 
eforturi din încărcarea virtuală unitară se pot lua pe orice sistem static de- 
terminat obținut din sistemul real, rezultă condiţiile generale de verificare 
a diagramelor de eforturi la structuri static nedeterminate sub forma : 

— pentru încărcarea en forțe 


mA, HN BRT 
àr=f pd r+} i da + fa Ga dt 0; 


— pentru încărcarea cu variaţii de temperatură 


A, = [njah da + fmo = da. f mei dz 2+ m a x fn sm dz =Q p 
l 


— pentru incărcarea cn cedări de reazem 


sH, RN, UT, 
Ap = EnA, e | PE de p 2 dae + a E de =0 
EI EA "RA 


în care : mg, ng, 9, ră sint eforturi și reacţiuni pe un sistem static determinat 
din încărcarea virtuală unitară pe direcţia unei legături suprimate pe direcţia 
căreia se verifică continuitatea ; M, N, T — eforturi pe sistemul static nedeter- 
minat din încărcarea reală. 
Pentru cadre şi grinzi la care se neglijează deformarea din eforturi axiale 
şi [orţe tăieloare, condițiile pentru verificarea diagramelor de eforturi vor fi: 
— pentru încărearea cu forțe 


A, = pi dz—0; 


482 vă: t 


— pentru incărearea cu variații de temperatură 
mM, 

i da =0 
Et 


bi 


= Îngata dr + fm a A dz + |= 


— pentru încărcarea cu deplasări inițiale 


A, =— Sili 


Asifel, pentru cadrul considerat în fig. 12.18. a, diagrama de momente 
din fig. 12.18. b se poale verifica calculind o deplasare care este nulă în siste- 
mul real, de exemplu, fie deplasarea pe orizontală «u. pe reazemul C (fig. 12.18, c) 
fie rotirea relativă 45, la dreapta nodului D (fig. 12.18. d). 


Fig. 1218. 


12.5. SIMPLIFICAREA ECUAȚIILOR DE CONDIȚIE 
i LA STRUCTURI SIMETRICE 


La structuri simetrice se pol obtine simpliticări importante în calcule 
dacă se utilizează proprietătite de simetrie ale structurii. O încărcare oare- 
care pe o structură simetrică, poale fi descompusă în componente simetrice 
şi antisimetrice (lig. 12.19, a-c). 

După telul încăreării, Ja o structură simetrică rezullă că: 

— la încărcări simetrice. deformata. forţele de legătură (exterioare sau 
interioare), diagramele N şi M sint simetrice, iar diagrama T este antisime- 
tricăã ; ' 3 

— la încărcarea antişimetrică, deformata, lorțele de legătură (exte- 
rioare san interioare), diagramele N şi M sînt antisimetrice, iar diagrama T 
este simetrică. 


p p12 PR “pla pr2 
tit . m | n ră <a 


: Jez 
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a. încărcare oarecare D. Încâraxe simeltică C. încârcare antisimetrică 
P Fig. 12.19. 
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Din aceste observaţii se deduce că la structuri simetrice, la care încăr 
carer s-a descompus în simetrică și antisimetrică, utilizarea proprietăţilor 
de simetrie permite efectuarea calculelor pe jumătate-de structură. La struc- 
turi simetrice sînt două procedee care permit aceleași simplificări : utilizarea 
sistemelor de bază simetrice şi utilizarea semistructurilor. 


12.5.1. UTILIZAREA SISTEMELOR DE BAZA SIMETRICE 


La structuri simetrice se pot obţine sisleme de bază simetrice dacă su- 
primarea legăturilor suplimentare se face în poziţii simetrice. Obţinerea siste- 
melor de bază simetrice se poate urmări pe exemplele din fig. 12.20, a—f. 
Folosirea sistemelor de bază simetrice va permite utilizarea proprietăţilor 
de simetrie menţionate mai inainte. Pentru aceasta, pe sistemul de bază si- 
metric necunoscuteie trebuie descompuse ca orice încărcare în componente 
simetrice şi antisimetrice. 


Fig. 12.20, 


Se vor urmări simpliticările care apar utilizînd proprietăţile de simetrie 
la structura din fig. 12.21, a, pentru care se alege sistemul de bază simetrie 
din fig. 12.21, d. Se descompun încărcările în simetrice și antisimetrice (fig. 
1221, b, c); de asemenea, se descompun necunoscutele simple Xo X Xa 


p p ` 
p/2 2 pr2 
P premete Pra mT arin 2 Pppemfrein eritem PI 


GQ. incârcore oarecare b. Încărcare simetrică RESA jo 


d, Necunoscute e. Necunoscute simetrice f. Necunoscute antisimetrice 


Fig. 1221. x 
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Xz xX X A. : 


X; X; în necunoscute simetrice X}, X} X, (fig. 12.21, 7) și necunoscute anti- ` 
simetrice X, X; (fig. 12.21, f) între care există următoarele relații : 


Kes X Xek er NRA 


X, =X; 


2 


Corespunzător descompunerii încărcărilor şi necunoscutelor X’ pe sistemul 
de bază în componente simetrice şi antisimetrice, se vor modifica şi ecuaţiile 
de condiţie. Astfel, considerînd, de exemplu, ecuaţia a doua pentru necunoscute 
corespunzătoare încărcării oarecare X' 


ba Xi F Br2N3 ok G Na H Basa H N; H A, = 0 


se obține, corespunzător descompunerii încărcării date 
— La încărearea simetrică (N, = Xi X= X;; Xi = X) 


DXi H (ð H aN H (òa H d) H As, =0 
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AXi + (024 Sa i d 5) OA 3) a + ai, =0 
dar 
vi * i 
, 2 — le mam. 
3 N dr Ma My m ci a dr t 
A al EI f 2 1 EF f 26I i 
mam, mam. 1 
i ami a am; 3, . 
-f 2E1 lae Sa dn 
A F, g mym; Pa + m, M — m, m + 7n, dr 
IA (n: m: dr 2 a $ 4 2 4 z 
at duza f 2 aB 2 El 
mma 
= pe irais 
forr aa 
34 ! 3 f (m; + mjm; dz | Ma + ms , m mM; M, + my de 
~ EI 2 2 2 EI 
Maha dz Ta 
= =à, 
or 2EI goa 
p types ni Mes Me 
A, [i 2 az g m+ m, Mp dë [z2 ay 1 i 
EI 2 EI 2E/ 2 


în care: m; sînt diagrame din necunoscute unitare X;, corespunzător incăr- 
cării oarecare; m; — diagrame de momente din perechi de necunoscute uni- 
tare X, simetrice sau antisimetrice. 

Integralele din produsul unei diagrame simetrice cu una antisimetrică 
sînt nule 


nm MaM l MaMa ia 
Iir ăz J- de Iire f dz = 0. 
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Deci, la încărcarea simetrică, ecuația: va conţine numai necunoscute 
simetrice „ 


bX; + Ba2Xa + da X + 
— La încărcarea antisimetrică (Xj = 0, X X} Xj = -X 


BANi + Be — DX + Ba — BA + Ai = 0 


sau si a 
y g X — X; , , Xy) z 
Ga — d) | Rac 3) E + a =0 
dar i 
s ra a A u Eii E 
A > ün, — mjm, 5 Ma + Ma Mt Mi Ma + My 
(82 — 80) = | r arad 2 2 2 EI 
mmy ip k Me 
P RTRA 
- - DEE 2 
ms i -m l dr 
p Pi = qm; — mmi a m, + m m, — m; Ma b Ry 
Gu — òa) f FI == | 2 2 2 EI 
1 
ză dai 3 ss 
pge Daz 1 
, msn e Ma ag , Mp” dă m Alp Ais 
4 H Y - = Sor 
seler SaNa ad = zô 


Deci, la încărcarea antisimetrică ecuaţia va conţine numai necunoscute 

antisimetrice 
Baa X, AR ass + A$ =9. 

Din cele arătate rezultă că în locul necunoscutelor simple N; se poate 
lucra cu necunoscute grupate, X; (simetrice sau antisimetrice) care acţionează 
în mai multe sectiuni. Coeficienţii și termenii liberi, capătă interpretare de 
deplasări generalizate, diagramele unitare pe baza cărora se calculează pro- 


venind din necunoscute grupate (fig. 12.22, a —j). 


Fig. 12.22. 
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Din cele demonstrate rezultă că, la structuri simetrice, alegînd un sistem 
de bază simetric cu necunoscute simetrice şi antisimetrice, sistemul ecuaţiilor 
de condiţie, datorită anulării coeficienţilor secundari rezultați din integrarea 
produsului unei diagrame simetrice cu. una anţisimetrică, se scindează- în două 
sisteme, sistemul necunosentetor simetrice şi sistemul necunoscutelor anti- 
simetrice. Astfel, pentru cazul studiat, se obţine 


Sua + Baa + Braa + Arp = 0 


òa Xa + Ay =0 Ba Xa b DXi F Ap =0 


dara i a2 Xa : 833 X3 i Azp 0 84X4 -H ds As + Asp =0. 


Dacă se descompune şi încărcarea dată în simetrică şi anlisimetrică, 
la încărcarea simetrică apar numai necunosculele simetrice şi la încărcarea 
antisimetrică apar numai necunosculele antisimetrice, celelalte fiind nule. 
Cu ajutorul tor se determină diagramele de momente pe sistemul static nedeter- 
minat din încărcarea simetrică și respectiv antisimetrică 


M = AD p m N + ma + MĂ 
My = MZ” + mX + mN 


În plus, toate calculele pentru coeficienți, termeni liberi şi diagrame 
se pot face pe juinătale din structură. datorilă simetriei și antisimetriei dia- 
gra melor. - 

Diagrama finală din încărcarea iniţială se obţine prin suprapunerea 
celor două diagrame 


M = M p Mea, 


12.5.2. UTILIZAREA SEMISTRUCTURILOR e 


Efectuarea calculelor practice pe jumătate de structură, aşa cum s-a 
arătat mai înainte, conduce la ideea utilizării semistructurilor. Acestea se 
obţin din structura întreagă prin secţionare după axa de simetrie. În sec- 
iunile din axa de simetrie se introduc legături destinate să înlocuiască efectul 
jumătăţii de structură îndepărtată asupra semistructurii rămase. Aceste le- 
gături fac ca deformata semistructurii să coincidă cu deformata structurii 
corespunzător încărcării respective (simetrică sau antisimetrică). Ele se sta- 
bilesc astfel încît să permită şi să împiedice aceleași deplasări ale secțiunilor 
din axa de simetrie care apar sau sînt nule în deformata structurii întregi 
corespunzătoare încărcării simetrice sau antisimetrice. 

Stabilirea semistructurilor pentru încărcare simetrică sau antisimetrică 
se poate urmări pe exemplele din fig. 12.23. Pentru cazurile din fig. 12.23, a şi b 
(axa de simetrie taie o bară) din analiza detormatelor rezultă : 

— la încărcare simetrică, secțiunea s din axa de simetrie are v, +0, 
u, =0, 9, =0, deci trebuie introduse legături care să împiedice deplasă- 
rile u şi o (incastrare cu translație sau ghidaj); i 

x — la încărcare antisimetrică, deformata antisimetrică impune secțiunii s 
din axa de simetrie v, = 0, u, # 0,. p; Æ 0, deci se introduce reazem simplu 
care să împiedice deplasarea paralelă cu axa de simetrie. 
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incârcare ontis'metric 


incârcare simetrică 


pt EEE uda a 
Snsa è Gns=3 


a 
. 


je 


us2 20 Ys2= 
` Psg #0 


Fig. 12.23. 


Pentru cazul din fig. 12.23, c (axa de simetrie coincide cu un stilp) la 
“încărcare simetrică toate deplasările secțiunii s sînt nule deci ar trebui in- 
trodusă incastrare (mai corect s-a introdus stîlpul sub formă pendulară pentru 
M= 0 şi T =0 şi ghidaj de riglă, aceasta pentru a nu uita că în stilp N#0 
şi că la încărcare eu varialii de temperatură stilpul se poate alungi și deci 
v, # 0). La încărcare antisimetrică, stilpul central se deformează, pe el apar 
momente încovoietoare şi deci trebuie să rămină în semistructură. Stilpul 
din axa de simetrie în semistructură trebuie să aibă aceeași deformată cu 
stilpul în structura întreagă. Cum momentul pe acest stilp în semistructură 
este jumătate din momentul pe stilpul de la structura întreagă (M; = M,/2). 
din egalitatea curburilor 4 


rezultă că în semistructură stilpul se ia convenţional cu moment de inerție 
pe, jumătate (1; = 1/2). i 
© Pentru cazul din fig. 12.23, d se observă că, la încărcare simetrică, stilpul 
central se menţine sub formă de bară dublu articulată deoarece. în el apare 
numai efortul axial, iar la încărcare antisimetrică reazemul simplu pentru 
secțiunea s} nu mai este necesar deoarece deplasarea ei pe verticală este Ìm- 
piedicată de stilp. . 
Ca o verificare a stabilirii corecte a semistructurilor trebuie ca suma 
gradelor de nedeterminare statică pentru semistructura corespunzătoare 
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încărcării simetrice și pentru semistructura corespunzătoare încărcării anti- 
simetrice să fie egală cu gradul de nedeteriminare statică al structurii întregi 
(Grs = Gas + Gu). 

O dată stabilită semistructura, se rezolvă ca orice structură la încărcările 
ce-i revin și apoi se trasează diagramele pe intreaga structură, simetric sau 
antisimetrice, după încărcare. Dacă încărcarea este oarecare, diagrama finală 
se obține suprapuniad efectele pe întreaga structură 


M = M p M”. 


Aplicația 12.1. Pentru cadrul din fig. 12.24, a să se determine diagramele 
de eforturi și să se calculeze săgeata în capătul consolei (;) şi rotirea no- 
dului 2 (92). 


20 kN/m 
LOKN eerbare 
o| | 2 5 
9| I I 
3 
5.00 09 


Fig. 12.24. 


1) Structura este de două cri static nedeterminată 
Gus = (3-1 + 2-1) — 3-1 = 2. 


2) Sistemul de bază (fig. 12.24, b) s-a obținut suprimind o legātură 
în încastrarea + şi în nodul 7 unde rămin articulații, deci necunoscutele X; 
și X, sint momente. Ecuațiile de condiţie sînt 


daN, + BaN, + Ap = O. 
3) Diagramele din incărcările date (470) şi din necunoscute unitare 
(m, şi m.) pe sistemul de bază sint date în fig. 12.24, c, d ṣi e. 
4) Caleutul coeficienţilor și termenilor liberi (h = 1) 


Io 1:3 ENE ae 
Elda = 5 a mi dz : 3 BE a) +3000) = 


a 1, Pia -6 d 
Ehðo = E f 2 m as na ao a 


1 
2 


Ee 3: 


a la 
Elp = Ela =E f 7 Mama dx F 
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Ely = X |Z m de se -6-90) 0) -5 


1 (2) 1) 180 

3 

x a, 172 11606) (2 
E Any = Sens Mas = (3 6-90) (2 aJ- H - (z-)- 


SE, 1 20: Ju = —230. 


Verificarea coeficienţilor şi termenilor liberi cu ajutorul diagramei m, 
din fig. 12.24, f 


tău = 3 EE (3 
E) ES) E 


ENES: = Eln + a + 28) = 5 +4 +23 = 15. . 


Se verifică 


160 -6 


Jo 2 


islig 
wW 
— 
1 
— 
w 
IN 
Fa, 
— 
u| 
= 
— 
imee 
a 


Elâss — Elda 
ET TA E cs E E z 1 (1506/2, I. 
EAn = Èf? măi da ale 6 90) 45) al ` IE 244 1) 
= le „9 pl 1) = — 430 
pă 3 3 


EISA = Eln + Aan) = —180 — 250 = —430 


Se verifică 


Elodsp = ENZA- 
5) Determinarea necunoscutelor din sistemul de ecuații 
5X, + 3X, — 180 = 0; X, = —2,7 kNm 
3X, + 4X, — 250 = 0; X, = 464,5 kN-m. 


6) Determinarea diagramei de momente pe sistemul static nedeterminat 
prin suprapunerea efectelor pe sistemul static determinat 
M = M} + mX, + m Xa 


Se determină cu această relaţie momentele pe fiecare capăt de bară; 
între aceste valori, diagrama variază după o anumită lege în concordanţă 
cu încărcarea (ca la bare static determinate), (fig. 12.25, a) 


Ms = M,e = 0+1(—2D +0 27 kN-ni; 
Maa 120 + 1(—2,7) + 1(64,5) = —53,2 kN-m 


Man 160 + 1(—3,7) + 1(64,5) = —98,2 kN-m; 
Ma2 = 0 +0 + 1(64,5) = 64,5 kN-m. 
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7) Verificarea diagramei de momente se face calculind deplasarea pe 


“orizontală în reazemul 3 (fig. 12.25, d) 


Eu, TEE 3) Pa 1 [H z 9-6] (3) +2 = 3 je 3) = 


3) 8,1 — 85,9 + 174,6 — 96.7 = 182,7 — 182,6 = 0. 


8) Diagrama de forțe tăietoare T (fig. 12.25, d) se determină pe fiecare 
bară pe baza momentelor de capăt și a incărcărilor. Astfel, pe bara 1—2 
cousiderată ca dublu articulată încărcată cu forțele ce-i revin şi momentele 
de capăt (fig. 12.25, c) se determină reacțiunile normale pe bară și apoi rezultă 
diagrama T. Pe bare la care momentul variază liniar, forța tăietoare va [i 
constantă fiind egală cu panta diagramei de momente. În acest caz, semnul 
se poate stabili mecanic şi anume, dacă bara se roteşte orar pentru a mătura 
diagrama M. T este pozitiv. 

Eforturile axiale N rezultă din echilibrul nodurilor (fig. 12.25. e, f)- 

9) Pentru determinarea deplăsărilor cerute, v; şi ọẹ încărcările unitare 
virtuale se pot considera pe orice sistem static determinat obținut din sis 
temul real (fig. 12.26). 


Fig. 12.26. 


ul 
Š 
1 
ll 
j= 
— 
3 
pa 
iv 
= 
=x 
2 | 
N 
—— 
mm 


E 2) ab ee) 2) + 


15 -3 : 
Elpa i 53 58,2 -3 


39,1 
-1 = 9,45; v m; rad. 
2 2 =) $ OEI Pa 
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Aplicația 12.2. Să se traseze diagramele 


p 
prea de eforturi A, T, N pentru grinda din 
I | > > fig. 1227 


Gus aid, 


X4 X2 
sBA€ rA Sislemul de bază a rezultat din supri- 


marea legăturilor suplimentare pe direcția 
& ~AS momentului din încastrare şi a reacţiunii 

MB orizontale din reazemul B. 

Sistemul ecuaţiilor de condiţie este: 


14 
F pum + DEALER 
m 3 X2: 213 i 
Aa EDn = fmi de = ——=3 
| 


m A . Elda = | mdr = 0 
nz ME Elp = Elda = | mm, dz = 0 
CA aie PN BE 


EIA p = | mg de =a zf: >= 2 


ENA, = | mag dr = 0. 

Dacă în calculul coeficienţilor ecuaţiilor de condiție se reține numai inte- 
grala momentelor incovoietoare, sistemul poate fi considerat ca aviud o 
singură nedeterminare statică : 
pE 


P p 
P 0; X, 
23 3 


i 
Xa + åp =0: Fi Na t 


Pentru sistemul de bază încărcat cu forțe și necunoscute, aplicind supra- 
punerea liniară a efectelor, se obţine 


z") pi? 


Ma = M3 + maX = 0 +ı{ 7 = 


şi în continuare se trasează diagramele M şi T (fig. 12.28). 


Fig. 12.28. 


Pentru diagrama T se consideră grinda articulată la ambele extremităţi 
şi se determină separat reacțiunile corespunzătoare încărcării cu forțele date 
și reacţiunile corespunzătoare încărcării cu momentul M,;  suprapuninăd 
cele două efecte se poate trece la trasarea diagramei T 

5 pE 1 E 5pl A 57 + 0,5625 
8 2 8 8 8 


pë. 
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i Aplicația 12.3. Să se traseze diagramele M, N, T pentru cadrul din 
fig. 12.29, a cu verificarea ecuațiilor de condiţie și a diagramei finale de mo- 
mente incovaietoare 
Gas = 32 — (1 +1 +21)=2. 
E Trecerea la sistemul de bază se face prin introducerea unei articulaţii 
în nodul C (fig. 12.29, b), momentele incovoietoare X, şi X, fiind necunoscutele 
suplimentare. 
Diagramele unitare m, şi m, sint trasate în fig. 12.30, a, b, iar diagrama 

M dată de încărcarea cu forţe, în fig. 12.30, c. 


20 kN/m 


7 4 È 
c 
B a CN 2 A x 
I 151 5 
sa. 
A D 


200, 409 300 i, 3.00 
a b 


Fig. 12.29. 


00 


[A 


Sistemul fiind de două ori statie nedelerminat, ecuațiile de condiţie 
sînt: 


E 0,714 -4 
ERB, = E f — nå dz £ 
Iz 2 
pi, OMA i iute 
2 2 3 Dia 
1 16 
+= - 
2 2 
4 2 


Elia = 5 f + mê dz 


Fig. 
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714 -4 2 1 0,7144 $ îi 
Elda =] 7 mm dx om a 1+5 L ttt -4-1 = 2,667 
n 51 2 Bt 2 
El =X] z mM? dz SLE 20.714 LAAL. E ona- 
ete E E ES TE E E 1 77,35 
2 Z 2 3 2 3 2 f 
s 5 -4 2 1 94d- 
Elp =5f - mAg de =- Pa L a 
1 2 ud 
+E È 40-41 = —10647 


3,163 X; + 2667X, — 77.35 = 0 

2,667X, > 4443X, — 106,70 = 0. 
Pentru verificarea coeficientilor şi termenilor liberi din ecuațiile de 
condiție se incarcă sistemul de bază cu N, = 1. Xj = 1 simultan și se tra- 


sează diagrama de momente încov oietoare m, (fig. 12.30, d). 
a) Verificârea globală a coeficien|ilor pecunoscutelor sistemului de ecuaţii. 


Se încarcă sistemul de bază cu N, = 1 şi X, = 1 simultan și se calculează 
EPA PES 4 2 1,7141 -4 2 pi i 1.7144 2 
IÈ, 2 de FIA 4 - 1714 4 
Els =} ) a m dx 3 A 7 Es = ; 7 4 
714-4 + 1 2-14 2 1 3.4 3 
; E pa PE, PNI a at z 1714 4 
a 2 3 2 2 E ani 2 2 3 
1 1.5 2 î 1-6 
} E pal = 1295 
13 2 3 2 2 3 


Pentru verificarea globală 'a coeficientilor necunoscutelor trebuie ca 
Bes = Baa + Gr T day + Baa 

FIG + b + Bau + Saa) = 3.163 + 2,667 + 2,667 -+ 4,443 = 12.93. 
Deşi verificarea corespunde, iei Pa date se vor eiceta veri- 


ficările parțiale pe ecuații. 
b) Verificarea coeficientilor necunoscutelor peniru „prima ecuație. Se 


calculează coeficientul auxiliar 


E Ai 14 2: 1 17At 
EBL=}f 7 mm, dë = = 3 -0,714 4 ` - 
F 2 ; 2 
Ioas 1O O ca E E IE E NC e E N 1 24 2 
0,710 pa et ->14 -0,714 +>. 1+ 
3 2 2 3 2 2 3 2 2 
1 16 2 t 
E Pa N E 
zoa 


Pentru verificare, trebuie ca: 8, = Bus + òi 
EIn + 82) = 3.163 + 2,667 = 5,83. 
e) Verificarea coeficienţilor -necunosculelor pentru ecuaţia a doua. 
Se calculează coelicientul auxiliar 


EBs =X] = mm, dx nan = -14 L. 1 mita 4.1 -+ 
1 5.1 2 si 
.— -2.1 = 7,11 
tz 2 3 


Pentru verificare trebuie ca : 35 = 8a, + 822 
ENS, + a) = 2667 -+ 4443 = 7,11. zeta 
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d) Verificarea termenilor liberi- Se calculează coeficientul auxiliar 


a D i = : 
BIAsp = X [> m, M? dz Mat Dagaa Li 2 e 
Ty p 3 2 <a I? 
1 MA4 1 1 a IRI 7 
apa g 0A (L74 +9) 184. 
Pentru verificare, trebuie ca Asp = Ap + Azp l 


ENA» + åa) 77,35 — 106,7 184,05. 


Pe baza acestor verificări rezultă că ecuațiile de condiţie sînt serise 
corect. Din rezolvarea sistemului de ecuaţii rezultă peniru necunoscute 
valorile 
X; = +86 kN-m; X, = 18,85 kN-m- 


Ru pla diagramele m, şi m, cu valorile necunoscutelor X respectiv X, 
şi efectuind suprapunerea efectelor pe sistemul de bază în secțiunile de la 
capătul barelor, se obține diagrama finală de momente încovoietoare 
(fig. 12.31, a) 


M = M$ + mX, + mX, 


Mg = —40 +0 4+0 = —40 kN-m 
MY = —91,4.-- 0,714-8,6 -+ 1-18,85 = —66,4 kNm 
ME = —51,4 + 0,714-8,6 + 1-18.85 = —26,4 kNm 


Mg = 0 -} 1-8,8 + 1-18,85 = 27,45 kN-m 
Mă = 0 + 1-8,6 = 8,6 kN-m 
ME = 0 40 + 1-18,85 = 18,85 kNm. 


66.4, 20 kN/m 


glemm e 86 
625 (6 tes) hias as a ES 
Tac 1435 


E a cil i i 
cp Se ss 3768,85 
3 165 

40 53.5 1435 x 
i | fs asi ay af P> 

65fio35 3% AB Ag 

9 
d - to 


Fig. 12.31. 
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Condiţia de echilibru a momentelor pe m 
durile B și C este realizată (fig. 12.31, d). Dia- 
grama de forţe tăietoare rezultată pe baza, dia- 
gramei M este prezentată în fig. 12:31 b și e 

Pentru determinarea diagramei N se uti- 
lizează condiţiile de echilibru ale nodurilor B 
și C exprimate prin proiecții (fig. 12.31, e). 

Verificarea diagramei finale de momente încovoietoare se face calculind 
cu ajutorul acesteia rotirea relativă in articulaţia B (fig. 12.32). care în sistemul 
real este nulă 


Elo = Sf = mM dx 


Aplicația 12.4. Să sc traseze dia- 
gramele M, T, N pentru structura 
din fig. 12.33. 

E = const; f,/A, = 0.0667 m2; 
Gas = 3-3 — (8-1) = I. 

Sistemul are un grad de nedetermi- 
nare statică (nedeterminare interioară), 
iar ca necunoscută suplimentară s-a ales momentul încovoietor în secţiunea 
de la mijlocul riglei (fig. 12.34, a) 


Fig. 12.33. 


ua + Ara =0 


FA KAS a 
A O A E AS 
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20000. ŢI PROPRIETATEA ra 


LD DID pe pa 


Ş În calcului deplasărilor elastice ă,, şi Ap (fig. 12.34, b—e) se ţie seama 
şi de influența: forțelor axiale numai în barele articulate (zăbrele) 


7 3- 
Enu = Sf max + Ep 


aa. 1-1 2 
-mde = 2 Siad 1-21) + 


ALOON AZE + btaa — 5,444 


l, I . 
ELA =} Í 7 mM, dr +5 FI n Ng dz = 2| ui + 
, 2 3 
EE AL g0.a i 7 73. 13 17 
ra z T 718002: + 20,067- (180/7 /3-/F — 180-1-1 — 


— 180-2-1) = —296,17 


e ace A 298.17 


EA Sia 514 Nem. 


Prin suprapunerea efectelor pe sistemul de bază ìn secţiunile de la cape- 


` tele barelor se obține diagrama M prezentată în fig. 12.35, a 


M = Mp = nu 


Diagrama T s-a dedus din diagrama A (fig. 12.35, b, d). 


f Diagrama N s-a dedus prin suprapunerea efectelor pe sistemul de bază 
(lig. 12.35, c) i 


N= NHN, 

Nasen = —180 + 1-544 = —125,6 kN. 

125,6 kN. 
Nae = Nor = 180 J2 — [7-544 = 125,6 /I kN 


Neg = Nep = —180 + 1-544 = 


Npr = 180 — 1 -54,4 = 125,6 kN. 


E sepita zh (80 RO 
FY (26236, 80 E în 
are somis iae 30 
k Ale NodB ` 
c d 
ag l 
1255 


Fig. 12.33. 
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Aplicația 12.5. Să se traseze diagramele M, T 
fig. 12.36, a, supus unei variaţii de temperatură conform figurii. 
Caracteristici geometrice şi elastice ale elementelor cadrului : 
E = 200 000 daN/fem? = 2-10” kN/m? 
0.3 -0,43 


I = SR = 00016 mt = h; I, = XE 02 = 0,003125 mi 


30 30 
B 8 CO gop 19510 1951 
n + 
| ha 
DA Sen |. lo SB. tlo 
È J 
E ac, 
2 
a b 


Fig. 12.36. 


Trecerea la sistemul de bază se face prin suprimare de legături la terem 
(fig. 12.36, b); reacţiunea orizontală din'E şi cea verticală din D devin necu- 
noscute suplimentare. 

Diagramele unitare m, Mg My ha sint trasate în fig. 12.37, a—d iar ta- 
belul temperaturilor în axa barei și a diferențelor între cele două fețe este 
prezentat în fig. 12.37, e. 


` 


20 
20 
10 


Fig. 12.37. 
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„ N pentru cadrul din 


Sistemul ecuaţiilor de condiție este: 


X Teta EE E E erai 
Ehn = Efm dă = 2 E.E a 4 = 83,67 
Ehn = Se mzde = 3 ŽŽ 2-5 = 42,70 
0.2 Š T% a2 = 
1 55 > 
= š - -4 25,60 
Elda fe mame da sal 5 


EA, = El mon + Za a.) = 2-107.0,0016-10-3. (57 5 
t 


30_ P CEB! 30 a3 10 , s=) 648 
0,4 2 0,5 0.4 2 
ETA = El (Z290 + Sa a=) = 2-10" -0,0016 -10 (5 1-4 + 


S 3 3.3 20 5.5 i, 
13 E 00 di „23 — 432,5. 
0ă 2 0,3 2 


În fig. 12.37, f, pentru fiecare bară în parte s-au punctat fibrele supuse 


unei temperaturi mai inalte, necesare stabilirii semnului termenilor din ex- 
presia A,, . 


83,67X, — 25,6X, — 648 =0; X, = 5,7 kN 
—25,6 Xa + 427X; + 432,5 = 0; X, = 6,71 kN. 


Diagrama de momente încovoietoare se obține sub forma M = m, X, }+ 
+ M,X, și este prezentată în fig. 12.35, a. 


22.8 sa 335 


; SEE TA 67 c7 67$ Te d7 si. 


pe mira Permen CO 
13.4 
67 N) WS 
í EA 53 57 s se, 


5,7 
j 52 
|_ce > azl ji? E i 
57 H 67 s7 IAB TE 
Í NAg=67 Ngg=13.4 
Fig. 12.38. 
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` De remarcat absenţa termenului M?, deoarece variația temperaturi! 
nu produce eforturi la sistemele static determinate ci numai modificări ale 
configurației geometrice (deplasări). Se trasează în continuare diagramele T 
şi N (fig. 12.38, b, ©). 
Aplicația 12.6. Să se traseze diagramele de eforturi M, T, N pentru 
cadrul din fig. 12.39, cind se produce cedarea reazemului E cu valorile 
prezentate în figură (v. aplicația 12.5). p 


Eh = 2-107-1,6-10 = 3,2-10! kN-m?; Gr = 2. 


Sistemu! de bază, necunoscutele suplimentare, diagramele de eforturi 
unitare şi reacțiunile pentru situațiile auxiliare de încărcare sint „prezentate 
în cadrul aplicaţiei 12.5 (v. fig. 12.38 şi 12.37) 


„Elu = 8367; Elda = 42,70; Eldy = ElBn = —25,60. 


D Se încarcă sistemul de bază cu X, = Îşi 
reacţiunile corespunzătoare (v. fig. 12.37, a). 
1,9510 Lucrul mecanic efectuat de necunoscuta 
ug =10mm unitară şi reacțiunile corespunzătoare r} 
pareurgind deplasările reale date va fi 


2 gg 
s i fes 20mm Elsa, = -EEn A, = 


Fig. 12.39. 3,2-10*(—1+0,01)=320. 


Se încarcă sistemul de bază cu X, = 1 şi reacţiunile corespunzătoare 
(v. fig. 12.37, b). Lucrul mecanic efectuat de X, = 1 şi reacţiunile r, par- 
curgind deplasările reale date, va fi 


EhAa, = EREA, = —3,2-10%(2-0,02) = —1 280. 
Sistemul ecuațiilor de condiție este 
83,67 X; — 25,60 X, + 320 = 90; X, = 663 kN 
—25,60 X, + 42,70 X, = 1 280 = 0; X, =33,9 kN. 


= ţ 
Diagrama de momente încovoietoare se obține sub forma M = m,X, + 
-+ MX; şi este prezentată în fig. 12.40, a. Şi în acest caz este de remarcat 


IRERE, mar, 


absenţa lui m; cedările de reazem nu produc eforturi la sisteme-static de- 
terminate ci numai modificări ale configurației geometrice. Diagramele T 
și N sînt reprezentate in fig. 1240, b, ce -> 

Aplicația 12.7. Să se determine eforturile axiale în barele grinzii cu zăbrele 
din fig. 12.41, a 


Fig. 1241. 


Sistemul este de două ori statie nedeterminat. Sistemul de bază rezultă 
alegind ca necunoscute eforturile in barele 2—6 şi 4—6 (fig. 12.41, b). 


Sistemul ecuaţiilor de condiţie. va fi 
aa Xa + òX + Ap =0 
aX, + aN, + Ap =0. 


Datorită simetriei structurii se poate. obţine o descompunere a sistemului 
de ecuaţii în ecuaţii independente. , 

Sistemul de bază s-a oblinut prin secţionare de bare în pozitie simetrică, 
deci necunoscutele apar şi ele în poziţie simetrică (v. lig. 12.41, b). Aceste 
necunoscute vor fi grupate la incăreare simetrică (fig. 12.42, c) şi la încărcare 
antisimetrică (fig. 12.42. f). Această operaţie este efectuată în fig. 12.42, a—f. 
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Încărcările exterioare au fost descompuse în componente simetrice şi 
antisimetrice, cărora le corespund diagrama N$ simetrică, respectiv anti- 
simetrică (fig. 12.43). 

Se observă că în sistemul de bază s-au secționat barele 2—6 și 4—6 
fără a le suprima. Cele două jumătăţi ale fiecărei bare astfel rezultate sint 
mecanisme, însă forţele care le acţionează sint în echilibru şi mecanismele 
rămîn în stare de repaus. 


Fig, 12.43. Á% 


În calculul coeficienţilor ecuaţiilor de condiţie se va ţine seama și de 
influenţa forţelor axiale de-a lungul barelor secționate. 

în urma grupării necunoscutelor și a descompunerii încărcărilor în com- 
ponentele simetrice şi antisimetrice rezultă 


3u = Ef PM dr — numai din componenta simetrică ; 
1 3 3 1 4 4-4 4 
EA 23 4 pill + 
2 5 2 5 5 5 5 
41-51 41,23 1.2) = 33,08 
` E pas y ` 
dn = da A [o da — se integrează o diagramă simetrică cu una 
antisimetrică ; 
png ns Ela P i 
d =X] a dz — numai din componenta antisimetrică ; 
LI. 3 1 4 4 4 4 
EA = De ep 4 
aran e 32 5 502 5 5 
+1 5-1) = 28,76 
DN nat) p ki 
Ap=5 ape — numai din componenta simetrică; 


EAA = 82| -2 303 —100-5-1 — 80-4- A 1 458 
1g 2 5 3 


` payar e su FA ALE 
Aa = DE ae — numai din componenta antisimetrică ; 
i 1 3 5 
EA ^p 2-30- —-3 54. 

2 5 
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Deci sistemul de ecuații s-a scindat în două ecuații independente : 


dA + Ap =0 — provenind din componenta simetrică ; 
3 1 438 
X, = = 44 EN 
33,08 
X> + åp = 0 — provenind din componenta antisimetrică 
f 54 miză 
X, = = L837 kN. 
ŽO 28,78 


În vederea determinării diagramelor de eforturi axiale finale, se suprapun 
efectele pe sistemul de bază separat, pentru cele două componente, simetrică 
şi antisimetrică (fig. 12.44), urmînd a se aduna diagramele obţinuţe 


N = Apr Xa NO = Apr n Nas N = Nr A, 


Aplicația 12.8. Să se determine diagramele de eforturi.M, T, N utilizind 
procedeul semistructurilor pentru structura din fig. 12.45, a. 

Caracteristicile geometrice și elastice ale elementelor cadrului sint ş 

A -0t 1 -0,62 
= LEME L 0,00213 mi = h; T, = CEOE 


12 12 


— 0,0072 mt = 3,375 h; 


Isı 


BJA: = 0,68 m? 


Încărcarea dată se descompune într-un grup simetric și unul aatisimetric- 
Structura avind simetrie elastică şi de rezemare poate fi tratată în conti- 
nuare prin procedeul semistructurilor. 


20kNim 10kN/m 10k N/m 
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“Semistructura corespunzătoare unei incărcări simetrice este prezentată în 
fig. 12.45, b, iar cea corespunzătoare unei încărcări antisimetrice în fig. 12.45, c. 
1) Rezolvarea semistructurii pentru încărcarea simetrică 
Grs = 3-2 — (3-1 +1) =2. 
Trecerea la sistemul de bază se face prin introducerea unor articulații 


în nodurile B şi C; momentele încovoietoare din aceste secțiuni devin necu- 
noscutele suplimentare X, și X, (fig. 12.46, a). 


“Xa 


rig. 1246. 


Diagramele m, Ny Ma N, rint prezentate în fig. 12.46, d și c iar diagra- 
mele ME și NO sint trasate în fig. 12.46, d. 

În calculul deplasărilor elastice se ţine seama şi de influența forţelor 
axiale numai în tirantul B—S, motiv pentru care diagramele de eforturi 
axiale au fost trasate numai pe acesta. 


ua -H mă + Ap =0 
| 0 
Ek P 


Ba Xa + a Xa Azp = 
E Bo an. E e ec 1 2 
Eb z ndr +f ai ni dz ie 14 e a 3 1+ 
+ 0,68 -0,533 -4 -0,533 = 3,049 
: w CI 1 1 15 1 
Ehe = Elda = Ef k mm, de +f r nA de an pu 1- 
—0,68 -0,533 -4.0,334 = —0,238 
2 I, 2 lea 1 1-5 2 ` 
Ehi = | E mă dz + f F: n dg an a -14 
+ 0,68-0,334-4-0,334 = 0,797 
EI = Sf D m, M? de Hf Z n N? ar LA Aona | 
N Fe ic: a De 3375: 3 3 
-+ 0,68-26,67-4.0,533 = 48,58 
7 I, : 1 a rA 
El = 2-7 nM, d +f iai A oral :20-5- A 


— 0,68 -26,67 -40,334 = —14,32 

3,049X, — 0,238X, + 48,58 = 0 

—0,238X, + 0,797X, — 14,32 = 0 
X, = —15; X; = 13,5. 
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Fig. 12,47. 


Cu aceste valori ale necunoscutelor se trasează, prin suprapunere, dia- 
grama de momente încovoietoare pe semistructură, urmind ca prin simetrie 
să se traseze pe intreaga structură (fig. 12.47, q). 7 

2) Rezolvarea semisttucturii pentru încărcare antisimetrică 


Gas = 3-1 — (1-1 + 1-2) =0. 


Structura este statie determinată. Diagrama de momente încovoietoare 
pentru încărcarea antisimetrică este trasată în fig. 12.47, b pentru structura 
completă. i 

Diagrama de momente încovoietoare finală se obţine sub forma'(fig.12.48,a) 

M = M 4 M”. 


Diagramele T și N sint date în fig. 12.48, b, c. 


Fig. 12.48. 


Aplicația 12.9. Să se traseze diagrama de momente încovoietoare pentru 
cadrul din fig. 12.49, a, utilizindu-se procedeul semistructurilor (fig. 12.49, d, c). 


Se va face o verificare a diagramei M, şi se va calcula deplasarea pe 
orizontală a nodului C. 
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con 20000 N Sp Suprapunind efectele pe sistemul de bază 
kNm - ` 10k Nim se obține- diagrama M din componenta si- 
g 10 kN'm a ga a Li 2 
m am metrică a încărcării (fig. 12.51) 
ia M = MFt mX + M Xa- 
2) Rezolvarea semistructurii pentru încăr- 
» carea antisimetrică (fig. 12.52, a—d) 
Grs = 3-1 — (2-1) = 1. 
E b c : Se ce da 
Fig. 12.49. Ecuația de condiţie este 8X, + åp =0 
EI 056 2 poa [05102 g5, 0510 1 r 
1) Rezolvarea semistructurii pentru încărcarea simetrică (fig. 12.50, a—c)- SI Baza > ad ia ( pa traci 2 3 14 
Gus = 3-1 — (1-1) = 2 1-10 2 1-10 1 142 2 z 
$ UD tH. a pH $705) T22 i 7415 
uX + bN + A = p 3 
RR: 1 
èX; + ba Xo + Asp = 0 ETA = za -80-10 E 5 + 1) = 200 
1-6 2 1 1-10 2 
7 Si olt st ri E = z A. 200 a 
Elda a 14 iza a 1 = 3,667; Elda Xi 1 oi 27 kNm. 
= òu 7,415 
1 141p 2 
Sa -1 = 1,667 Suprapunînd efectele pe sistemul de bază se obține diagrama M din 
$ ʻ y componenta antisimetrică a încărcării (fig. 12.53, a)- 
1 "0 1t ğ . 
EBp = EBn = pa "Del = 0.833; ETA = 
-~ = 10 k Nin 10 Nm 
1.3 1 enfan 
=> = 80-10 -— -1 = 133,3 
2 3 2 


21 


3,667X, -+ 0,833X, + 133,3 = 0 
0,833 X, + 1,667X; -+ 133.3 = 0 
X, = —20,5 EN-m; X, = —69,7 kN-m. 


10 kN/m 


10 kN/m 


170 


Fig. 12.50. 


= $ Fig. 12.53. 
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Diagrama finală de momente 
încovoietoare se obține sub forma 
(fig. 12.53, b) 

M = A p M”. 

Verificarea diagramei WH fi- 
nale se obține calculind rotirea 
relativă a secļiunilor de capât ale 


Fig. 1254. 


S p 
riglelor ce converg în nodul £; în sistemul real această rotire este nulă. Dia- 
rama auxiliară mo este trasată pe un sistem stalic determinat (fig. 12.54, a)- 


a! 


1 341410 967-14-10 , 2 ae p 
ret 23 2160-10: —-l 
Bloe zi | 6 3 "3 2 
M 5E JU SĂ 171 =) zt. 
3 6 


Pentru calculul deplasării etastice ze se utilizează o diagramă auxiliară m, 
(fig. 12.54, d) 


3141-6-6 1 -= 96.7 -6-10 ; 


Li 
Eu, = 5] FA mM da = PE = a dai z 


+ 


ww 


160.10. 4 6) 370; u, 


13. Metoda generală a deplasărilor 


13.1. CARACTERIZAREA GEOMETRICA A STRUCTURILOR. 
CADRE CU NODURI FIXE. 
CADRE CU NODURI DEPLASABILE 


Caracterizarea structurilor din punct de vedere geometric se referă la 
stabilirea numărului de parametri independenţi care definesc poziția defor- 
mată sub acţiunea încărcărilor. Structurile alcătuite din bare solicitate pre- 
dominant la încovoiere şi legate intre ele în noduri rigide sint denumite 
cadre. Datorită rigidităţii nodurilor, unghiurile dintre tangeutele la axele 
barelor in nod se păstrează și după deformare, toate capetele de bare într-un 
nod avind aceleași deplasări ca şi nodul. Poziţia deformată a unui cadru va 
fi deci precizată prin deplasările nodurilor care pot fi de două tipuri : rotiri 
și translaţii. Structurile la care aceste deplasări sint necunoscute sint geo- 
metric nedeterminate. Astfel. pentru definirea poziției deformate a cadrului 
din fig. 13.1 sînt necesare rotirile celor donă noduri (3, şi ọpa) și translaţia 
podurilor (u). Ri 

Din punctul de vedere al deplasărilor pe care le suferă nodurile, cadrele 
sint de două tipuri: cadre cu noduri fixe la care nodurile pot avea numai 
rotiri şi cadre. cu noduri deplasabile la care nodurile pot avea rotiri și translaţii. 
Pentru a stabili dacă un cadru este cu noduri fixe sau cu noduri deplasabile, 
se studiază invariabilitatea sistemului auxiliar obţinut din structura reală 
prin articularea tuturor nodurilor şi încastrărilor. Invariabilitatea sistemului 
de bare articulate astfel obţinut se studiază 
cu relaţia care dă numărul gradelor de liberiate 
la sisteme de bare articulate 


G, = 2n — (b + r) (13.1) 


unde: n reprezintă numărul de noduri; 
b — numărul de bare şir — numărul de legă- 
turi simple la teren. Fig. 13.1. 


RAO 


Fig. 182. 


ă si ciliar calculat este invariabil geometric, G; < 0, cadrul 
este a aa e cadrul din fig. 13.2, a este un ai, cu ian 
fixe deoarece sistemul articulat corespunzător (fig. 13.2, b) are G = 

e l 
5 R EEA este mecanism, G, > 0, cadrul este gu motun 
deplasabile, deoarece nodurile nu sint lixate printr-un număr sineèn de 
bare. Astfel, cadrul din fig. 13.3, a este un cadru cu noduri deplasabile ud uie 
avind şi translații (u) în afară de ratiri G); sistemul auxiliar articula 
(fig. 13.3, c) este mecanism Gi = 25 — (4 +5) = +1. 


vă din fig. 13.3, b că se pot înlocui consolele, care sint static 


Se obser ; 
determinate, cu efectul lor asupra nodului 
M=; P = pe (32 
2 


i i in la stabilirea tipului. cadrului. Ta; 
de E dre cani j toate translaţiile nodurilor sint inde- 


La cadre cu noduri deplasabile nu to ilor sint inde 
endente, deoarece nodurile sini jegate prin bare la care se neglijează var nma 
Jungimii datorită deformării (deplasările nodurilor datorită deformării elas- 
tice a structurii sînt foarte mici in raport cu lungimea barelor). i 
Astfel, cadrul din fig. 13.4, a este cadru cu noduri_deplasabile, sistemu 
auxiliar articulat ([ig. 13.4, b) avind două grade de libertate, G: E 
— (4 + 4) = 2, care pot fi anulate prin adăugarea a doi penduli a şi b. Pen 


Fig. 134. 


definirea deformatei elastice a cadrului din fig. 13.4, a ar fi necesare şase 
translaţii (cite două pentru fiecare nod), din care patru pot fi exprimate în 
funcţie de celelalte două tinind seama că lungimile celor patru bare nu va- 
riază prin deformare (in figură axele punctate care leagă nodurile deplasate). 
Deci, din cele şase necunoscute translații rămîn numai două independente, 
adică un număr egal cu numărul gradelor de libertate cinematică ale siste- 
mului auxiliar articulat. În fig. 13.4, a, se vede că translaţiile nodurilor au 
ca efect rotiri de bare şi deci necunoscutele translații de noduri pot fi înlo- 
cuite cu necunoscute rotiri de bare. Forma poziţiei rotite a barelor după 
deformare (liniile intrerupte care unesc nodurile deplasate) este asemănătoare 
cu poziția barelor obţinute prin suprapunerea liniară a rotirilor barelor cores- 
punzătoare liecărui grad de libertate cinematic separat (fig. 13.4, c şi d} pe 
sistemul articulat. Acestor grade de libertate cinematică pe mecanismul co- 
respunzător le corespund pe cadrul real grade de libertate elastice, pentru 
care poziția rotită a barelor are aceeași formă dar corespunde la deplasări 
elastice, barele încovoindu-se. Din cele arătate rezultă că translaţiile indepen- 
dente ale nodurilor sint echivalente cu gradele de libertate elastică ale ca- 
darului. 

În concluzie. numărul parametrilor independenţi, care definesc geo- 
metric poziţia deformată. este egal cu numărul nodurilor rigide şi al gradelor 
de libertate elastice. 


13.2. CONVENȚIA DE SEMNE 


Deoarece in accastă metodă necunoscutele sint rotiri de noduri şi rotiri 
de bare (grade de libertate), este necesară o nouă convenţie de semne care 
să fie aceeași pentru rotiri şi momente la capetele barelor. În această convenţie 
se consideră pozitive atii rotirile cît și momentele care au sens orar. Pentru 
cadrul din fig. 13.5, a, corespunzător deformatei, rotirea nodului ọ; și rotirea 
barei VW fiind orare sint pozitive. 

În convenţia clasică de semne, perechea de momente de la un capăt al 


-unei bare, care reprezenta efectul de continuitate din sectiune, avea același 


semn în funcție de fibra intinsă faţă de sensul axei barei. În noua convenţie, 
momentele unei perechi fiind de sens contrar, vor avea semne diferite. În 
fig. 13.5, c sint reprezentate semnele în noua convenţie pentru momentele 
îucovoietoare de capăt care acționează atit pe bară cit şi pe nod. Deoarece 
în noua convenţie momentele de capăt care acționează pe bară şi nod au semne 
diferite, in calcule se va lucra cu momentele aplicate pe bare. Noua convenţie 
nu modifică reprezentarea diagramei de momente, care se va lăce tot pe partea 
fibrei intinse. 


y+ 


ea T 


Fig. 13.5. 
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13.3. NECUNOSCUTE. SISTEM DE BAZĂ 


Pentru determinarea deformatei unei structuri și, pe baza ei, a diagra- 
melor dc eforturi, este necesară cunoașterea deplasărilor nodurilor care devin 
astfel necunoscutele problemei. În metoda deplasărilor. necunoscutele sînt 
deci deplasările distincte ale nodurilor : 

— necunoscute rotiri de noduri notate cu Zp Zə, ...-. egale ca număr cu 
numărul nodurilor rigide ; 

— necunoscute grade de libertate elastice ale structurii, care caracte- 
vizează trauslaţiile nodurilor, notate cu Za: Zp .... egale ca număr cu nu- 
mărul gradelor de libertate cinematică ale sistemului auxiliar articulat. 


Sistemul de bază în metoda deplasărilor, sistem la care necunoscutele 
sînt nule, se obține prin adăugare de legături care să blocheze deplasările 
distincte ale nodurilor, şi anume: 

— îmeastrări suplimentare care să blocheze rotirile nodurilor rigide și 
în care apar numai reacțiuni-momente ; 

— legături simple suplimentare (penduli) care să blocheze gradele de 
libertate elastică ale structurii; pendulii trebuie astfel așezați încît să blo- 
cheze toate translaţiile nodurilor. 

În fig. 13.6 sint date citeva exemple de sisteme de bază în metoda de- 
plasărilor. Sistemul de bază din fig. 13.6, a comportă adăugarea a 4 încastrări 
suplimentare care*să blocheze cele 4 necunoscute rotiri de noduri (Z, Za 
Zz Z4) şi 2 penduli (a și b) care să blocheze cele două necunoscute grade de 
libertate elastică. La fel, sistemul de bază din fig. 13.6, b s-a obţinut prin 
adăugarea a 4 încastrări suplimentare și 3 penduli. Pentru cadrul din fig. 13.6, c 
în stabilirea numărului de necunoscute grade de libertate elastice și deci a 
numărului de penduli (a şi b) care să le blocheze nu s-a ţinut seama de tirantul 
elastic. Pentru cadrul cu bare curbe din fig. 13.6, d s-a adăugat şi cîte un pendul 
care să blocheze gradul de libertate. elastică adus de fiecare bară curbă. 

Sistemul de bază în metoda deplasărilor, avind toate deplasările dis- 
tincte ale nodurilor blocate, este un sistem geometric determinat. El este 
alcătuit din bare care pot fi considerate ca independente deoarece sînt în- 
castrate perfect la noduri și a căror rezolvare este cunoscută pe baza metodei 
eforturilor. Sistemul de bază prezintă deci două tipuri de bare, bare dublu 
încastrate şi bare încastrate la un capăt și articulate sau simplu rezemate 
la celălalt capăt. În cazul rezolvării prin semisteucturi a structurilor simetrice 
încărcate simetric poate apărea și bara în care axa de simetrie a structurii 
are incastrarea cu translație (ghidaj). 


Fig, 13.6. 
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13.4. ECUAȚIILE DE CONDIȚIE 
ÎN METODA DEPLASĂRILOR 


Echilibrul elastic al unei structuri este caracterizat prin condiţii de 
echilibru static și prin condiţii de compatibilitate (continuitate) a defor- 
matei. Îu metoda deplasărilor, ultimete sint îndeplinite prin faptul câ barele, 
fiind legate rigid în noduri, toate capetele de bară de la un nod vor avea 
aceleași deplasări ca și nodul. Rezultă că ecuațiile de condiţie în metoda de- 
plasărilor sînt ecuaţii de echilibru static şi vor îi stabilite pe baza comportării 
identice dintre structura reală și sistemul de bază încărcat cu deplasările 
reale ale nodurilor (rotiri și translaţii sau grade de libertate elastice) şi în- 
cărcări date (forţe, variaţii de temperatură sau cedări de reazeme). Reac- 
țiunile în blocaje din toate aceste încărcări trebuie să fie nule, deoarece în 
structura reală nodurile se pot deplasa (nu există blocaje). Se obţine asttel 
un număr de ecuaţii egal cu numărul de necunoscute. Corespunzător celor 
două tipuri de legături adăugate, blocarea nodurilor la rotiri în care apar din 
fiecare încărcare reacţiuni-momente și blocarea gradelor de libertate elastice 
prin penduli în care apar reacțiuni-forțe, se vor obţine două tipuri de ecuaţii: 

— ecuaţii care exprimă că reacțiunea-moment în blocajul oricărni nod 
la rotire din încărcarea sistemului de buză cu deplasările reale ale nodurilor 
şi încărcările date este nulă (R, = 0); 

— ecuaţii care exprimă că reacțiunea-forţă în blocajul oricărui grad 
de libertate elastică b din încărcarea sistemului de bază cu deplasările reale 
ale nodurilor şi încărcările date este nulă (R, =0). 

Stabilirea formei acestor ecuaţii se poate urmări mai clar pe exemplul 
din fig. 13.7, a, care are cinci necunoscute, trei necunoscute rotiri de noduri 
(Zo Za Za) şi două necunoscute grade de libertate (Z,, Z») 

Din încărcarea sistemului de bază din fig. 13.7, b cu deplasările nodurilor, 
în legăturile suplimentare se obțin reacțiuni proporţionale cu aceste deplasări 
arătate în fig. 13.7, 'c—g, iar din acțiunea cu încărcările date se obțin reac- 


[ta raza aa] 


Fig. 13.7. 
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Punie din tig. 13.7, h. Suprapunind efectele, se obțin ecuațiile de condiție 
Ri = rni + rea +040 trise + Rip = 
R, = Tai F TaZ +O + Foala + fooZy + Rap =0 x 
Ry =0 +0 + rga + rage Za + Fao + Ryp = 0 (13.3) 
Ra >= 0 + raoZa + Tagg + Taole + Paulie + Rap = 0 
Ra = FZ, + Paola + TosZa + ToaZa + Pose + Rep =0. 


Generalizind, pentru ă 

ru o structură oarecare, ecuațiile d iţie î 
ter i p e - 
toda deplasărilor sînt de forma i iai a 


(1) ra Zi + ris +... 4 Puli +... Fa Za + igoe t... + Rp =0 
9 f f , 

O) TaZ; Fras +... F Pait n H Igala Froo +... i Ra=0 
i) Tož F Pfa -Hau Hru +... F Fiala +roZo +... + Rip =0 
(a) Pasi + fala +... + af: Foo o Faaa tau +... + Ra = 
(b) roi F Fola +... 


Hrali t... H oaZa Toile +... + Roy =0 


îi Reel ecuaţii de echilibru pot fi interpretate și pe baza principiului 
cerului mecanic virtual (prin înmulţirea ecuaţiei cu o deplasare ci ică 
unitară), astfel : > în i > Ai 
_____ — ecuaţia (i) arată că lucrul mecanic efectuat de momentele care apa 
i Jiul nodului i din încărcarea sistemului de bază cu deplasările elastice 
PR a +». şi încărcările date prin deplasarea virtuală cinematică 
— ecuaţia (b) arată că, lucrul mecanic efectuat de momentele şi fortel 
ia apar in legăturile suplimentare din încărcarea sistemului de paz eu 
in aja TE Ze. Za rai > Za Zn e şi încărcările date, prin depla- 
irtuată cinematică (pe sistemul auxiliar articulat) Z, = 1, este nul 
Deplasarea Z, corespunzătoare gradului de libertate b poate fi sau o tfan lați ; 
de nod sau o rotire de bară, efectul fiind acelaşi. : dacii 
i Semnificația termenilor care intervin în ecuațiile de condiție rezultă 
prin particularizări pe baza semnificației ecuațiilor : S 
— coeficienții r;; reprezintă reacțiunea-moment ce se dezvoltă în în 
castrarea suplimentară i din încărcarea sistemului’ de bază cu de Jasarea 
elastică unitară Z, = 1 sau lucrul mecanic efectuat prin deplasarea ela 
tică unitară Z: = 1 de momentele care apar în blocajul i din incărcarea sist 
mului de bază cu deplasarea elastică unitară Z,=1; a 
3 coeficienții de tip. r., reprezintă reacțiunea-moment ce apare în în- 
castrarea suplimentară i din încărcarea sistemului de bază cu deplasarea 
unitară Z, = 1 corespunzătoare gradului de libertate b, sau lucru! mecanic 
efectuat prin deplasarea cinematică unitară Z; = 1 de momentele care a ar 
în blocajul i din încărcarea sistemului de bază cu deplasarea elastică unitară 
Z, = | corespunzătoare gradului de libertate b; 


că coeficienţii de tip r4, reprezintă reacțiunea-forță ce apare în pendulul 
Suplimentar a din încărcarea sistemului de bază cu deplasarea elastică uni- 
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tară Z, = 1, sau lucrul mecanic efectuat prin deplasarea cinematică Z, == 
de momentele care apar la capetele barelor din încărcarea sistemului de bază 
cu deplasarea elastică Z, = 1; s 

— termenii liberi de tip Ry reprezintă reacțiunea-moment ce se dez- 
voltă în încastrarea suplimentară i din încărcarea sistemului de bază cu 
încărcările date (forţe R,,. variaţii de temperatură R; sau cedări de rea- 
zeme Ra) sau lucrul mecanic efectuat prin deplasarea cinematică Z; = 1 
de momentele care apar în blocajul i din încărcarea sistemului de bază cu 
încărcările date ; 

— termenii liberi de tip R reprezintă reacţinnea-torță ce apare în 
pendulul suplimentar b din incărearea sistemului de bază cu îăcărcările date 
(forţe Rpp variaţii de temperatură R,,, cedări de reazeme Roar), sau lucrul 
mecanic efectuat prin deplasarea cinematică Z, = 1 de momentele care apar 
la capetele barelor din încărcarea sistemului de bază cu încărcările date. 

Coeticienţii secundari din sistemul ecuaţiilor de condiţie au valori sime- 
trice faţă de diagonala principală, deoarece pe baza teoremei reciprocităţii 
forțelor din deplasări unitare (Maxwell) rezultă 


Tij Fii Tia Tai Tab Tya 
Pentru cadre cu noduri fixe, ecuațiile se vor reduce corespunzător conți- 
nînd numai necunoscute rotiri de noduri. 


13.5. RELAŢII FUNDAMENTALE 
ÎNTRE MOMENTELE DE CAPAT, 
DEPLASĂRILE SECȚIUNILOR DE CAPAT 
SI INCĂRCĂRILE DATE 


, 


Deoarece în metoda deplasărilor se determină mai întii deplasările dis- 
tincte ale nodurilor care definesc deformata structurii, pentru determinarea 
diagramelor de momente sînt necesare relaţii care să exprime momentele 
încovoietoare de la capetele barelor în funcţie de deplasările secţiunilor de 
la capetele barelor (deplasările nodurilor) şi încărcări. Aceste momente se 
obţin prin suprapunerea momentelor obţinute pe sistemul de bază din încăr- 
carea acestuia cu încărcările date și cu deplasările reale rotiri de noduri și 
grade de libertate elastice care fac ca deformata sistemului de bază să coincidă 
cu deformata structurii reale. Barele sistemului de bază avind legături per- 
fecte Ja capete (nodurile fiind complet blocate) sînt static nedeterminate și 
vor fi rezolvate la încărcările specificate mai înainte prin metoda eforturilor. 

Momentele încovoietoare de la capetele barelor sistemului de bază din 
încărcările date se numesc momente de încastrare perfectă (pentru că depla- 
sările nodurilor sînt complet blocate) fiind notate cu M și vor fi analizate 
într-un paragraf ulterior. ă : 

Deplasările reale, rotiri de noduri şi grade de libertate elastice (rotiri 
de bare), fiind necunoscute, se vor încărca barele sistemului de bază cu de- 
plasări unitare. În continuare, se prezintă determinarea momentelor de capăt 
prin metoda eforturilor pentru. barele tip ale sistemului de bază din încărcări 
cu rotiri unitare äle secţiunilor de capăt şi cu rotiri unitare de bare. 

Bara dublu încastrată. Se examinează separat influenţa celor două tipuri 
de roțiri. 
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Încărcarea cu rotire de nod. Se consideră o 


g 
21 > 
y; Izconst bară dublu îneastrată de secțiune constantă 7 și 

l J lungime l, incărcată cu rotirea capătului i, cu 


Z] 7 = ca o cedare de reazem. În fig. 13.8 este 
SB SĂ arătat sistemul de bază, diagramele din necunos- 
[m] P An cute unitare şi diagrama finală m(o; = 1) care 
mA Re se obline prin metoda cforturilor. 
tn Pe Coelieienţii din ecuaţiile de condiție vor fi 
m(g=il pr EIs, = = ; Elda - 3 Elda = Eldu =i. 
Termenii liberi provin din incărearea cu ro- 
Fig. 138. tirea nodului ca la cedări de reazeme — 


Ar = ERA; A = (0-1) = 1; Ap —0. 


Ecuațiile de condiţie vor fi 


din care rezultă necunoscutele X, = ALI și X, = ~2E]ji pe baza cărora 
rezultă diagrama finală n(9, = 1) în care necunoscutele sint chiar momen- 
tele de la capete. 

Procedind analog pentru o rotire unitară în celălalt capăt. 9, = l, se 
obţin momentele reprezentate în fig. 13.9. 

Valoarea momentului care apare într-un 
capăt al hbarei dintr-o rotire unitară dată în $ P =1 


acest capăt poartă numele de rigiditatea barci la ` 
incovoiere din rotire unitară de nod. Pentru bara i 2 TE A] 


dublu incastrată, această rigiditate “este Ku = K= et 

= 4EIL , l 
Încărcarea cu rotire de bară. Se dă barei o mig =1) á 
rotire orară 4;; = 1 căreia îi corespunde o depla- J” 2EI 

Sare a capătului j cu A; = l. Luînd ca sistem de 


i 
bază tot baza dublu articulată, termenii liberi Fig. 13.9. 
din ecnațiile de condiție vor îi: 


1 3 1 7 
Ar = [i ay [+ = i. 


Rezolvina Sistemul de ecuaţii 


FN HEN + 1-10 

(13.6) 
[i i SN 
y% +7% — IEI 0 
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II ies ei IESE 
Fig. 13.10. Fig. 1311. 
se obțin valorile momentelor de capăt X, = -OEI şi XN, = -HEIL în 


3 7 eat d le 
convenția de semne clasică cu ajutorul cărora a rezultat diagrama m(W fi. ) 
din fig. 13.10. Cele două momente de capăt sint egale cu Ki; = ôE JE 

La .10. El 


= (3/)K;; ; 7 l TIAR 
Bara îneastrată ṣi articulată. Se examinează influența celor două tipuri 
ara astrată ş 


de rotiri. MATEA B f 

Încărearea cu rotire de nod: Bara încastrată și articulată sau an 

t i ă i :ind prin 
rezemată se încarcă cu rotirea de capăt g; = 1 (fig. 13.11). Rezolind p 


metoda eforturilor se obține 


a Sp EI = 03 A 
intr rotir itară esteia 

Valoarea :nomentului în incastrare dintr-o rotire unitară a i A a 
ra i i È str i i inco- 

Kin = 3E1/l se numește rigidilalea barei incastrale şi articulate la C 

a r 2 

voiere. Li i E rii ai 
Încărcarea cu rotire de bară. Încărcînd bara cu rotirea de bară Va $ 


se obține diagrama de momente m(y = 1) din fig. 13.12 


2 - 
EIn = 23 Ar ( i) L1 i Hin 
3 NE: SET: Jaz 
LX, +EI=0; Xa. TEO TAN 
v: Save) a m(w=1) 2 
| 1 
În tabelul 13.1 sînt prezentate mo- E 
mentele incovoietoare din încărcare cu Bena 


rotiri unitare de noduri şi rotiri unitare a 
de bare pentru cele două tipuri de bare cu semnele rezultate din noua 
convenţie de semne. siana 

Suprapunind efectele din cele trei încărtări la 
barele sistemului de bază, încărcarea cu forţele exterioare, 
rotiri de noduri (9 q,) și încărcarea cu rotirile de bare (0,), 
momentele la capetele barelor în sistemul real. 


care pot fi supuse 
încărcarea cu 
se obțin 
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+ 
Tabelul 13.1 
Momente de capăt din deplasări unitare 


Bara dubiu încasirată 


Bara încastrată și articulată 
Încărcare Momente dè capăt Încăreare Momente de capăt 
rai p=1 > 4EI 
= pi E i, „pi Su 
TI Si 2E1 Ku 
l 2 
T 267: 
arl P 
pah 4 ! ' 
EL gi i 
Ki LA j Pip SS 
ZEI cu. 
a T Kik 
ro 
a) Pentru bara dublu incastrată i—j aceste relații vor fì 
, A 4EI 2EI E 
My = Ry 4 r P i Pi isa 6; 
, - 2E 4BI N (13.7 
My =R 4 9: t 7 ” sr 6; ` ? 


care, în funcție de rigiditatea barei dublu încastrate la îi i 
t incovoiere (K,, = 
= 4EI/l), pot fi scrise * Eo 


- 1 
Mis, = Mas + Ka + 2 Kup; : Kiba i 
i | i (13.8) 
Ms = Wj +a Eut: + Kup — Ž Kyb 


Cum, pentru structuri din același material eforturile nu depind de ma- 
terial ci de distribuţia lui (1), se poate lucra cu coeficientul de rigiditate con- 
vențional p; = I/l considerind în expresia rigidităţii E = 1/4. Expresiile 
momentelor de capăt folosind coeficienţii de rigiditate vor fi 


, 1 3 
Mis = Miz + pu + Zeno — 7 Puby 
(13.9) 


„a 3 
Mn = Wh E 2 Pupi E Pipa F Pubis 


Cei doi indici aferenți momentului definesc bara, primul indice indicind 
capătul barei în care se calculează momentul. 
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b) Pentru bara încastrată și articulată i—h, expresia momentului din 
capătul încastrat elastic în nod va fi 


na 3EI 3EI 
Min = Oua + ra a: 


sau (13.10) 
Min = Wir -+ Kirpi = Kardin 


Ki = 3EI/L fiind rigiditatea barei încastrate și articulate la încovoiere. 
Făcind E = 1/4, se obţine pentru această bară coeficientul de rigiditate 
pu = 3/4 Ifl, in funcție de care momentul de capăt va avea expresia 


Min = Min + pn: — pindi (13.11) 


În calculele practice, deoarece s-a văzut la metoda eforturilor că efor- 
turile nu depind de valorile absolute ale momentelor de inerție ci de valorile 
relative ale lor, pentru diferitele bare, pentru determinarea coeficienţilor 


de rigiditate se poate lua o valoare arbitrară convenabilă pentru momentul 
de inerție 7 în funcţie de care sint exprimate momentele de inerție ale baretor. 
La cadre cu noduri fixe la care rotirile barelor 6; = 0, expresiile momen- 
telor de capăt vor fi: 
— pentru bara dublu încastrată 


z 1 
- Mi = Maj + pupi ty PUP 
1 (13-12) 
My = Waz += Pip: + pipi: 


— pentru bara incastrată și articulată 
Min = Mein + papi (13.13) 


Pe baza acestor relații rezultă şi momentele de capăt din deplasări uni- 
tare necesare în calculul coeficienţilor necunoscutelor, pentru tipurile de 
bare întilnite în sistemul de bază. 


13.6. MOMENTE DE INCASTRARE PERFECTĂ 


Momentele care se obțin.la capetele barelor sistemului de bază (şi în 
cazul încastrării parţiale a .teren)- din încărcarea cu forțe date, variaţii de 
temperatură sau cedări de reazeme, se numesc momente de incastrare per- 
fectă M. Ele se obţin rezolvind bara respectivă prin metoda eforturilor. 


13.4.1. INCARCARE CU FORŢE 


Pi 
a 

În tabelul 13.2 se dau valorile termenilor de încărcare şi ale momentelor 
de incastrare perfectă la bara cu secţiune constantă și legături perfecte la 
capete pentru citeva cazuri uzuale de încărcare cu forţe. i 
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Tabelul 13.2 


tantă 


june consi 


ă pentru bare cu secţ; 


trare porfeet 


incasi 


încărcare și momente de 


Termeni de 
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13.6.2. INCARCARE CU VARIAȚII DE TEMPERATURĂ 


a 
s sig ' Acţiunea variațiilor de temperatură ca încărcări asupra sistemului de 
P & l bază conduce la apariția de momente de încastrare perfectă. Variaţiile de 
4 ind ce la aparit “ perectá Y 
3 e à temperatură față de temperatura de realizare a structurii intervin sub două 
{¥ K S > z forme : diferența de temepratură AP intre fețele extreme ale barelor și va- 
îs ka riația temperaturii £* în axa barelor, care au efecte deosebite asupra barelor 
i = a tal Ip l p 
E ză A k T sistemului de bază. 
ES 3 3 Ie 2 : n y 
E A le S-A wla hi z RE fra Diferenţa de temperatură între feje (AL = fi — () are ca efect alungirea 
3 L l i | 5 STA | I diferită a fibrelor de la partea inferioară, į, și de la partea superioară s şi deci 
EI = il i Ki a 1 f i curbarea barelor. În secțiunile de la capetele barelor blocate la rotiri, în sis- 
o z > > Z > E z temul de bază apar momente de încastrare perfectă care se determină prin 
E B 5 8 Ë & & z metoda eforturilor. Expresiile acestor momente de incastrare perfectă pentru 
H > z diferite cazuri de bare întilnite în sistemul de bază sînt date in tabelul 13.3, 
B Zo o a & în care, faţă de celelalte tabele, s-a mai notat cu k = înălțimea secţiunilor 
$ a T A aS barelor şi cu æ coeficientul de dilatare termică liniară a materialului. 
È (i R | S A aho 
E e a 3 i g 3] & Tabelul 13.2 
E di i g 3 i 
Z S a SL l a Momente de încastrare perfectă din At =—A — i> 0 
I a l E 
ci l = i E B Tipul barei m Hi 
3 x á 
e x 3 EA zi 3 g S 
3 $ 3 RI - des i e x DETA 
S E Ts y A Sa, i zl i _ E pe fiti 
[oi late E [etaleze | Wl g A7 l h 
a l OE i E- n Ea N | SI I Di Da A Š 3 cât, 
l 1 I Hu g A i I i ti d Ma erT 
za = S Suaa FA SE = t 
= 5 => z 
a |a B |SS IBRI S |B —- 
y.=1 N:=0 e~ 3 PET) 
xi | S j Wa = EI ai 
i 4p mA 2 h 
l 
i aF T 
È a 
g R oS Š 
5 SE > y1, vai 
È a & mjo pa i5 S i At, 
3 a lol ă zi SA : i te~ H=eÉ r Wa = W = -ELET 
z z a a SRA a Sa F 3] ] i 
= 3 SE = Și 
H -|= lo] E În 3 5 V2 "2 
E 1 = îsi zz ii e Ifa a n 
T $ 2 = E Ş S è Te HE 3] 3 E Observaţie. Momentele Q întind fibra mai rece. 
i Eo inu © i nan i 
z AE ZEE ES E XE: E, Variația temperaturii în axele barelor (e = | are ca efect alungirea 
barelor, nodurile blocate la rotiri în sistemul'de bază suferă translaţii și deci 
ä barele se deformează. Momentele de îacastrare provin din rotirile barelor 
sistemului de bază şi se calculează cu termenii corespunzători din relațiile : 
2 a |_ cai _ — pentru bara dublu încastrată i—j 
Ei 3 E) S 3 GEIL i 
f -= = a Ma = My = — 6%; (13.14) 
fi i t 
£ z Se ga 7 7 PARY 
işi Îi ic ö v| — pentru bara încastrată şi articulată i—h 
3EI 5 
Mir = => rel (13.15) 
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Ratirile barelor în sistemul de bază din încărcarea cu variaţia tempe- 
raturii în axa barelor se determină pe sistemul auxiliar articulat în toate 
nodurile și încastrările sistemului de bază (cu gradele de libertate elastice 
blocate), deci pe un sistem invariabil! format numai din bare articulate (gen 
grindă cu zăbrele). Aceste ratiri se pot determina fie pe baza configurației 
pe care o ia sistemul articulat cînd barele se alungesc cu Al = alt” (se poate 
folosi și epura Williot), fie cu formula Maxwell-Mohr pentru sisteme articulate 


6; = Xa fn dz = Zotta 
k 
in care f este o bară oarecare a sistemului, iar n, este efortul axial în barele 


sistemului articulat din încărcarea virtuală pentru rotirea barei (un cuplu 
unitar format din forţe 1/l;; la capetele barei i—J și normale pe bară). 


i Fig. 13.13. 


În fig. 13.13 se exemplifică efectul variaţiei temperaturii în axele barelor 
asupra sistemului de bază, prezentindu-se configurația sistemului auxiliar 
articulat al sistemului de bază din alungirea barelor, pe care se determină 
rotirile barelor (fig. 13.13, b) şi deformarea barelor sistemului de bază 
(fig. 13.13, c) corespunzător acestor rotiri. 


13.6.3. ÎNCĂRCARE CU CEDĂRI DE REAZEME DATE 

Momentele de incastrare perfectă rezultate din acțiunea cedărilor de 
reazeme date se determină corespunzător efectului diferit al celor două tipuri 
de cedări asupra sistemului de bază. 

Cedările de reazeme rotiri stat echivalente cu rotiri ale capetelor de bară 
unde are loc cedarea. Dacă cedează un capăt i al barei i—j printr-o rotire g;, 
se delormează numai această bară, momentele de încastrare obținindu-se 
cu termenii respectivi din relaţiile fundamentale : : 

— pentru bara dublu încastrată 


4EI 281 E 
Wia = — pi; Mu = — F; (13.16) 
ks ly 
— pentru bara încastrată şi articulată 


z 3EI 
Aa = Pra- (13.17) 


lia 


Cedările de reazeme translații au ca efect asupra sistemului de bază trans- 
laţii de.noduri care sînt echivalente cu rotiri de bare 0; Momentele de în- 
castrare perfectă se calculează cu termenii corespunzători de la rotiri de 
bare din relaţiile fundamentale stabilite anterior : 

— pentru bara dublu încastrată 


SEI 
Ma = My = — EL by: (13.18) 


9- 
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ij 
e 
Fig. 134. 


— pentru bara incastrată şi articulată 
Mir = — 0. © (13.19) 


a mereri rea rotirilor de bare 6,; se face pe baza configurației sistemului 
articu at al sistemului de bază Ja care se impun cedările de reazeme date 
| În expresiile date pentru momente de incastrare perfectă rotirile o; şi 0 

se introduc cu semnul lor. meu 

| În fig. 13.14 se exemplifică efectul cedărilor de reazeme asupra siste- 
și rea cedări rotiri în fig. 13.14, b și cedări translaţii în fig. 13.14, f. 
i i | „cec t „14, f. 

dn ig. 13.14, c~e se arată determinarea mai simplă a rotirilor de bare din 

fiecare cedare translație, care apoi se suprapun. 


13.7. EXPRESIILE COEFICIENŢILOR 
ŞI TERMENILOR LIBERI 
DIN ECUAȚIILE DE CONDIȚIE 


| a metoda generală a deplasărilor se pot stabili expresii tip pentru coefi 
cienții ȘI termenii liberi din ecuaţiile de condiţie pe baza semnificației 1 as 
xeacțiuni în blocaje sau pe baza interpretării lor ca lucru mecanic Ska i. 
Stabilirea acestor expresii se va urmări pe exemplul din fig. 13.15 a ii 
sînt prezentate diagramele de momente pe barele sistemului dë bază dia 
Incarcarea cu necunoscute unitare (conform tabelului 13.1) și din încă si 
zile date şi reacțiunile în blocaje din aceste încărcări. i iti 
ia alle nodului 7 la momentele care apar din Z, = 1 şi reacţiunea 


Ta — Pr — Pra — Pa — pr =0; Tia = faz + Pa + Pis F Pa: 


Din echilibrul nodului à d | f 
E i ului 2 la momentele din Z, = 1 şi reacţiunea în blocaj, 


Li 1 
Tace =0: = 
2 2 Pi 0; r= Pre 
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Oa a 
C. Forte în echilibru din Z4=1 


b. Deplasare elastică Z4=1 


Q. Sistem de bază 
Mormerte de încastrare 


pe] 


d, Deplasare cinematică Zg=1 


f. Forte în echilibru din Za=1 


e. Deplasere elastică 221 
fbb 


h. Deplosare elastică Zy=t Í. Forțe în echilibru din Zp=T 


g. Deplasare cinematică Zp=t $ 
Fig. 13.15. 


Seriind- echilibrul momentelor și reacțiunilor în blocaje din deplasarea 
elastică Z, = 1, pe baza principiului lucrului mecanic virtual, folosind ca 
deplasare virtuală deplasarea cinematică Z, = 4, se obţine 

3 


pă ON 
"a 


i Da? 
PrsV35 F Praia 


eadi 
ra = — (Past + puyi z Pr Yir 


în care rotirile barelor din Z, = 1 s-au considerat pozitive. du 
Aplicînd principiul lucrului mecanic virtual pentru momentele și reac- 
țiunile în blocaje din deplasarea elastică Z, = 1, folosind deplasarea cine- 


matică Z, = 1, se obţine 
Tao — pratipa — Sposa = 0 
Tas = PrabaVta + BeoaiaVia- 

Din echilibrul nodului 7 la momentele de incastrare perfectă şi reac- 

ţiunea în blocaj din încărcări rezultă 
` Rap — Mas + Au = 0; Rip = Mas — Buz. 

Echilibrul momentelor de încastrare perfectă cu încărcările și reacţiu- 
nile în blocaje pe baza principiului lucrului mecanic virtual, folosind ca de- 
plasare virtuală deplasarea cinematică Za =1, dă 

Rap + Lp + La = 0; Rap = -E (Xau + Wapi — L PB — 5 Mg. 
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Pentru o structură oarecare din bare cu secțiune constantă expresiile 
tip pentru coeficienții necunoscutelor și termenii liberi din ecuațiile de con- 
diție au forma următoare : 

l-2 — 


1 3 
fiii Te > — Acu — D A euph - 
2 A F 


Fii Z ţii Pis fu 
i 


l— 


Ize t4 l-z 
Tao = È pustii + E 3puYhYh: Taa = E pult + E 3p) 


Rip =X Way =M; Rap E (Ra + Wath — E P — XI Myr 
£ 


(13.20) 


în care p;; este coeficientul de rigiditate pe bara i—j determinat cu rela- 
3 Ia ; y a H 
po pa — ; 4 şi 4} sint rotirile barelor din gradele de 
ij E. i 
libertate Z, =1 şi respectiv Z,—l pe sistemul articulat al sistemului de bază 
suprimind legătura a, respectiv b; ele se introduc cu semnul lor; W; este 
momentul de incastrare perfectă în capătul i pe bara i—j ; se introduce cu 


semnul lui pe capăt de bară (nu pe nod). 


tiile: ei 


Observatii : 
— Semnele (—-) şi (1—) indică faptul că X se referă la bare încastrate 
și articulate, respectiv dublu încastrate. 


— La coeficienţii de tip r;; şi fia sumele X se referă numai la barele care 
i 


sint încastrate în nodul i. 

— La coeficienții de tip re, suma ŞI se referă la toate barele structurii 
care au rotiri 9%, Vf. E 

— Indicii coeficienţilor şi termenilor liberi corespund nodurilor (i sau 
J= 1, 2, 3,...) şi gradelor de libertate (6, b, c...) 

— La încărcarea cu variaţii de temperatură și cedări de reazeme, ter- 
menii liberi Ra, vor conţine numai lucrul mecanic al momentelor de încastrare 
perfectă corespunzătoare 

Ra = — (E, ++ 304; Rear = -E(N + MAY 

— Efectul tiranților la cadre cu tiranți apare numai în coeficienții cores- 
punzători gradelor de libertate pentru care se produc deplasări relative ale 
articulaţiilor de capăt, deoarece numai din aceste încărcări pe sistemul de 
bază apar eforturi în tiranţi. La coeficienţii respectivi se mai adaugă corecţia 
din tirant care are forma 


că zi = Fr apay E 
A (EI 


în care: Es. An d, sint caracteristicile elastice şi geometrice ale tirantului, Al? și 
Ab sint alungirile tirantului din Z, = 1 și respectiv Z, = 1; (EIY/(EI) este 
raportul dintre valoarea convențională dată la calculul coeficienţilor de 
rigiditate p şi valoarea reală. di 


i 


13.8. OBŢINEREA DIAGRAMEI FINALE 
DE MOMENTE ÎNCOVOIETOARE 


După calculul coeficienţilor și termenilor liberi cu expresiile anterioare 
se poate rezolva sistemul ecuaţiilor de condiţie și afla necunoscutele. Avînd 
valorile necunoscutelor Z; şi Z, se cunosc rotirile nodurilor e; = Z; şi se pot 
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ip E; determina rotirile reale ale barelor prin 
suprapunerea rotirilor corespunzătoare gra- 


ij Mji A 3 
Pi și pi, delor de libertate unitare 
Pi i) A) ue 
1 1 s 
ZhiiPi m 7 Pj” Ois = VZa t Vie +.. 
Dige f A. 
-Zfij$ij z Pi? Valorile totale ale momentelor de la 
Mij Mii * capetele barelor se oblin cu ajutorul rela- 
Fig. 1316. țiilor fundamentale stabilite in paragra- 


i tul 13.5. Calculul cu aceste relaţii se poate 
conduce şi direct pe schema cadrului, efectuînd la capetele fiecărei bare 
operaţiile indicate în fig. 13.16. 

Între momentele de capăt, diagrama de momente pe fiecare bară variază 
corespunzător încărcării date. 

Un alt mod de obținere a diagramei de momente finale constă din supra- 
punerea diagramelor pe sistemul de bază din încărcări şi necunoscute unitare 
M = E + mZ, + MZ +. + Maa HMs +... 

Acest procedeu nu este practic deoarece, avind expresii tip pentru coefi- 
cienţii necunosculielor, nu sint necesare diagramele pe sistemul de bază din 
necunoscute unitare. 

În metoda deplasărilor, verificarea diagramei de momente se face pe 
baza echilibrului static veriticind echilibrul nodurilor. 

Observaţie. La structuri simetrice calculul se poate efectua pe semislruc- 
turi ca pentru orice structură. În cazul in care axa de simetrie taie o rigiă, 
în sistemul de bază apare al treilea tip de bară, bara încastrată la un capăt 
şi cu încastrare cu translație (ghidaj) la celălalt capăt. 

Stabilirea semistructurilor este prezentată la metoda eforturilor. În 
multe cazuri, la încărcare simetrică, translaţiile nodurilor sînt nule, deci 
cadrul se comportă ca un cadru cu noduri fixe avind numai necunoscute 
rotiri de noduri. : 

Aplicația 13.1. Pentru cadrul din lig. 13.17, a să se traseze diagramele de 
momente încovoietoare folosind metoda generală a deplasărilor. 

1) Necunoscute. Cadrul din fig. 13.17, a este cadru cu noduri, deplasa- 
bile cu două grade de libertate elastice [pe structura auxiliară articulată 
G, = 2n — (b +r) = 2-8 —(7-+ 7) = 2]. În metoda deplasărilor, structura 
prezintă cinci necunoscute, trei necunoscute rotiri de noduri Z, Za. Za și 
două necunoscute grade de libertate elastice Z, și Z,- 

* 2) Momentele de încastrare perfectă (fig. 13.17, b) 


= ł}.1.2f1 + 20,60. AA Col RTN 
M= +25 s[i + a]reoi2+2 Z [t + so 240kN-m. 


3 is 20:82 
Moa = ~-z 60:8 = I0 KN m; My = H = 160 KN-m 
in . 52 
Mas = — Da = 40 EN-m. 


i 
GIN hi 


SOKNBDKN 


b. Sistem de bază 
Memente de încastrare perfectă 


Fig. 13.17. 


3) Coeticienţii de rigiditate (fig. 13.17, c) (pentru Er = 1 5) 


3E 3-4-1,5 4E-AI 3:-4-1,5 


Tx Ka 
Pis 12 12 L5; piz 12 Pic g 
3E- 321 3-32 15 
P24 Jo 70 1,44 Paa 
AFI 4-15 
Pe P27 i i 
Fas 6 5 i 


4) Studiile cinematice pentru deter iri a 
- erminarea rotirilor barelor din depla 
sări unitare corespunzătoare gradelor de libertate Ze Wa = 1 ŞI Zy ph: =1 
sînt date in fig. 13.17, d, e. i i ) 


a AE ; 
5) Calculul coeficienţilor și termenilor liberi din ecuaţiile de conditie 


Tu = Ze = 4,50; Fog = Zp = 444; ra = Xp = 2,44; 
3 


aii l-o 
Dih 7 Ze E pt = — zii 1,5 
J 1 i 
aa l-e 


- | „827 
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aia Es RE 

rau = — 2 3 pd Eey = Ž 1-1 — 1,44(—0,5) = —0,78; 
2 2 > 

3 lz ie E š 
Fav = E pb — E pp = —1,44:0,5 = —0,72; 

22 

3 pag l-9 _ 
Ta => — 3 Dett — Y epf = —141:05 = —0.72; 

3 I7! Iza 3 z ro 
T3o > » pb > git = = 1-1 1,44(—0,5) 0,78 ; 

IZA fe 

Taa = 3 E Y + E p = =al: le ie e 1,44(—0,5 + 


ru = 3 E Fa p= 2 4 1,44-0,5? + 144-(—0,5 = 
= pri 
rs = 3'E UNP) + E e) = 1444—0,5)-05 + 1,44-0,5(—0,5) 
= —0,72; 
Rap E(N + A)” — X Pò; ( + 0)(—0,5) 
(160 + 0)(0,5) { 60-2 — 20- z) 315,0 
Ris = E = 240; Riy = EM = —905 Rap = ZM = +160 — 40 
= 4120 
Rop = -E (Mu; + Ep)? — E PB — —(—90 + 0)(0;5) 
= —315,0. 


— (0 + 160)(—0,5) — (60-2 +20. 45 


6) Determinarea necunoscutelor din sistemul ecuațiilor de condiție 


4,502, + Za — 1,52, -+ 240 = 0 


Z, + 444Z, — 0,782, — 0:722, — 90 = 0 
244Z; — 0,72Za — 0.78Z, + 120 =0 


0,722, + 6,72Za 
Tz, — 315 =0 


1,52, — 0,782, 
—0,72Z, — 0,782 — 0,722 + 3 


Za = —81,35; Z, = 40,29; Za = —42,9ł ; 
7) Rotirile reale ale barelor (6;; = ọ%4Za + YZ) vor fi 
) z5 
Bis = Baa = 0; Oig = 1:(—57,20) 57,20; 0 = 1-(—57,20) = 
= —57,20 ; 


Bas = 1:72,41 = 72,41; 
Ba, = 0,5-(—57,20) — 0.5.7241 = —64,8 


0,72Z, + 315 = 0 


__. 


i 


Za = —57,20; Z, = 7241, 


= (—0,5)(—57,20) + 0,5-72,41 = 64,8; 


8) Calculul momentelor incovoietoare la capetele barelor (după formulele 
de la pragraful 13.5) 


M, = 240 + 1,5(—81.35) — 1,5-0 = 117,96 kN-m 


M, 


4,45 KN-m 


ie = 1:(—81,35) Za 57,20) 


M, = 2(—81,35) 2:40,29 = —122,41 kN-m 
Aa = 1-40,29 : .1-(—57,20) = 126,08 kN-m 
Ma = —90 + 1,44:40,29 — 1,44-64,8 = —125,30 kN-m 
Mys = 1-(—42,91) -2 -1-7241 = —151,52 kN-m 
Me = 2148135) Ž -1:(—57,20) = 45,1 kNm 
Ma = 2-40.29 +1 (—81,35) = —0,78 kNm 
i 3 G 
Mya = E -1:40,29 — Ž -1 -(—57,20) = 105,95 kN -m 
Maa = 160 + 1,44( oan 1,44(—64,8) = 191,52 kN -m 
Ma = 2 1 1—49, 21)— 2 .1.72,41 = —130,06 kNm. 
9) Verificări 
117,96 + 4,45 — 124,41 =0 


EM 
1 
XM = —0,75 + 126,08 — 125,30 = 0 
2 

EM = —40 + 191,52 — 151,52 =0, 
3 


Diagrama M este dată în fig. 13.17, f. 


Aplieaţia 13.2. Pentru cadrul din fig. 13.18, a să se determine diagrama 
de momente din încărcarea cu variațiile de temperatură date, prin metoda 
generală a deplasărilor. Barele au secţiuni dreptunghiulare cu dimensiunile 
din figură (EI = 40 000 kN-m?; a = 105). 


Structura este cadru cu noduri deplasabile cu un grad de libertate (G, = 
= 2.6 — (5 +6) = 1). Necunoscutele : rotirile de noduri Z, şi Z, şi gra- 
dul de libertate Z, (fig. 13.18, b). 

Coeficienţii de rigiditate sînt calculaţi în tabelul din figura 13.18, c- 

Studiul cinematic pentru determinarea rotirilor de bare corespunzătoare 
deplasării Z, = ! se prezintă în figura 13.18, d. 

Rotirile barelor din variaţia temperaturii {£ în axele barelor se deter- 
mină pe configuraţia geometrică a sistemului articulat obţinut din sistemul 
de bază, din alungirile (scurtările) barelor (fig. 13.18, e). 


34 — Mecanica construcțiilor — cd. 39 
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Alungirile barelor sînt: Al = 1075-10.6 = 60-107; Al; = 107-20. 
-3=60-10; Ala =10-10-5=50-105; Al =107-10-6=60-107 şi Aly = 
= 1075-5-6 = 30-107. 

În fig. 13.19, e ìn partea dreaptă este reprezentată epura WiHiot 
cu ajutorul căreia se pot determina componentele deplasărilor nodurilor per- 
pendiculare pe bare (r) necesare calculului rotirilor de bare (9 = r/i). Din 
această epură rezultă : 

F = àl = 60:10; ns = åh = 60-107; Fy = 0; rjg sina = 


= Als cosg + Al + Ala; 


33751|3,375EU5 [1,20 


ri = (50 -0.8 + 60 + 60)-10=5/0,6 = 266,7-103; 


Tag = Tag Cosa + Ala sina + Als — Alg = 273,3 -107 


Rotirile de bare vor îi: 


$ 60-10-: Fă 60-10-s 
E dal ci ME E ERE i ac E; = p = +4+20-1075; 
266,7 -10-5 k, = 273,3 -10-5 
Gh = — PETIT —53,33-105; 0h = pA = 
2 


= —+45,5-10%5; Ch = 0. 


Momentele de incastrare perlectă din variația temperaturii în axele 


s 
S barelor vor fi: 
că 3E-3,3757 10,125 -40 000 n. TA 
E si, = G; = -10-1 = 6,75 EN-m 
f SEI 6-40 000 f 
Mi, = Ri a 6; - -20-10-3 = —16,0 kN-m 
Y 3 E-3,375 I 10,125 -40 000 „ Ş 
ai, e 6 Ss -53,33-105 = 43,2 kN-m 
2 ə 
3 E-3,375 1 10,125 -40 000 > ~ = 
Mis 04 = -45,5-10-5 = 30,7 &N-m. 


6 6 


Momentele de încastrare perfectă din diferența de temperatură între 
fețele barelor (conform tabelului 13.3) sînt : 


RA = +2 2 3,375-40 000-10- = 67,5 KN-m ; MA — NY —=0 
‘i E E zii za 
mF = — 2 - 20.8,375-40 000-103 = —67,5 kNm 


ata: — +2 . 2. 3,375-40 000-10-5 = 67,5 kNm 


ME = -NÄ = +2 1,95 -40 000-10 = 46,8 kNm. 


Momentele de încastrare perfectă totale sînt trecute pe fig. 13.18, f 
(M = MW + wi). 
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Coeticienţii necunoscutelor : 
Pup 12 +0,79 = 2,99 ; ro 1 +0.771 = 1,771; rg = 0; 


te= 22 = 2245 re z -0,771-1 — 1(—1,33) = +0177; 


Fea = 3077-12 +- 1(—1,33)2 + 1,2-22? = 8,39, 


Termenii liberi din ceuaţiile de condiţie : 
R = 74,2 — 16,0 — 24,3 = 3339; Ra; = --30,8 — 46,8 = —10,0 
Rar = —(—24,3):-2 — 36,8(—1,33) +97,6. 


Ecuațiile de condiție și valorile necunoscutelor sint : 


2,99 Z, — 2.40 Za + 33,9 = 0 Z, = —25,92 
1,771 Za — 0,177 Za — 10 = 0 Za = +7,46 


2,40 Z, + 0,177 Za + 8:89 Za + 97,6 =0; Za = —18,12. 
Determinarea momentelor la capetele barelor se prezintă pe schema din 
fig. 13.18, g iar diagrama de momente în fig. 13.18, h. 


În afara echilibrului nodurilor, diagrama finală se poate verifica şi pe 
baza principiului lucrului mecanic virtual 


Ea + A, = (—11,9)-2 + 20,1(—1,33) + (70,7 — 20,1)-1 
= —50,6 + 50,6 = 0 


Aplicația 13.3. Pentru cadrul din exemplul precedent să se determine 
diagrama de momente încovoietoare din încărcarea cu cedări de reazeme 
(0, = 2cm, u; = 0,75 cm, r; = 1 cem, u =2 cm, g= (1/6) din fig. 
13.19, 0); EI = 40 000 kN- 


Fig. 13.19. 


Kr 
3% 
Š] 


Coeficienții necunoscutelor au fost calculați în exemplul precedent. Pen- 
tru calculul termenilor liberi sint necésare momentele de incastrare periectă 
din cedările de reazeme. 

Cedările de reazeme translalii au ca efect asupra sistemului de bază ro- 
tiri de bare care se determină pe sistemul articulat al sistemului de bază la 
care se suprimă legătura pe direcția cedării respective (fig. 13.19, d, c). 
Rezultă următoarele rotiri de bare: 


sa 002 2001 167-103; 0 = 0005 a 19,5.10-8 
G G 
dI u „02 

O. — = —1,67-1073; a= 0; Ba = 00 3,33.10-3, 


Momentele de incastrare perfectă din aceste rotiri produse de cedările 
translaţii (fig. 13.19, f) sînt: 


3E-3,375 1 10,125 -40 000 


Kaa EL bu = IM (1,6710) = +112,5 kNm 
Mas = Ny E Ois SO 3.5.1078 = —200 KN-m 

Mog i Baa MARAN mey 1,67-10-) = 4112,5 kN-m 
Kos = — Nee SEEE Bag = — 1,9-40 000(—3,33-10-) = -+260 kNm 


Din cedări rotiri, momentele de încastrare perfectă (fig. 13.19, g) sînt : 


4EI 4-40 000 (1 7 di 
Wsi = —— 9 - 155,0 kN-m ; 
3 3 6 180 
= 251 2- 40 000 f1 z fa r 
Sus 95 [ - 77,5 kN-m. 
E Ia 3 6 180 


Momentele de încastiare perfectă totale: 
Ma = +112,5 kNm; Mas = —200 -+ 77,5 = —122,5 kN-m; 
Mı = —200 -+ 155 = —45,0 kN-m 
Mag = 112,5 kN-m; Mos = +260 kN-m; Re = 260 kN-m. 
Termenii liberi din ecuațiile de condiție : 
Riar = 112,5 — 122,5 10; Rar = 112,5 + 260 = 372,5 
Raar = (112,5)(—1.33)}— (260 + 260)-1 370. 


Ecuațiile de condiție și valorile necunoscutelor : 


2,99 Z, — 2,40 Za — 10 = 0; Z, = +51,6 
1,771 Za + 0,177 Za + 3725 = 0; Za = —216,5 
2,40 Z, + 0,177 Z, + 8.89 Za — 370 =0; Za 59,9. 
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Momentele la capetele barelor sint determinate în fig. 15.19, h, iar 
diagrama de momente este prezentată în fig. 15.19 i. 


Veriticare : X(M,; + AL); = (—82,2)-2 + (—24)(—1,33) + (24 + 
-+ 107,3)-1 = —1644 + 163,3 x 0. 


13.9. PROCEDEUL DISTRIBUȚIEI 
ȘI TRANSMITERII MOMENTELOR (CROSS) 


13.9.1. PRINCIPIUL PROCEDEULUI. COEFICIENT DE DISTRIBUȚIE. 
COEFICIENT DE TRANSMITERE 


Acest procedeu, elaborat de Hardy Cross în anul 1932, are la bază aspec- 
tul fizic al trecerii de la sistemul de bază cu noduri blocate la deformata reală 
pentru cadre cu noduri fixe. Se va urmări principiul acestui procedeu pe ca- 
drul cu noduri fixe din fig. 13.20, a. Pentru a trece de la sistemul de bază 
în fig. 13.20, b la sistemul real, trebuie deblocate nodurile pentru a le 
permite să se rotească ca în sistemul real. Această deblocare nu se poate face 
simultan la toate nodurile, deoarece nu se cunosc rotirile lor şi deci nu se pot 
afla momentele care apar la capetele barelor din aceste rotiri. Se va debloca 
succesiv cite un nod, celelalte noduri rămînînd blocate. În acest- mod, la fie- 
care deblocare de nod se vor putea determina momentele care apar la capetele 
barelor, aşa cum se va vedea mai departe. 


Înainte de deblocare, asupra unui nod poate acţiona un moment neechi” 
librat dat de suma momentelor de pe capetele de bară din nod. Astfel, asupra 
nodului i, izolat din sistemul de bază în fig. 13.20, e, acţionează pe nod 
momentul neechilibrat M; = Wi; — Wir 

Deblocind numai nodul i, el se va roti cu &; (lig. 13.20, c), barele concu- 
rente în nod se deformează pină cind momentele care apar pe capetele de bare 
din nod echilibrează momentul neechilibrat (fig. 13.20, d). Condiţia de echi- 
libru pentru nodul i rotit cu g, va fi (fig. 13.20, f) 


Ma Min + Meg + Mie + Mu =0 
sau M; = —(Ma + Ma + Mir + Mi) (13.21) 


în care momentele pe capetele barelor au fost presupuse pozitive pentru ca din. 
calcule să rezulte cu semnul real. Ultima relaţie arată că momentul neechili- 


534 


brat se repartizează sau se distribuie cu semn schimbat pe capetele barelor din 
nod. Concluzia este valabilă fie că se consideră momentele care acţionează 
pe nod, fie că se consideră momentele care acţionează pe bară. Explicaţia este 
că atit momentul neechilibrat, dat de suma momentelor pe bară cind cadrul 
este blocat, cit și momentele care acționează pe bară din rotirea nodului au 
semn contrar faţă de cele care acţionează pe nod. 

Toate capetele de bară din nod avind aceeași rotire cu nodul ş; și ținînd 
seama de relaţia stabilită în paragraful anterior (M = pọ) care dă momentul 
în capătul barei datorită rotirii acestui capăt, rezultă că rotirea nodului va fi 


— Mis Mis Mir Mir Mi + Myt Muet Ma Mi 


g: (13.22) 
Pa frj Pie fu Pm + Put sut Pu Pi 
în care s-a notat p; = pm + pi + pir + pu coeficientul de rigiditate al no- 
dului. 


Din relația anterioară rezultă valoarea momentelor distribuite pe cape- 
tele de bară din nod datorate rotirii nodului produsă de momentul neechilibrat 


Xa = — S = daM, 
Pi 
Siy = — M, = du: 
i (13.23) 
Ma = — PEM = datt: 
fi 
Ma = — EM, = dud 
P: 
în care d;; = —p:;/ọ: este coeficientul de distribuție sau repartiție în capă- 


tul i pe bara i—j şi care arată că momentul neechilibrat se distribuie cu semn 
schimbat pe capetele de bară din nod, proporțional cu rigiditatea barelor. 
Coeficienții de distribuție de pe capetele de bară dintr-un nod se bucură de 
proprietatea 


o 3 Ş 
Eda = da + di; + dis + da Pn — fu — Sa — eu 1 (13.24) 
i f: e: P: e 
ceea ce reprezintă de fapt condiţia de echilibru pusă nodului i după deblocare. 
Prin rotirea nodului, barele concurente în nod se deiormează și deci vor 
apărea momentele încovoietoare şi în celelalte capete încastrate în sistemul 
de bază. Pentru bara dublu încastrată cu secţiune constantă, s-a arătat în 
paragraful precedent că rotirea secţiunii într-un capăt produce în celălalt 
capăt un moment (fig. 13.20, d) 


= 1 = 


1 a 1 
Mj > Pui 5 Maz 


2 


di; 


B 


adică momentul distribuit se transmite în celălalt capăt printr-un coeficient 
de transmitere a momentelor f;; = 1/2. 

La fiecare deblocare de nod, chiar dacă nodurile adiacente sint în echili- 
bru, vor apărea pe ele momente neechilibrate provenite din momentele 
transmise și deci operaţiile de deblocare se vor relua cu toate că nodurile au 
mai fost deblocate. Aceste operaţii care, din punct de vedere matematic, repre- 
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zintă aproximaţii succesive (iterații) sînt convergente deoarece momentele 
neechilibrate scad cu fiecare deblocare de nod atit prin operaţia de distribuţie 
(coeficienții de distribuţie sint subunitari) cît şi prin operaţia de transmitere. 


13.9.2. APLICAREA PROCEDEULUI CROSS 
LA CADRE CU NODURI FIXE 


Calcule preliminare. Pentru efectuarea operaţiilor rezultate în paragraful 
precedent sint necesare următoarele calcule : 

— calculul momentelor de inerție ale secţiunilor barelor și raportarea 
lor la unul dintre ele (de obicei cel mai mic) ; 

— calculul coeficienţilor de rigiditate ai barelor, e = F/I pentru bare 
dublu încastrate cu p = (3/4)T/l pentru bare încastrate și articulate ; 

— calculul coeficienţilor de distribuţie pe capetele barelor la fiecare nod, 
di; = —pule:; 

— calculul momentelor de încastrate perfectă OK din încărcări pe siste- 
mul de bază. 

Efectuarea iteraţiilor. Din prezentarea făcută în paragraful precedent 
rezultă că acest procedeu comporta trei operații care se efectuează pe schema 
cadrului : 

— Înscrierea pe capetele barelor a momentelor de incastrare perfectă care 
reprezintă valori inițiale ; 

— distribuția momentelor neechilibrate ; E 

— transmiterea momentelor distribuite. 

Ultimele două operaţii corespund deblocării cite unui nod și se vor repeta 
pentru fiecare deblocare succesivă a, nodurilor. 


Electuarea acestor operaţii pentru cadrul din fig. 13.21 este prezen- 
tată pe schema de calcul din fig. 13.22. Calculele preliminare sînt presupuse 
efectuate. | 

Presupunînd că se deblochează primul nodul 7, momentul neechilibrat. 
M, = W, roteşte nodul distribuindu-se pe capetele barelor din nod, ÎI, = 
= dMi ; Mia = dp M; valori care se înscriu în coloanele momentelor respec- 
tive. Nodul s-a echilibrat și se rebiochează, lucru care se marchează în schema 
de calcul (fig. 13.22) prin bararea cu o linie peste momentele distribuite. -Mo- 
mentele distribuite se transmit la celelalte capete de bară încastrate, indicîn- 
du-se acest lucru în schemă printr-o săgeată. Astfel, în capătul 2 pe bara 1—2 
se transmite 1/2 da. 

Cu indicele prim s-au notat momentele la prima deblocare a nodului. 
Dacă nodul următor care se deblochează este nodul 3, momentul neechilibrat 
Ms = Mas Sa Wa, se repartizează pe capetele de bără cu valorile M3, = ds 
Mir = dys 
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Fig. 13.22. 


Se reblochează nodul barindu-se cu o linie peste momentele distribuite 
care se transmit pe jumătate în celelalte capete încastrate ale barelor. Trecind 
apoi la deblocarea nodului 2, momentele necchilibrate va conţine alară de 
momentele de incastrare perfectă și momentele transmise prin deblocarea 


. x = - - 1 = d = z RI 
nodurilor adiacente Af, = Mas + Mag + 7 hMi -} T Ma Urmează cele 


două operaţii corespunzătoare deblocării nodului, distribuția și transmi- 
terca. Prin transmiterea la nodurile 7 şi 3 a momentelor distribuite pe barele 
din nodul 2, aceste noduri devin din nou neechilibrate și deci trebuie reluate 
deblocările succesive. Operaţiite de distribuţie şi transmitere se vor continua 
pînă cînd valorile distribuite ajung la circa 1—2% din momentele de încastrare 
perfectă. După prima deblocare a fiecărui nod, momentele neechilibrate vor 
conţine numai momente transmise care se află în afara liniilor care marchează 
echilibrul nodurilor după o deblocare. Prin însumarea coloanelor respective 
se obțin momentele la capetele tuturor barelor cu semnele în noua convenţie, 
cu ajutorul cărora-se reprezintă diagrama de momente încovoietoare de partea 
fibrei întinse. 


Observații : 

— Pentru a mări rapiditatea convergenței, este indicat ca ordinea de 
deblocare a nodurilor să cuprindă momentele neechilibrate mai mari. 

— Ultima operaţie pentru fiecare nod trebuie să fie distribuţia pentru 
că în final nodurile Lrebuie să fie în echilibru, deci la ultimul rînd de deblocări 
nu se mai fac transmiteri. 

— Pentru barele care leagă un nod elastic și o încastrare perfectă (la 
teren) transmiterea se face într-un singur sens de la nodul elastic la încas- 
trarea perfectă. La astfel de bare este bine să se facă transmiterea o singură 
dată în tinal, transmiţind suma momentelor distribuite (vezi pe schemă trans- 
miterea de la 2 la 6 şi dela 3 la 7). Nu se transmit momente de incastrare 
perfectă. 
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— Pentru un cadru cu noduri fixe încărcat cu forțe concentrate numai la 
noduri, momentele de incastrare fiind nule, și diagrama finală de momente 
va fi nulă. 


13.9.3. VERIFICAREA DIAGRAMEI DE MOMENTE 


Echilibrul nodurilor nu reprezintă o verificare deoarece după fiecare de- 
blocare, nodurile sînt în echilibru. Verificarea se poate face fie ca la metoda 
eforturilor, fie într-un mod specific acestui procedeu și anume, condiţia de 
compatibilitate a deformatei impune ca toate capetele de bare dintr-un nod 
să aibă aceeași rotire sau rotirea capătului încastrat perfect al unci bare să 
fie nulă. Aceste rotiri pot fi calculate pe baza relaţiilor între momentele de 
capăt, incărcări şi rotirile secţiunilor de capăt stabilite în paragraful 13.6. 

Pentru o bară dublu încastrată î—j, rotirile secţiunilor de capăt rezultă 
din rezolvarea sistemului de ecuaţii 


1 
Mi = Wa + pui HF PUPI 


F (13.25) 
Ma = My pui + pu?) 
de unde: 

A AMi — SR) 7 Ma — M) 

i 
g Sei 

> (13.26 

9; (As — Ma) = (My — Ss) E 
i 39 


Pentru bara încastrată și articulată i—h rotirile rezultă din relaţia 
Min = Mir + pa Și anume 
- Mia — I 5 
gp AA, (13.26a) 
Pia 


Astfel, verificarea rezultatelor din schema din fig. 13.22, punind con- 
diţia egalității rotirilor capetelor de bară din nodul 2 de exemplu, va fi 


Ata — Wa) — AM -Wid _ ACM — Wed — UM — Mao) 


3p Bees 
Aaa — Wees) — (Hea — Me) Ma — Oas 
3 Pes Pes 


13.10. REZOLVAREA PRIN APROXIMAȚII SUCCESIVE 
A CADRELOR CU NODURI DEPLASABILE. 
CALCULUL îN DOUĂ ETAPE i 


Procedeul Cross a fost demonstrat și se aplică la cadre cu noduri fixe. 
Acest procedeu poate fi folosit și pentru cadre cu noduri deplasabile însă de 
fapt se rezolvă prin procedeul Cross cadrul cu noduri fixe obţinut din cadrul 
real prin blocarea gradelor: de libertate elastice care definesc translaţiile no- 


durilor. Pentru prezentarea procedeului, se consideră cadrul cu două grade de 
libertate din fig. 13.23, a. 
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Trecerea de la sistemul de bază cu nodurile complet blocate la rotiri și la 
translaţii (grade de libertate elastice) din fig. 13.23, e, la cadrul real cu no- 
duri deplasabile (fig. 13.23, a) se poate face deblocînd întii nodurile la rotiri 
ajungind la cadrul cu noduri fixe din fig. 13.23, b şi apoi deblocînd și 
pendulii a şi b care blochează gradele de libertate elastice. Se ajunge astfel 
la calculul cadrelor cu noduri deplasabil în două etape: 


Fig. 13.23. 


Etapa I. Pealru a trece de ja cadrul cu noduri fixe (fig. 13.23, b) la de- 
formata cadrului real, se aplică pe cadrul cu noduri fixe încărcările exteri- 
oare date şi translaţiile elastice ale nodurilor corespunzătoare rotirilor de 
bare date de cele două grade de libertate a şi b. Determinarea diagramelor 
de momente din acesle încărcări pe cadrul cu noduri fixe se poate face prin 
procedeul distributiei si transmiterii momentelor plecind de la sistemul de 
bază cu nodurile complet blocate (fig. 13.23. c). 

Rezolvînd cadru! cu noduri fixe la încărcare cu forțe exLerioare prin pro- 
cedeul Cross, aşa cum s-a arătat în paragralul anterior, se obține diagrama 
de momente M3. 

Deoarece nu se cunosc valorile reale ale translaţiilor de noduri corespun- 
zătoare gradelor de libertate elastice, se va încărca cadrul cu noduri fixe cu 
deplasări unitare (Z, = 1, Z, = 1) pentru parametrii care definesc rotirile 
barelor în cele două grade de libertate. Rezolvarea cadrului cu noduri fixe la 
aceste încărcări prin procedeul Cross se face la fel ca la încărcarea cu forte, 
diferența constind numai în determinarea momentelor de încastrare perfectă. 
Încărcind sistemul de bază cu translaţii de noduri corespunzătoare gradelor de 
libertate elastice Z, = 1 şi Zą = 1, barele se rotesc fără ca nodurile să se ro- 
tească. Barele se deformează corespunzător rotirii lor, apărind momente de 
încastrare perfectă, care se determină cu formulele stabilite în paragraful 13.3, 
și anume —(3/2)py pentru bare dublu încastrate și — pọ pentru barele încas- 
trate şi articulate. 

Rotirile barelor pentru fiecare grad de libertate Z, = | sau Z, =1 se 
determină dind o rotire unitară la una dintre bare pe mecanismul cu un grad 
de libertate obţinut din sistemul auxiliar articulat al sistemului de bază, la 
care se suprimă numai pendulul care blochează gradul de libertate respectiv. 
În fig. 13.24. « şi d se arată obţinerea acestor rotiri pentru Z, = 1 şi res- 
pectiv Z, = l, pe baza cărora rezultă deformata sistemului de bază din 
fig. 13.24, b şi c corespunzător încărcării cu gradele de libertate elastice 
Za=1 şi fest 

Cu relaţiile amintite care dau momentele la capetele celor două tipuri de 
bară ale sistemului de bază din rotiri de bare se determină momentele de în- 
castrare perfectă (fig. 13.24 e, f). Folosind aceste momente de încastrare 
periectă ca valori inițiale, se determină prin procedeul Cross diagramele de 
momente M, și M, din încărcarea cadrului cu noduri fixe {fig. 13, 24, b) cu 
gradele de libertate elastice Z, = 1 și respectiv Z, = 1. 
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Fig. 13.24. 


Diagrama finală pe cadrul cu noduri deplasabile se obține prin suprapune- 
rea diagramelor din cele trei încărcări, forțe exterioare şi grade de libertate 
elastice Z, şi Z, necunoscute 


M = MI — Mala + meu 


Etapa II. Problema care se pune este determinarea valorii parametrilor: 
Za şi Z, care detinese deplasările corespunzătoare gradelor de libertate. 
Pentru aceasta, se folosesc condiţiile de echilibru pentru sistemul auxiliar arti- 
culat al sistemului real cu noduri deplasabile, ceea ce echivalează cu a pune 
condițiile de reacţiuni nule în penduli, care împiedică gradele de libertate deoa- 
rece aceștia nu există în sistemul real (+. fig. 13.23, a). Sistemul articulat, 
obținut din sistemul real prin introducerea de articulaţii în toate nodurile și: 
încastrările, încăreat cu valorile reale ale momentelor la capetele barelor Mije 
și forțele exterioare trebuie să fie în echilibru (fig. 13.25). Echilibrul acestui 
sistem poate fi exprimat pe baza principiului lucrului mecanic virtual prin 
deplasările virtuale corespunzătoare celor două grade de libertate cinematice 
Za = 1 și respectiv Z, = 1 (fig. 13.25, a, d) 

ZI (Ma t Maby +E Pè = 0: S (i + Aso + S PB = 0 

în care primul termen reprezintă lucrul mecanic al momentelor reale prin ro- 


tirile barelor și al doilea termen reprezintă lucrul mecanic al forţelor exteri- 
oare prin deplasările pe direcţiile lor. 


Momentele la capetele barelor s-a arătat că se pot seric 


Ma = Mhp Za + mZe şi Ai = Mp + Mya + me 
şi deci condiţiile de echilibru se pot serie 


[2 (ms, + tsi = Dn; + mayi]. + 
+E(Mho + Miz) +E Pòp = 0 

[E (mi + moya + [E (mh + mil Ze + 
A SM + Mio) + EP = 0 
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sau 
lea Za + lauZe ii Lao = 0 


loa Za + looZs + Lup = 0 


în care notaţiile adoptate au semnificațiile: Zs, = B (m -H mýt; — lucrul 
mecanic al momentelor de capăt din încărcarea cadrului cu noduri fixe cu 
Bradul de libertate elastic Z, = 1 prin deplasările corespunzătoare gradului de 
libertate cinematic Z, = 1; Lap = B (Mhp + Met; +EP lucrul 
mecanic al momentelor de capăt din încărcarea cadrului cu noduri fixe cu for- 
tele exterioare şi lucrul mecanic al forţelor exterioare prin deplasările cores- 
punzătoare gradului de libertate cinematic Z, = 1. 

Din sistemul de ecuaţii stabilit rezultă valorile parametrilor care definesc 
deplasările elastice Ze şi Z, cu care se determină valorile finale ale momen- 
telor la capetele barelor 


M = AD + Mala + mufe 


Aplicația 13.4. Pentru cadrul unei estacade din beton armat (fig. 13.26) 
să se determine diagrama de momente incovoietoare prin procedeul Cross 


je 20«N/m 
TOTII TI 


Fig. 13.26. 
Asia A i 0,025 mt = 15,81 
Iu Ig = AEE = 0,0016 mt =1. 


1) Necunoscute, sistem de bază. Cadrul avind două noduri rigide (1 şi 2), 
numărul necunoscutelor rotiri de nod este egal cu doi, N, = 2. 

Pe sistemul auxiliar articulat (fig. 13.27) rezultă 

N = 2n — (b +r) = 2-5 — (4 + 6) =0, deci cadrul este cu noduri 
fixe, neavind necunoscute grade de libertate (translații de noduri). 

Sistemul de bază obținut prin blocarea rotirilor este reprezentat in 
fig. 13.28. 


Fig. 13.27. Fig. 13.28. 
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2) Calculul coeficienţilor de rigiditate 


= 7,8 unde /=—6 


1 1561 z fi I > 
Pre E 7 1:8: Pia A 1,5; 
ha 12,00 a 100 
gennai 
23 la 6,00 i 


Pi = Pis F Piz H pu => 7,8 +7,8 + 1.5 = 17,1 


Pe = Pra + pa = 781 8,8 


iai a 0.456 
“a e. 17,1 Edi 
Piz 7,8 = 
Nodul 74 d = — = = — a = — 0,456 
2, 17,1 
15 
lya 2s z 0,088 
dia 7 Fi „08 
| da= — 2 = — 75 — —0,886 
P2 8, 
Nodul 2 y 
l E E E 
Fa 8,8 


Coeficienții de distribuție ai momentelor neechilibrate satisfac în fiecare 
nod condiţia $ d; = —1: g 
i 


4) Calculul momentelor de încastrare perfectă : 
3Pl,; 3-80-9,0 


Ms ! T Je +135 KN-m 
2 Ei 
Kaa = — Sea a AAN 240 kN-m 
J: 12 12 
= "25 zi Să 
Mye = —20-2;5 22 — —82,5 kN-m. 


2 
Diagrama momentelor de încastrare perfectă cu semne pe capete de bară 
este prezentată în fig. 13.29. 


Fig. 13.29. 
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5) Determinarea diagramei de momente încovoietoare. Schema de calcul 
pe care se execută operaţiile de iteraţie este dată în fig. 13.30. Pe schemă 
se înscriu coeficienţii de distribuţie în jurul nodurilor și de asemenea momen- 
tele de încastrare perfectă pe capăt de bară pentru fiecare bară încărcată. 
Se deschid coloanele de calcul corespunzătoare fiecărei extremităţi de bară, 
pornind cu valorile momentelor de încastrare perfectă. Se începe apoi echili- 
brarea nodurilor în ordinea indicată în tabelul din fig. 13.30. 


Momentul neechilibrat cel mai mare în valoare absolută este cel din no- 
dul 2 și are valoarea: +240 — 62,5 = 41775; prin multiplicare cu coefi- 
cienţii de distribuţie rezultă momentele distribuite : 

— pentru bara 2— 1: +177,5-(—0,886) 157.3; 

— pentru bara 2—3: +177,5-(—0,114) = —20,2. 

Se verifică condiţia ca suma momentelor distribuite în jurul unui nod 
să fie egală cu momentul neechilibrat 157,3 20,2 + 177,5 0. 

Momentele distribuite se transmit în extremităţile de bare de la nodurile 
vecine. : i 

— pentru bara 7—2: —157,3-0,5 = —7846; 

— pentru bara 2—3 : transmiterea spre reazem se amină pentru sfîrşit, 
deoarece în capătul 2 nu apar decit momente distribuite pentru care se poate 
transmite suma lor. = 

Cu aceste operaţii echilibrarea nodului 2 este terminată și pentru a marca 
acest lucru se trag linii în coloanele din jurul nodului, ` 

Se trece la nodul 7 unde momentul neechilibrat este: +135,0 — 240 — 
— 78,6 = —183,6 ; acesta se distribuie celor trei bare din nod: 

— pentru bara 7—5: —183,6-(—0,456) = +83,7; 

— pentru bara 7—4: —183,6-(—0,088) +16,2; 

— pentru bara 1—2: —183,6:(—0,456) = +83,7. A 

Se verifică condiţia ca suma momentelor distribuite în jurul nodului să 
fie egală cu momentul neechilibrat +85,7 + 16,2 + 83,7 — 183,6 = 0. 

După echilibrarea nodului 1 se face transmiterea momentelor distri- 
buite- în extremitățile de bare de la nodurile vecine : 

— pentru bara 2—1: +83,7:0,50 = +41,8; - 

— pentru bara 4—1: transmiterea spre reazem se amină pentru. sfîrșit. 

Se revine la nodul 2 unde momentul neechilibrat este +41,8; se efec- 
tuează operaţia de echilibrare a nodului și de transmitere a momentelor dis- 
tribuite, apoi se trece succesiv la celelalte noduri repetind operaţiile de echili- 
brare și transmitere pînă cînd momentele distribuite devin neglijabile. 
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În cazul analizat s-a ajuns la acest rezultat după trei echilibrări ale no- 
dului 2 (circa 1%, din valoarea iniţială). 

Pentru a obţine valorile totale ale momentelor de capăt se însumează 
fiecare coloană de calcul. 

6) Verificarea diagramei M. Se face pe baza condiţiei ca deplasarea pe 
orizontală a nodurilor riglei să fie nulă, cadrul fiind cu noduri fixe. Folosind 
calculul redus al deplasărilor, conform formulei Maxwell-Mohr se integrează 
diagrama M reală (fig. 13.31), cu diagrama de momente încovoietoare m° 
din forță virtuală unitară (fig. 13-32), obținută pe un sistem static determinat 
convenabil ales 


Elu, = (17,8-4-4)/6 — (8,9-4:49fB3 = 0. 


Fig. 13.31. Fig, 13.32. 
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Fig. 13.33. 


7) Determinarea diagramelor de forţe tăietoare şi forţă axială. Obţinerea 
diagramei T pe baza diagramei M este prezentată în fig. 13.33. Dia- 


arama N obţinută pe baza diagramei T utilizînd condiţiile de echilibru ale 
nodurilor este prezentată în fig. 13.34. - 
Aplicația 13.5. Să se traseze diagrama 
de momente încovoietoare pentru cadrul-cu 
noduri deplasabile din fig. 13.35, a folo- 
sind procedeul rezolvării în două etape. 
Cadrul este cu noduri deplasabile avînd 
două grade de libertate. În prima etapă 
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35 — Mecanica construcțiilor — cd. 39 


Fig. 13.35. 


se rezolvă cadrul cu noduri fixe din fig. 13.35, b Ia -acțiunea încărcă- 


„rilor date şi a încărcărilor cu grade de libertate unitare, Z, = 1, Z = 1, . 
folosind unul din procedeele iterative pentru cadre cu noduri fixe, de exemplu . 


procedeul Cross, 


Coelicienţii de rigiditate (fig. 15.35, c) pentru EI = 1,5 sînt: 


4EI 3EI rr 3E-4I 
Pis = Fa E L; Pez A 0,75; pr = T 1,5; 
AEI-4I 
Era = pop = EL — 2,683. 
ls, iba 8,94 ; 
Coeticieaţii de distribuţie pentru momente necchilibrate : 
dig rolă 230.080 
5,183 2,683 z 
da = — = —0,5 
2,683 g | 5,366 
Nodul 14 da = — ~ = —0,518: Nodul 2 
2 5,153 2 683 
1 ; ci) 3 Mat 
ls = — = —0,193 ice ae 
“as 5,183 Săi 
Sad SII 
2,683 
1 = — 288 — 0,73 
g i 3,683 dt 
„Nodul 8 
1 
do = — = —0,272 
d 3,683 
Sa SET, 


“Etapa I. Folosind sistemul de bază geometric determinat (fig. 13.35, d), 
se calculează diagramele- de momente pe cadrul cu noduri fixe din : 

— Încărcările exterioare date. Momentele de incastrare perfectă din 
încărcări sînt: Ma = Min Mis = Maz = 2082/12 = 106,7; Mye = 
= —40. Cu ele ca valori inițiale, folosind procedeul Cross, se obțin momentele 
M° pe cadrul cu noduri fixe (fig. 13.35, e). 

— Îmcărcare cu gradul de libertate elastic Za = 1. Se determină rotirile 
de bare 4; (fig. 13.35, f), pe sistemul articulat al sistemului de bază la care 
se suprimă pendulul a, dînd la o bară o rotire unitară (Vs = 1). Se calculează 
momentele de încastrare perfectă M” din rotirile de bare corespunzătoare gra- 
dului de libertate elastic Z, = 1 (fig. 13.35, 9): 


A = —0,75-1 = —0,75; Wy = MA = —1,5 11 = —1,50 
Mir = ENA, = —1,5-2,683(—0,75) = +3,02; 
Ma = Ni = —1,5-2,683(0,75)= —3,02. 

Cu aceste momente ca valori inițiale, folosind procedeul Cross, se obţin 
momentele ma din încărcarea cadrului cu noduri fixe cu deplasarea elastică 
Za = 1 (fig. 13.35, h). E 

— Încărcare cu gradul de libertate elastic Z, = 1. Studiul cinematic din 


Z, = 1 este prezentat în fig. '13.35, i. Momentele de incastrare perfectă 
Xè din Z, = 1 (fig. 13.35, J) sînt: 


Ma = Rp = 1511 = 1,5; Wy = Ny, = —1,5-2,683-0,75 = 
3,02 Mh M 
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Determinarea momentelor nt din Z, = 1 prin procedeul Cross se prezintă 
i EI, 3 determină parametrii care definesc gradele de libertate Za 
și Z, din condiţiile de anulare a reacțiunilor în pendulii a și d: 
laaZa + lnsZo + Lao =0 
loaa + luvZu + Lu = 0- 
Coeficienţii și termenii liberi vor fi : 
la = E (mt; + migth = (0,75) (GL — TAI 4 
-+ (2.12 -+ 2,26)(—0,75) -+ (—2,27 — 0,88)(0,75) = —9,78 
E (mt, -p mit, = (—1,69 —1,89)-1 + (—1,49 — 2,35)(0,75) -+ 
+ (2,35 + 1,89)(—0,75) 9,66 


e 


les 


lat = loa = D (mh + mut, = 12 + 27)(0.75) + 
i 
F 


2 
(—2,27 — 0,88)(—0,75) + (0,44 + 0,88): 1 = 6,96 
Lao = E (M3 + Mi), + B Pèp = (10,4 + 20,8) 1 + 
H(—51,8 -+ 132,6)(—0,75) + (—132,6 + 57,9)(0,75) + 
+ (—20,8-3-2 — 30-6) = —1223,4 
Lo = E (M3 + My, + E P3 = (—51,8 + 132,6)(0,75) + 
+ (—132,6 + 57,9)(—0,75) + (9 — 17,9} 1 + (20-8-3-2) = +1 050. 
ia si i ii i = — i Zp = +37,7. 
Soluția sistemului de ecuații este: Za = -98,5 ; Z= + > , 
Momentele finale la capetele barelor se obțin prin suprapunerea My = 
= M} + ma + mZy pe schema din fig. 13.35, l Diagrama finală se 
intă în fig. 13.35, m. A nt i 3 
e e diagramei de momente pe baza principiului lucrului mecanic 
virtual luînd ca deplasare virtuală deplasările din Z, = ł i 
S (A; + Mut, + E PO, = (318,1 — 178,4)(0,75) + 
+ (178,4 + 215,5)(—0,75) + (—116 —175,5)1 + (20-8:3-2) = 
= —959,2 + 960 x 0. 


14. Structuri particulare static 
nedeterminate 


14.1. GRINZI CONTINUE 


Grinda continuă este o griudă dreaptă pe mai multe reazeme, din care 
unul fix (articulaţie sau incastrare) și restul mobile (reazeme simple). Grin- 
zile continue se întîlnesc curent ca structuri de rezistenţă în construcţii, de 
exemplu la poduri (fig. 14.1, a), la planşee (fig. 14.1, b). 

Tipul obișnuit de grindă continuă are un reazem articulat, care împiedică 
deplasările pe orizontală, și restul reazemelor sînt simple (fig. 142, a). În 
unele cazuri, grinda continuă poate să aibă, la unul din capete, încastrare. 
Reazemele simple permit alungirea sau scurtarea liberă a grinzii continue. La 
încărcări după axa barei, grinda continuă este static determinată, iar la vari- 
aţii de temperatură în axa grinzii, nu apar eforturi. Pentru cele două tipuri 
de grinzi, cu reazem articulat sau cu încastrare (fig. 14.2), gradul de nedeter- 
minare statică este Ga, = n — 2 respectiv Gas = n — 1 unde n este numărul 
total de reazeme, 


Zi 00 ia 7 
Z Z 4— 


z a = 
Fig. 14.1, 
sa za faza 
Gns=n -2 Grs=a-1 
a b 
Fig. 142. zi 


14.1.1. REZOLVAREA GRINZILOR CONTINUE 
PRIN METODA EFORTURILOR. 
ECUAȚIA CELOR TREI MOMENTE (ECUAŢIA LUI CLAPEYRON) 


Aplicarea metodei eforturilor la grinzi continue conduce la o rezolvare 
sistematizată, în sensul că se obțin expresii tip pentru coeficienții necunoscu- 
telor şi termenii liberi, ecuațiile de condiție avind aceeași formă generală. 
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Fig. 143. 


Stabilirea ecuaţiei celor trei momente. Se consideră o grindă contina r 
n ori static nedeterminată. Pe baza observațiilor din cap. 12, sistemu ie 
bază cel mai convenabil se obține prin suprimarea cite unei legături în conti- 


-nuitatea grinzii pe reazemele intermediare. Sistemul de bază rezultat este 


format dintr-o succesiune de grinzi simplu rezemate. Necunoscute sint d 
mentele încovoietoare pe grinda continuă in secțiunile de pe reazemele supli- 


se . {w < 

ji Tie. 14.3 s-a considerat numai o porțiune din această ginti din 
sistemul de bază respectiv, şi se prezintă diagramele din. necunoscute unitare. 
Momentele de inerție se consideră constante pe fiecare deschidere. 

Ecuatiile de condiţie vor exprima restabilirea continuității grinzi a 
zeme, adică rotirea relativă a secțiunilor .de pe un reazem pentru cele ia 
travee adiacente trebuie să fie nulă. Se va urmări stabilirea ecuaţiei © a re 
necunoscuta principală X; este momentul pe reazemul i, pentru cazul par 
cular al grinzii continue 


G) BaXa + dX +--+ bi, Xi- H bi Xa t Bitu aa Heee t 
F mn + Aro = O- 


Cum, pentru sistemul de bază ales, diagramele din necunoscute uaia 
id A $ 
se extind numai pe cele două travee adiacente xeazemului respectiv, rezultă 


că în ecuaţia (i) sînt diferiți de zero numai coctficienţii 5; i-p Dni Bu, ca ŞI 
deci ecuaţia se va prezenta sub forma: 
i r= 14.1 
bi, i-aXi-a H bi, Xi F Ba, Xiri + Aio = 0. (14.1) 
Deoarece această ecuație conține trei necunoscute momente, poartă 
numele de ecuația celor trei momente sau ecuația lui Clapeyron. 
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Diagramele din necunoscute unitare pe sistemul de bază avind aceeaşi 
formă conduc la expresii tip pentru coeficienții necunoscutelor 


mm, 1- 1 t li 
Bi 1 da t.i 
F EI 2 3 Ei SEI, 
2 1-4 1 1 stia 2 1 di li 
Sii [= da 1 2 1. ! t, STE zii t i41 
E EI gr El, 2 E Elia  3Eh BEI 
mmi, tu d 1 : i 
3; Psi f Mi da E e Ki Hisy 
PE EI 2 i “Elie CEL 


Înlcuind acești coeficienţi. in ecuaţie: și muitiplicind ecuaţia cu 6 El 
(l fiind arbitrar, de obicei se ia cel mai mic de pe structură) se obține 


$ I J 
BX a 2f op puia 
; 


h. > Leda Xiza + GEL —0 
1 


taf 


L l 


a x A > A p: z = 
sau, notind cu i; ii său (deschidere rectificată sau redusă), 
t 


Dieci E 20 + Dai e ani + GERAg 0: (14.2) 


Aceasta este forma tip a ecuaţiei celor trei momente, care DAE scrisă 
pentru fiecare reazem pe care există necunoscută moment (i = 1, 2, ..., n). 
Termenii liberi se vor stabili pentru fiecare fel de încărcare : cu forțe (4;,), 
cu variații de temperatură (A,,) și cu cedări de reazeme (A,,). 

Încărcarea cu forțe. Termenul liber A, reprezintă rotirea relativă -pe 
sistemul de bază a secțiunilor din stînga și din dreapta reazemului din încăr- 
carea dată (fig. 14.4, b). 


An = AS + AY 
La încărcarea cu torţe se pot obține expresii tip pentru termenii liberi 
folosind metoda grinzii conjugate. Solicitînd grinda conjugată cu încărcarea 
elastică p = M$, rotirile relative se obţin ca reacţiuni (salt în diagrama de 
forțe Lăietoare)” pe sistemul conjugat 


Ap _ Ra ti Re tti 
EI, Elni 


unde, de exemplu, R;, ;_; reprezintă reacţiunea fictivă în i pe bara ii, i — ł 
din încărcarea cu diagrama de momente M$ din forțele date. Sistemul, đe bază 
fiind format dintr-o succesiune de grinzi simplu rezemate, şi sistemul conjugat 
va prezenta pe fiecare travee o grindă simplu rezemată pe care reacţiunile 
se calculează ușor (fig. 14.4, c). i 


i-2 i-4 îi 


—z— ara Ea G Sistem real 
Ti I 4 liz li+2 
s 


b -Sistem de bază, 
diagramo Mp 


i-1 i i+] P=M 
C Sistem conjugat, 
E Ra reaebuni R 
Rit Riis 
Fig. 14.4. 
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În ecuaţia multiplicată cu 6E, 
Termenul tiber va fi 
a tois 
SEhAn=6 2R 1+8- R= 
i 


tm 


Re i1 „Jo L4 SR: ia ; În 

i I lizi Fiya 

EI ip = Mi, għ F Mu, ipM 
în care s-a notat 

i GR oa. : Ri a 


MERS MU, iza 7 
1 i1 


(14.3) 
{m se numeşte termen de încărcare). 
Rezultă că ecuația celor trei momente pentru solicitarea cu încărcări 

are următoarea formă 


Nica H UAK Aa DĂ 
Termenii de încărcare se determină pe baza expresiei lor, caleulind în 
prealabil reacţiunile fictive pe fiecare travee considerată simplu rezemată 
«sistemul conjugat al sistemului de bază) din încărcarea cu diagrama M9 
zăsturnată. Se va urmări determinarea termenilor de încărcare pentru două 


lia 


Fig. 14.5, 


hipaa H (Me, sora F Mi, cdi) >0 (14.4) 


cazuri de încărcare (fig. 14.5): 
— pentru încărcare uniform distribuită (fig. 14,5, a) 


==, 2 2 3 6R Li 
R 2 pi i A i pe, fi R PE 
3 8 2 2 24 L d 


— pentru forţă concentrată la mijlocul deschiderii (fig. 14.5, b) 
poi PL L_PE să _3p, 


În mod analog se pot calcula și alţi termeni de încărcare daţi în ta- 


belul 14.1. 
2 Tahetul 14.1 


Termeni de încărcare pentru grinzi cu secțiune constantă 


Încărcarea Termeni de încărcare | Încărcarea | Termeni de încărcare 
R Li P ; 3 
1-7 EEE | Mia Mi, 1-15 E_ i-i l C mjam ireas E pl 
LS A. Sa 
| | u2 |12 


ee E? E 
Mian = Bel — p mii = (302 — DM 


— al?)pl A 
Mi F 2Ba(1 — B? — 


dli a'l ms = (1 — 3a9M 


á a — apt 
(P m 1 = 401 + a)Pl = My, a F Ba = 
al | at ] M -1 = ax(1 + a)Pi 1/2 į 1/2 = Fi i 
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Pentru alte cazuri de încărcări, termenii de` încărcare se pot obţine pe 
baza valorilor din tabel prin suprapunerea efectelor. Este evident că pentru 
travee neîncărcate termenii liberi sint nuli. 

Încărcarea cu variaţii de temperatură. Schimbarea încărcării la aceeași 
structură conduce numai la modificarea termenilor liberi, nu și a coeficienţilor 
necunoscutelor, care nu depind de încărcare. Încărcarea cu variaţia tempera- 
turii în axa grinzii nu produce eforturi la grinda continuă deoarece deplasarea 
produsă de ea nu este împiedicată, reazemele simple permiţind alungirea sau 
scurtarea în lungul grinzii. Deci, la grinda continuă vor apărea eforturi numa? 
din diferența de temperatură între faţa interioară și superioară At = îi — i 
(fig. 146, a). 


1-1 E) ia] 
yE y v 
Ea CE 

li hak 
$ V, va 
i T Din pin 


z i, tza 
X; | 
E Ù me i Aia 
a 


ii 45 a A gi 
i x A, 
ur upis 

b 


Fig. 146. 


Ecuația de condiţie (i) are forma 
Nica t 20u + Anp A t Paza Xa + 6EDâu = 0. (14.5) 
Termenul liber din diferența de temperatură între fete se obține, conform 
formulei Maxwell-Mohr, sub forma x 


1 K 
An = Sami az = Sa Oa, a [et E 1) „Ara (= T-ta)] 
t Li 


h; tiyr 


L. ; 
GELA,, = BET At + Ata H ) 048) 
hu iza - 
Deci, ecuaţia de condiţie (i) pentru încărcarea cu variaţii de tempera- 
tură va fi 
i l l î 
UX + 20a F dara) e + hp Kara + 3Eha (At + Afis =) =0 (14.7) 
di t ia 
în care At; este diferenţa de temperatură între feţe pe traveea i, semnul plus 
la termenul liber fiind valabil pentru îi > &. 
Încărcarea cu cedări de reazeme. Termenul liber din ecuaţia de condiție 
(i) va fi egal conform formulei Maxwell-Mohr, cu lucrul mecanic cu semn 
schimbat al grupului de forţe format din necunoscuta X; = 1: și reacţiunile 
corespunzătoare prin cedările de reazem reale (fig. 14.6, b) 


: 1 
Ar = 5rd, = =|= H v; = 
1 


wa] = 
l hirs t1 = 


D [= = Pier p Aora |: (14.8) 
i 


din 
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Deci, ecuaţia de condiţie (i) pentru încărcarea cu cedări de reazeme va 
avea forma 


Xia kt 2Qi H DĂ + hiri Xip GEI,( 


2, = a 


+ Vi — Viza ) 9 
i lia 
(14.9) 


unde »; este tasarea reazemului i. Cedările reazemelor pot fi cantități fixe 
cind ecuaţiile rămîn sub forma ecuațiilor cu trei momente. Sînt cazuri în care 
cedările de reazeme, sînt proporţionale cu reacţiunile (grinzi continue pe rea- 
zeme elastice), care depind de necunoscute (momentele pe reazeme) şi deci 
termenii liberi depind de necunoscute. În aceste cazuri, prin aranjarea terme- 
nilor respectivi, se ajunge la ecuaţia celor cinci momente. 

Aplicarea ecuației celor trei momente. Ecuația de condiție (i) s-a obținut 
sub forma ecuației celor trei momente care conține ca necunoscute pe reazemul 
respectiv și momentele pe reazemele adiacente 


Mica d 2u t ha) + Paza Nisa + Mi schi H Mi, iadnn) + 
H3ERa (at i E Sti a) 6ER ( Li Dia pi Bi a) 0. (1410) 


i tiya i Ia 


Se scrie cite o astfel de ecuație cu trei momente pentru fiecare reazem 
intermediar, obţinînd un sistem de ecuaţii în număr egal cu numărul necu- 
noscutelor. Prin rezolvarea sistemului de ecuaţii se obțin necunoscutele, care 
reprezintă momentele încovoietoare pe grinda continuă în secţiunile de pe 
reazeme cu ajutorul cărora se trasează diagrama de momente. 

În aplicarea ecuaţiei celor trei momente, în funcţie de condiţiile de la 
capetele grinzii continue, se disting trei cazuri: = 

Cazul 1. Grinda cu articulații sau reazeme simple la capete (fig. 14.7, a). 
În acest caz, prima ecuaţie, care exprimă continuitatea pe reazemul 7, va 
conţine numai două necunoscute, momentul pe primul reazem fiind nul 
(X = 0) 
i 2 + Aa) Xa F haz + GERA, = 0 
X +20 + h3) X2 F Aa Xa T GEIAzo = 0 


o ENE n PO A Ă 2 |3 
că H Z le S tz Tha S d h 2 2 Š Lz Z 
Laad je 263] |n artă aj b i k u 
: i 2 3 
j T3 em s CENNE NEN 


Fig. 14.7. 


La fel, dacă ultimul reazem este articulat sau simplu, ultima ecuație 
căre'exprimă continuitatea pe penultimul reazem va conține numai două 
necunoscute 

: daci H 20 + has) + GER = 0: 


Cazul 2. Grinda continuă are încastrare la un capăt (fig. 14.7, b). Momen- 
tul în încastrarea respectivă este o necunoscută. Ecuația celor trei momente 
se aplică pe baza observaţiei că încastrarea poate fi înlocuită cu două reazeme 
infinit apropiate (lọ = 0). Pentru primul reazem încastrat, ecuația de conti- 
nuitate va fi - 

i Pio + AA, + GE Ag = 0 


Dao 20a H AA, bt Xa + ERA = 0 


E Pentru prima deschidere ncîncărcătă, prima ecuație deviue 
2X, + X, =0. 
Cind ultimul reazem n este încastrat, atunci ultima ecuație are forma 
| Anna E 2 Xa t GETA = 0. 


Cazul 3. Grinda cu consolă la capete (fig. 14.7, c). Efectul consolelor în- 
căreate face ca momentele pe primul, respectiv ultimul reazem să fie diferite 
de zero: dar cunoscute. Prima ecuaţie în acest caz este 


Xo 20 + X, aa + BETA = 0 


în care Xa = M, = —Pa. 
La fel, ultima ecuație, cind grinda se terminā cu consolă, este 


NaĂa-a + 20 + Ana) Xa F hai Xngr + EDA. =0 


unde Xr => Mar 

Observatie. Rezolvind pe baza ecuațiilor cu trei momente o grindă econ- 
tinuă, încărcată pe o singură travee (fig. 14.7, d), se constată că pe deschiderile 
neîncăreate momentele se anulează în aceleași puncte, numite puncte fixe, 
pentru transmiterea momentelor la stinga (F,.) şi puncte fixe pentru transmi- 
terea la dreapta (Fa). Poziţia punctelor. fixe nu depinde de încărcare fiind 
caracteristici ale unei structuri date. 


14.1.2. PROCEDEUL TRANSMITERII MOMENTELOR 
PRIN PUNCTE FIXE 


Pentru cazul particular al grinzilor continue cu o singură deschidere în- 
căreată, âplicarea ecuaţiilor celor trei momente conduce la un procedeu simplu 
de obţinere a diagramei de momente încovoietoare, procedeul transmiterii 


momentelor prin puncte fixe. Se consideră grinda continuă din fig. 14.8 cu 
momente de inerție constante pe fiecare deschidereşi avind o singură deschi- 
dere încărcată. Pe deschiderea încărcată, diagrama de momente are o anumită” 
formă funcţie de încărcare (parabolică pentru încărcare uniform distribuită) 
iar pe deschiderile neîncărcate este liniară, anulindu-se pe fiecare deschidere 
în dreptul punctelor de inflexiune din deformată. 


594 


p i 


Pia 


LE: imi 3 oa 4 5 


Infiexiuni în; 
detormat 


Fig. 14.8. 


| În continuare, se va arăla că punctele de anulare a diagramei M pe des- 
chiderile neincăreate (Fy, F respectiv Fy, Fi) nu depind de incăreare, fiind 
nişte caracteristici geometrice ale grinzii şi avînd pentru o grindă dată : oziții 
fixe (de aceea se numesc puncte fixe). Se consideră partea dintr-o grindă con 
tinuă situată la stînga deschiderii încărcate, încărcarea aflindu-se undeva 
da dreapta reazemului i (fig. 14.9, a, b). Ecuația celor trei momente corespun. 
Zătoare necunoscutei principale M; momentul pe reazemul i — 1 ie RR 
termeni liberi, deschiderile adiacente reazemului fiind neincărcate, i est 
de forma S 


hia Mica F 20i H A) M a t aM = 0 
care, prin Împărțire cu 1;M,_,, devine 


ii ` M,e r à M, 
AM -k Maa 


PAT 
N "r 
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sau, aranjind altfel termenii 


M, 24 an (9 E Ma ) 
Mia i, Mia 


Notînd rapoartele momentelor de capăt pe fiecare deschidere 


AI, Mi 
L= K; HI == Kia 
Mia M2 


relația anterioară devine 


K; =2 + (2 — i ). (4.11) 


i Kia 


Această relație este o relație de recurenţă care permite determinarea ra- 
portului K; pe o deschidere în funcție de raportul K;_, pe deschiderea anteri- 
oară, plecînd de la prima deschidere din stînga pe care se cunoaște raportul K,. 
Dacă primul reazem este articulat sau simplu (v. fig. 14.9, a) 


Plecînd de la acest raport pe prima deschidere, se pot determina succesiv 
rapoartele K pe celelalte deschideri cu relația stabilită, astfel : 


K, =2 +2 [2 H: K 2-2 (2 zpos 
g A 


K Ke 


Rezultă că aceste rapoarte depind numai de deschiderile reduse A: = 
= (ll; (care sint cunoscute pentru o grindă dată) şi de tipul primului 
reazem. Cum rapoartele K; = b;/a; sînt constante pe fiecare deschidere, în- 
seamnă că punctele de anulare a momentelor, Fy Fa ..., Fo pe deschiderile 

~ neîncărcate de la stînga deschiderii încărcate, au poziţii fixe. 

Aceste puncte se numesc puncte fixe pentru transmiterea momentelor 
la stînga, deoarece momentul pe un reazem se obține din momentul pe reaze- 
mu! ulterior considerat că se transmite prin punctul fix al deschiderii (M; = 
= —M,|K) iar rapoartele K, = —MlMy K= — MM... Ki = 

= —M,/M,_, se numesc rapoarte de puncte fixe pentru transmiterea la stînga; 
În mod analog se pot stabili puncte fixe pentru transmiterea la dreapta 
Fi, Fiu --., Fay Fu considerind partea de grindă din dreapta deschiderii 
încărcate, încărcarea aflindu-se la stînga reazemului i — 1, (fig. 14.9, c, d). 
Notind rapoartele de puncte fixe pentru transmiterea la dreapta prin 


Ma. g M 
Meo A Maa 


K; 
din ecuația celor trei momente pentru reazemul i 
AMi +2; + hiap Mi F MaMia =0 


se obține relația de recurenţă 
+ — 0 a An k oal ) (14.12) 
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care permite determinarea rapoartelor de puncte fixe K’ pentru transmiterea 
la dreapta plecîud de la ultima deschidere. Dacă ultimul reazem n este arti- 
culat sau simplu rezemat 


K ST Maai Maa _ 


May o 


iar dacă ultimul reazem este încastrat 


Mai Maa 3 
ETA — Ma i 


2 


K 


Din cele prezentate rezultă că, utilizînd relaţiile de recurenţă, se pot 
stabili pe fiecare deschidere două puncte fixe F; F; prin două rapoarte de 
puncte fixe K; și K; pentru transmitere la stinga şi respectiv la dreapta. 
Aceste rapoarte nu se folosesc simultan ci în funcţie de poziţia încărcării, 
care dacă este în dreapta, momentul de pe reazemul din stînga deschiderii 
încărcate se transmite prin puncte fixe la stinga utilizînd raportul K, iar dacă 
încărcarea este în stînga, momentul de pe reazemul din dreapta deschiderii 
încărcate se transmite la dreapta utilizind raportul K’. 

Pentru obţinerea diagramei de momente încovoietoare mai rămin de 
stabilit două necunoscute, momentele la capetele deschiderii încărcate, care 
apoi se transmit la stînga sau la dreapta prin punctele fixe respective. 

Se consideră încărcată deschiderea i — 1, i şi se scriu ecuaţiile celor trei 
momente pentru reazemele i — 1 şi respectiv i 


iMi a + 20a H A Mio t AM, = ~M; a, sh 
Area d Ou A hMi + hMi = —M;, hi 
eare, substituind M; o = —M: Ki $ Mur = —M,/Kiya devin 
EN ` 
Mia [2x 2A: =) uMi = m h 
Sii 


il 


uMi + M: (2 + Da — J- Lm, ahi 
şi care, prin Împărțire cu à; pot fi scrise 


Mafe + H e 1 


Kia 


)] + M = mu 


Mia +M: E -F esa (2 ael )] Mi, îi 


| di Kin 
sau, utilizînd relațiile de recurenţă pentru rapoarte de puncte fixe 
MiK + Mi = —m usi Mia + MK = —m,; i1 


din care se obțin momentele pe reazemele deschiderii încărcate 


M ma Ki ea, M Miik miir Ă 
i-a KE I ; M: KE, (14.13) 


557 


care se transmit la stînga respectiv la dreapta prin punctele fixe obţinînd 
momentele pe celelalte reazeme şi deci diagrama de momente incovoietoare 
(fig. 14.10) 

Mia = — Mica [Ii Migs = -Mio Rusi 


Maa = MKga; Mag = -Mya Kusi oe 


Este de remarcat că, deoarece K şi K’ > 2, momentele scad pe măsura 
îndepărtării de deschiderea încărcată. 


OO 


Mu 22 Mm Kia2 


re 
| 4-2 | i-a L t = Ul | u2 | 
7 f 


tA2! (Aia) Ai (Ai) 


Fig. 14.10. 


Pentru grinzi continue cu mai multe deschideri încărcate, se rezolvă grinda 
prin procedeul transmiterii, momentelor prin puncte fixe separat pentru fie- 
care deschidere incărcată şi apoi se suprapun efectele, adunind algebric dia- 
gramele de momente obținute. Aici este de remarcat că punctele fixe se deter- 
mină o singură dată, nedepinzind de încărcare, urmind a stabili pentru fiecare 
caz de încăteare momentele pe reazemele deschiderii încărcate. Acest procedeu 
este avantajos de aplicat la grinzi cu multe deschideri. 


14.1.3. LINII DE INFLUENȚĂ LA GRINZI CONTINUE 


Calculul structurilor static nedeterminate la încărcări mobile 'se face la 
fel ca la structuri statie determinate, pe baza liniilor de influență. Definiţia 
liniei de influenţă rămîne cea stabilită la structuri static determinate : linia 
de influență a unei mărimi statice (reacțiune, efort, deplasare) dintr-o secțiune 
oarecare reprezintă diagrama de variaţie a mărimii respective cind pe cale 
se deplasează o forță unitară P; = 1 de direcţie constantă. O ordonată din 
linia de influenţă reprezintă valoarea mărimii statice respective din secliunea 
considerată cînd forța P = 1 se află pe cale în dreptul ordonatei. 

Linii de influenţă pentru necunuseute. La grinzi continue liniile de in- 
fluenţă ale necunoscutelor. momente pe reazeme se pot determina prin me- 
toda generală a. eforturilor folosind un sistem de bază static nedeterminat 
(fig. 14.11, a). ` 

Astfel, pentru determinarea liniei de influență a momentului X, pe rea- 
zemul 2 se suprimă o legătură răminiînd articulaţia și se introduce necunoscuta. 
Suprimînd o singură legătură, se scrie o singură ecuație de condiție care să 
exprime continuitatea grinzii pe reazemul respectiv 


S22 X2 + Az =9. 
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Oli 1 12 2 13 3 [4 pP“ 


| T ermenul liber reprezentind deplasarea pe direcția necunoscutei X 
din încărcarea sistemului de bază statie nedeterminat cu forta unitară mobilă 
= 1, în orice secti i ăii ză j iprocitătii 
a asariar nioe $ ecfiune i a căii, se notează Az = Bai Pe baza reciprocității 
plasări n forțe unitare (3; = di) se obţine expresia liniei de influentă 

a necunoscutei sub forma i 


, 3 3 . 
X = eu a e L Bre ; 
2 Soz Sns EI (14.14) 


în care òta reprezintă deplasarea oricărei secțiuni a căii, deci linia elastică pe 
direcția forței P = 1 din încărearea sistemului de bază cu N, = —1 
(lig. 14.11, 5). i 
Linia de influență a unei necunoscute X; se obţine deci ca o deformată a 
căii din încărcarea sistemului de bază de n —1 ori static nedeterminat cu 
X; = =l, împărțită la o constantă 8;; ce reprezintă rotirea relativă pe rea- 
zemul j din X; = 1. Liniile de influență la structuri statie nedeterminate, 
obținându-se ca deformate, vor îi curbe, spre deosebire de structurile statie 
determinate la care liniile de influență erau liniare. 
| Problema esenţială este deci determinarea liniilor elastice, care cel mai 
Simplu se oblin prin metoda grinzilor conjugate. Pentru linia elastică Bi 
Xa p . ` -e ‘ i 
se determină în prealabil diagrama m? din X, = —1 pe sistemul de bază 
static nedeterminat (v. fig. 14.11, b). Se încarcă grinda conjugată cu incăreă- 


p . 7 i ` 
rile elastice W = F m3 (fig. 14.11, c) şi se determină diagrama de momente 
fictive (fig. 14.11, d) care reprezintă linia elastică căutată, M; = Elbir 
Numitorul din expresia liniei de influență 32 poate fi determinat fie cu for- 
mula Maxwell-Mohr ` 
, LA 
Elda = pm dr 


fie ca rcacliune fictivă pe sistemul conjugat Ri. Linia de influenţă pentru 
necunoscula X, se prezintă în fig. 14.11, e. În mod analog se obțin liniile de 


“influență ale celorlalte necunoscute reprezentate în lig. 14.11, f. 


Linii de influență pentru eforturi şi reacţiuni. Liniile de influență ale 
eforturilor într-o secţiune oarecare pe bară și ale reacţiunilor se obţin simplu, 
cunosciînd liniile de influenţă ale momentelor la capetele barelor (necunoscute). 
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My SUI” 
XE 
a) Ai jor” p 
7? F > 
t 


Tig. 14.12. 


Fig. 144.13. Fig. 14.14. 


Izolind traveea dublu articulată încărcată cu momentele de capăt și 
forta mobilă P = 1, liniile de influență ale momentului încovoietor şi ale forței 
tăictoare într-o secțiune oarecare z pe travee se obţin astfel: 


XX, 


Me = Mt XA PX T, =T 


în care M? şi TO sint liniile de influență pe grinda simplu rezemată (fig. 14.12) 
şi se suprapun cu liniile de influență ale necunoscutelor X; şi X, multiplicate 
cu nişte constante. 

Linia de influenţă a reacţiunii pe reazemul j se obţine prin suprapunere 
(fig. 14.13) 


V = Wa x- X; + ži X, 
ts kJ 
În fig. 14.14 se arată cîteva linii de influență pentru reacțiuni şi eforturi 
obţinute cu relațiile anterioare. 
Pentru grinzi continue curente cu secțiuni constante sau cu secţiune 
variabilă, liniile de influență ale eforturilor şi reacțiunilor se găsesc întabulate 
în lucrarea [2]. 


14.1.4. DETERMINAREA CURBELOR INFAȘURATOARE 
PENTRU EFORTURI MAXIME ȘI MINIME i 

Din punctul de vedere al calculelor de rezistență, intereseażă valorile 
maxime şi minime ale eforturilor care pot apărea în secțiunile unei structuri 
din incărcările fixe și mobile. Prin efort maxim se înțelege cea mai mare 
valoare pozitivă sau, dacă nu apare valoare pozitivă, cea mai mică valoare ne- 
gativă. Prin efort minim se înțelege cea mai mare. valoare negativă san cea 
mai mică valoare pozitivă care poate să apară din încărcările date. Din în- 
cărcări permanente, în orice secţiune apar eforturi cu un anumit semn. Din 
încărcările utile (oameni și mărturi la construcții civile, convoaie de vehicule 
la poduri) pot apărea în aceeași secțiune eforturi cu semne diferite în funcţie 
de poziţia încărcărilor utile pe structură. 

Determinarea eforturilor maxime şi minime care apar în diferite sectiuni 
ale structurii din încărcări utile se face cu ajutorul liniilor de iniluenţă ale 
eforturilor respective. 

Se va urmări determinarea curbelor înfăşurătoare pentru eforturi maxime 
şi minime la o grindă continuă de pod (fig. 14.15, a). Convoaiele tip de vehicule 
pentru diferite tipuri de poduri (şosea sau cale ferată), în funcție de impor- 


360 


Fig. 14.15. 


tanța lor, se dau în standardele respective. Nu prezintă interes practic deter- 
minarea eforturilor maxime și minime în toate secţiunile structurii ci, în func- 
ție de importanţa și deschiderile structurii, se face calculul într-un număr finit 
de secțiuni, De obicei, la poduri se împarte fiecare deschidere în 10 părţi egale 
urmind a determina eforturile maxime și minime în fiecare din aceste secțiuni 
pe baza, liniilor de influenţă ale eforturilor din secțiunea respectivă. Efortul 
maxim, respectiv minim, se obține încărcind ramurile pozitive, respectiv 
negative din linia de influență a efortului cu încărcarea utilă aşezată în poziţia 
cea mai defavorabilă (ZPy = max, y fiind ordonatele din linia de influență). 
Deci, în prealabil, se determină sau se scot din tabele liniile de influentă ale 
eforturilor în secțiunile considerate. i 
Astfel, pentru momentul maxim în secţiunea j, se încarcă linia de in- 
fluență respectivă (fig. 14.15, b) pe ramurile pozitive cu forțe concentrate 
P, (vehicule) şi uniform distribuite p (oameni pe trotuare) şi se calculează 


MR = BP, + Epa 
Q, fiind aria porțiunii de linie de influență încărcată cu p. 


La fel, pentru momentul minim se încarcă ramurile negative (forţele 
desenate punctat) și se calculează 


MẸ" = — (EPn) + Epp. 
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La aceste momente maxime şi minime din încărcarea utilă se adaugă 
momentul în secțiunea respectivă M,, din încărcarea permanentă (fig. 14.15, d) 
care intră cu semnul lui şi la valoarea maximă și la valoarea minimă 
a s j > gmin — ma 
MF = Mae + Mig; MF” = Mp” + Myg. 

Procedind analog și în celelalte secțiuni considerate, reprezentind va- 
lorile respective, se obţin curbele înfăşurătoare ale momentelor maxime, 
respectiv minime (fig. 14.15, e). 


Moe — Mret a Ms Main — Maia i Mp T 


La fel se obţin şi curbele înfășurătoare pentru forţe tăietoare maxime și 
minime, a căror formă se poate vedea în fig. 14.15, c, f- 

Aplicația 14.1. Pentru grinda continuă din fig. 14.16 să se determine 
diagramele de eforturi din încărcarea cu forţe date şi variaţii de temperatură. 

1) Încărcarea cu forţe date. Deschideri rectificate 


pp alea ai : -10 = 10 m; 3 = -12 = 10 m; 
i 2 
Ja = -10 = 10 m. 
I 

Termeni de incărcare 

= 1 2 , pÈ pb 6R. 1 pp 5 
R al ; x ]2 -10.102 = 250 

Dai s 24 Mio TA ar EI 

Musa = Mau = 210-122 = 360. 

Ecuațiile de condiţie s 


Xo 2 A aX H AXo + (Mioi + Miga) = 0 
Aa Xu + 2(ha + ha) Xe + Xa + (Mar + 0) =0; 
200 + 10)X, + 10X, + (250-10 + 360-10) = 0 
10X, + 2(10 + 10)X, + 360-10 =0; 


Xı = —139 EN m; X, = — 55,4 kN- m. 
10 kN/m B9 
Ok N/m 0 aé) x 
361 |[ Tso sot 
l [has ns js 


139 10kNim 596 
e R ZN 


syfte, 


Fig. 14.16. 
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2) Încărcarea cı variaţii de temperatură (fig. 14.17). Ecuația celor trei 
momente este ` 


WX iaa E 20a FADN A aN ar d 3 atf =y Fla) o 


hi aa i EI 
E = 200 000 daN/em? = 2:10” INim?: h = 2 
= 16:10 mt; a = 10-5 


— 


aElg = 10-5-2-10"-16.10-4 = 32-107? = 0,32 kN- m? 


O 30x40 1 30x425 2 3040 3 


05 Ho [sage 
& 
18,2 2 
23.7 
Fig. 14.17 

40X, 10X, + 3-0,32| AR EE 12) 0 

Zi 0,4 0,425 
10X, + 40X, -4 30,22 | SU d a 10 10) 0; 

i 0,435 Ut 


X, = 25,7 kN'm; X, = 182 KN: m. 
Aplicația 14.2. Să se traseze diagramele de eforturi din încărcări cu forțe 


date, din încărcări cu variaţii de temperatură și din cedări de reazeme la 
grinda continuă din fig. 14.18. 


i E ni 
BON kN/m 
04 3 1 | pi 
SE AIE 
6 J 5 12|2]2[. 282 
me 2m | L m Sem] wa 380. ate 
Arm  A2=6m A3etm G X 
f sagt 20 isa 
:9Aț563 psa" 


75 60 1560% 1335 v 


=) 


+60 +60 
azil. țezplee75 
133540 5 
y Îh2o H20! to 8 
1292 e [92 t 
Fig. 14.18. i j 
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1) Încărcarea cu forţe (fig. 14.18) 
Deschideri rectificate 


o o 210 


Termeni de încărcare 


Mya = map i ete 360 ; ma = my = 2--30-82 = 480; 
Mya = my : e fi ; 5) e6 ; : sa [i i 5)606 240 


Ecuațiile de condiție 
2Co Pda t HUX, + (0 + md) =0 
Aa + 2a H AA aN E (Miah + Moh) = 0 
Dar F 2o E MaN, H MAg d (Mazho + Magh) = 0 ; 
24N, + AX, + 4:360 = 0 
4X + 2(4 + 6)X, + 6X, + (360-4 -+ 240-6) = 0 

L 


6X, + 2(6 + 4X, + 4—6) -+ (240-6 + 480-4) = 0; ş 
2X, + X, + 360 = 0 

2X, + 10X, + 3X, + 1440 = 0 

2X, + 10X, — 120 + 1680 = 0 

X, = — 75 kN-m; X, = — 133,5 kN-m; X = — 142,5 kN m. 


2) Încărcarea cu variații de temperatură (fig. 14.19) 
El = 10-%2,5*107-54-10-1 = 1,35, 


a a IE 


hyz86cm 4 ho=60cm hem 


m? EEG 3 mi DE 


: 


Fig. 14.19. 


Ecuațiile celor trei momente 


SX, + 4X t3135 0—7; 20 sp '12)=0 
4X, + 20X, + 6X; 4 i 30 aa 6) o 
0,86 0,6 
BX, + 20X, + 3.1435 ( — 22-:6 o ‘8)=0 y 
0,6 0,75 . A 
8X, + AX, — 1700 =0 


4X, + 20X, + 6X, —2510 = 0 a 
6X, + 20X, — 1 240 =0 
X, = 173 EN-m; X, = 79,4 KN-m; X, = 38,3 KN- m. 


trei 


3) Încărcarea cu cedări de reazeme (fig. 14.20) 
El, = 1 350 kN'm2. 
Ecuațiile celor trei momente 


8X, +4X, +61 350- 10 (0 + 2) =o >: 


12 
4X, + 20X, + 6X, + 6-1 350- 102| R a =e ) o 
6X, + 20X, +61 350-10 (9 Sp ==) 0; 
€ 6 3 
SX, + 4X, + 1350 = 
4X, + 20X, + 6X, — 2700 =0 
6X, + 20X, + 3875 = 0; 
Xo = — 275 kN-m; X, = 212 kNm; X, = — 81,2 kNm. 
(2) 1 2 3 
va = 2 cm 
v2=1 cm 
Fig. 14.20. 


Aplicația 14.3. Să se determine diagramele de eforturi prin ecuația celor 


momente la grinda din fig. 1421, 
Lungimi rectificate 
I 
1-6 =6 m; ħa =— 7,2 = 7,2 m; L E 
To o 251 
„= -48 = 24 m 
21 
PI g7 203 kn 20%Nim ô sont 40KN30KN aa o 
osti 4 
4 17510 32 


cazi folo, h Teosp-0a „p387 Bafles 
E 6 |!222|__13=9 uta aja as) 
Ma6 "AI? E FED 


(0) 


i AU 30 


Fig. 14.214. 
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„Sistemul de ecuaţii Rapoarte de puncte fixe pentru transmiterea la stinga 


Min + 2M, t d) H Mada + (Mor H Moho) = 0 Kı = œ (reazem simplu în 0) 


Ma + 2Maha H da) H Maha + (Mada + Magha) = 0 K, =2-Ṣ4 = (e 1 ) 35; Ep 2 (2 5) 3,714; 
co Zi 

Maha + 2Ma(â3 H ha) HO + (Maha + Mad) = 0; A ; A 

i T E ua Ka = 243 (2 z] = 3,154; K; =2 +f -5 3,683 
m = 3 2 p 1) -40-6 Hi zhi | 2.20 y3. 45. = 137.73; 7 9 3,15 

Rapoarte de puncte fixe pentru transmiterea la dreapta 
Mga = My = 0; A ; 
7 sa K; = 2 (incastrare); K} =2 + se =>] = 35; 
my = ma = L = 405; my = 2 = +Š -50-0,8-4.8 = 187,2. 9 2 
Și 9 t en 6 1 
Zash K; = 2 + f2 ~>) = 4,571; Ki=2 12 f2 — = 3,782 ; 

2M6 + 7,2) + 7,2M, + (137,78-6 + 0) = 0 SE ri í 3,5 z 6 ( TA Ra 


7,2M, + 2M(7,2 + 3,6) + Mg 3,6 -+ (0 + 405-3,6) = 0 


EE E 1 ) 4,314. 
3,6M, -+ 2M(3,6 + 2,4) + (405-3,6 + 187,2-2,4) = 0; 

Avînd mai multe deschideri încărcate se vor obţine diagrâmele conside- 
rînd pe rînd cîte o deschidere încărcată, determinînd momentele la capetele 
deschiderii încărcate : ` 

— Cazul 1 (încărcare pe consolă) 


26,4M, + 7,2M, + 826 = 0 


7,2M, + 21,6M, + 3,6M; + 1456 = 0 


3,6M, + 12M, + 1906 = 0; 


_ Și M = — 20:3*:1,5 = — 90 kNm. 
M, = — 21,62 kN: m; M, = — 35,6 EN-m; M, = — 148,22 kNm. d 

— Cazul 2 (încărcare pe deschiderea 0—1) 
Aplicația 14.4. Pentru grinda continuă din fig. 14.22 se cere trasarea 


diagramei de momente încovoietoare prin procedeul transmiterii prin ata Mor 
i Kı — 1 620 — NE 

puncte fixe. M, = Myo = mo K 620 — 0 375,5 kN- m; 

Deschideri rectificate RR, —1 n-ai ES 4,314 — 0 

K 
I z z 
. 2 2 -9=9m. af — 
Ai AT 18 = 4,5; h = ha T 1 6 m; hg = ha p M, =0. 


Termeni de încărcare i — Cazul 3 (încărcare pe deschiderea 3—4) 


plè? _ 20418? 


: i K — 810 -3,5 — 81 _ 
Mos = Mio = — = = 1620 kNm M, Isa Es — Maa 5 0 201,7 kN- m 
i + 4 4 FR —1 3,154:35 — 1 
3 3 i E D=: . X 
Mza = Myg PI -240-9 = 810 kN-m M, mM Ka — Mas 810-3,154 — 810 173,5 kN- m. 
s 8 3 KR —1 3154-35 — 1 


A X . : î J 
Myg = Myy = Mag = Mag = Mys = M; = Ô. Aceste momente se transmit la stînga sau la dreapta, după caz, prin 


împărţire la rapoartele de puncte fixe, obţinînd diagramele corespunzătoare | 


20 kN/m 240 kH i P . Pi . x a 
45 celor trei cazuri, care prin însumare dau diagrama totală (fig. 14.23) 


CEDAT 


M, 90; M, = 20,9 — 375,5 — 15,5 = — 370,1; 
M, = —5,5 + 99,2 + 54,3 = 148; M, =1,2 —21,7 —201,7 = —222,2; 
M, 0,4 +6,2 — 173,8 = —168; M, =0,2 —3,1 +86,9 = 84 kN- m. 


T 


3m 418m zis i2=12m | 13=12m i 13m. 1529m | 
LAr 4.5) 1À2=:6! LÀ) :6} tAr =9)  tâzz=3! 


Fig. 14.22. 
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K3= 3704 3 KESE, Ke=3683 


Fig. 14.23. 


14.2. ARCE STATIC NEDETERMINATE 


Metoda adecvată de rezolvare a arcelor static nedeterminate este metoda 
generală a eforturilor care se aplică ca la sisteme din bare drepte. La arce, 
eforturile axiale avind valori mari şi momentele încovoietoare fiind mult 
reduse faţă de barele drepte, în calculul deplasărilor pe sistemul de bază, 
care intervin în ecuaţiile de condiţie, nu se mai neglijează deformarea din 
eforturi axiale decit în cazuri justificate. x 

Integralele din expresiile deplasărilor nu pot fi calculate direct cu regula 
Vereşceaghin, axa arcului fiind curbă. 


14.2.1. ARCUL DUBLU ARTICULAT. INCARCARI FIXE 


Arcul cu două articulaţii (fig. 14.24, a), avind o legătură în plus faţă 
„de cele trei legături necesare fixării în plan, este o dată static nedeterminat. 
Sistemul de bază se obţine suprimînd o legătură şi se poate lua ca sistem de 
bază fie arcul simplu rezemat, fie arcul cu trei articulaţii. Se va folosi ca 


sistem de bază arcul simplu rezemat care prezintă avantajul că la încărcarea 
cu forțe momentele încvoietoare sînt mari (ca la grinda dreaptă) şi se poate 
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neglija deformarea din eforturi axiale faţă de deformarea din Încovoiere. 
Pentru acest sistem de bază necunoscuta va fi împingerea X, (fig. 14.24, b). 


Ecuația de condiţie, care exprimă că deplasarea pe orizontală în B din 
încărcarea sistemului de bază cu necunoscuta X, şi încărcările date este 


nulă, se serie 
Bu + Ap =0; (åp = åp la forţe, A = âp la variaţii de temperatură, 


"Ap = sar la cedări de reazeme). 


Ținînd seama că m, = — y şi n, = — cos ọ (fig. 14,24, c, d), expresia 
coeficientului necunoscutei este 
E Ai =jž z ds +E i -jË ra + E 9 as. (14.15) 


Notind J, și Ag momentul de PA şi respeeliv aria secțiunii de la cheia 
arcului, în practică se calculează 


Ehn = j= yds + Bi cos? 9 ds. 


Termenul liber depinde de încărcare și se va determina expresia sa pentru 
fiecare tip de încărcare. 


ANEA 
1 SN tos? Qy XE Ma Ne 
P ny =-CosP P p S 
e f 
Fig. 14,24. 


Încărcarea cu forțe (fig. 14.24, e, f). Conform formulei Maxwell-Mohr 
termenul liber are expresia 


mM 2% re yM cas oNG 
A =] A ds + | = ds f F ds — f A ds 


sau prin multiplicare cu El 
EA =- f My Z ds — | N3 cos 920 ds. (14.16) 
Expresia generală a necunoscutei la încărcarea cu forţe este 


Șarpe ds + fas cos o 


Ap 
õa 


Xi (014.17) 


r I 

Ia a e 
y? — ds + | cos? g — de 

f 1 i A 
Pentru sistemul de bază ales, în A, integrala a doua de la numărător 


se poate neglija în raport cu prima. De asemenea, la numitor, integrala a doua 
are valori mici faţă fe prima și fără să se neglijeze se fac unele aproximaţii, 
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se neglijează variaţia secţiunii A, = A şi se aproximează coso x 1 (sau 
se consideră variația secțiunii după legea A = Ag cos q) 


- f cos? 922 ds = f Æ cos p ds = fÆ dz = îi (14.18) 
sau) i] 


unde i, este raza de inerție a secțiunii de la cheie. 
Cu aproximaţie acceptabilă, valoarea necunoscutei se poate calcula deci 
cu expresia 


| mele ds 
X, =- — (14.19) 
+ I 
e7 ds + li? 


Aceste integrale se pot efectua direct pentru cazuri simple de încărcare 
și pentru arce care au axa după o curbă dată de o anumită tuncţie (parabolă, 
cerc). În general, în calculele practice aceste integrale se efectuează numeric. 
Pentru aceasta se împarte arcul în bolțari care au, de obicei, aceeași proiecție 
pe orizontală, Az (8 — 12 bolţari) şi pe care se consideră că Secţiunea este 
constantă (fig. 14.25, a). 


yv = 

y vm E; 
Fak 

ARI R Ale 
F > Tie 
2jo 


Fig. 14,25. 


Întocuind integralele prin sume, expresia necunoscutei se scrie sub 
forma 
r 
My — As E ; A 
A F MyW M, W, : 
x, XM W EMY, (14.20) 
Ly W + di EyW, +i} i 


Ey? As +i} 


= ja 


„ în care: As este lungimea bolțarilor, W = (hiijâs — încărcarea elastică ; 
W = yW. 
Eforturile pe arcul static nedeterminat se obțin prin suprapunerea efec- 
telor pe sistemul de bază 
M = M} + mX, = M$ = Xay 
N = Nọ + nX, = N} — X, cos ș. 
În calculul pe bolțari determinarea necunoscutei și a eforturilor se face 
într-un tabel ca în fig. 14.25, b. 


Încărcarea cu variaţii de temperatură. Alegind acelaşi sistem de bază ca 
la încărcarea cu forţe în ecuaţia de condiție 


uX, Får =0 


se modifică numai termenul liber care depinde de încărcare. 


(14.21) 
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Termenul liber din încărcarea cu variația temperaturii în E 
4 = (h + &)/2 (fig. 14-26, a) este Au = Jalomds m aluf tota: s = — ah 
unde æ este coeficientul de dilatare termică liniară a materialului. 
Expresia necunoscutei va fi 
x 1 lootol să Ettol (14.22) 
iz Su, «+ la 


Io a 
y — ds + lñ 
jes F 


iar eforturile se calculează cu relațiile (37% = 0; N” = 0) 

M, = — Xg; N; = — X, cos o- (14.23) 

Pentru Ip > 0, diagrama M este negativă şi are forma suprafeţei cuprinsă 
între linia nașterilor și arc (fig. 14.26, d)., 


ts fs 
s T ŢI 
cf iii fi | 
ri PRS Mt dn teo >0 É Mar pentru ti >ts 
a b c 


Fig. 14.26. 


Din încărcarea cu diferența de temperatură între fepe termenul liber 
se calculează cu expresia (semnul corespunde la î; > lo) 


At pa 
Aa = fa x mds «At | 7 ds 


iar necunoscuta va fi dată de expresia 


TE y 
Elhaàt | A ds EIAI E As 
t 


d 2 (14.24) 
a a iti Ey W, + tă 
at ui 
ju T dsr 
Eforturile se obţin cu relaţiile 
Mau = — Xy; Nae = — ros e (14.25) 


ii ivă — i .2 A 

diagrama de momente fiind negativă pentru At =k —b,>0 (is. 14 RA 

” Încărcarea cu cedări de redzeme. Cedările reazemelor pe verticală ny a 
eforturi, arcul deplasîndu-se ca un rigid. Termenul liber din ecuaţia de c 


diție pentru cedări pe orizontală va fi 
Aiar EAr (—l-ua — l'u) = u4 t Ug Su (14.26) 


unde u reprezintă deplasarea relativă a reazemelor pe orizontală e aa 
pozitivă cînd tinde să mărească deschiderea (fig. 14.27 b), iar r, — reacț 


virtuală (fig. 14.27, a). 
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Necunoscuta va fi A 
r Elo Elu 
X, 


= 14.2 
EyW, + ( 7 


je ds + l 
i 


Pi 


jar eforturile se calculează cu relațiile 
Mar = mX, = — Ai Nar = nX, = — X, cos e (14.28) 


diagrama de momente are forma arcului şi este pozitivă cînd mărește deschi- 
derea (fig. 14.27, c). 

Arcul cu tirant statie nedeterminat (fig. 14.28, a). Se foloseşte cînd 
reazemele nu pot prelua împingerile. Luînd ca sistem de bază arcul simplu 
rezemat, necunoscuta X, fiind efortul în tirant (fig. 14.28, b), relaţiile de calcul 
stabilite la arcul cu donă articulaţii se modifică prin luarea în considerare 
a detormării tirantului. 


=41 
y b 
n X421 DoF 
g b 
i Fig. 14.28, 


În ecuaţia de condiţie i 
uX, + AS =0 


coeficientul necunoscutei se modifică în felul următor: 


Í Ti fan Dă Dirt taia 
Eln = f- pds +i z cos? o ds + je -Iede x f7 as + +D 
(14.29) 


în care li? este efectul deformării tirantului din X, = 4 și s-a notat if = h/Ap 
unde A, este aria secțiunii transversale a tiranlului. 

La încărcarea cu forțe, termenul liber din ecuatia de condiţie nu se mo~ 
difică şi deci necunoscuta va fi 


[ay Je. as A : 
7 MA, 
EW, UH în) 


Xi (14.30) 


$, : g 
fe bt KR + Ë) 


La încadrarea cu variații de temperatură, la termenul liber calculat pe 
arc se mai adaugă termenul corespunzător alungirii tirantului dia tempe- 
ratură 


Asi = — ahl | aulonudzr = — (a — alo 
și deci expresia necunoscutei va fi 
x, Elda = oala Elde — aha ; (4.31) 


Oy, + RBA 
foe daţi e) PR a) 
T 


în care &, este coeficientul de dilatare termică liniară pentru materialul din 
. tirant. 
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Se observă că pentra cazul ìa care variația temperaturii în axa arcului şi 
pe tirant este aceeași şi tirantul este din același material cu arcul, efortul 
în tiraat X, = 0 şi deci nu apar eforturi. 

După determinarea necunoscutei, eforturile în arc se obțin ca la arcul 
cu două articulații pentru încărcarea respectivă. 

Deoarece arcul cu tirant este exterior static determinat, din încărcarea 
cu cedări de reazeme nu apar eforturi. 


14.2.2. ARCUL DUBLU ÎNCASTRAT. INCARCARI FIXE 


Arcul dublu încastrat, avind trei legături în plus faţă de cele necesare 
fixării în plan, este de trei ori static nedeterminat (fig. 14.29, a). i 
e Sistemul de bază poate fi obținut in mai multe feluri, de exemplu. prin 
seclionarea completă la cheie (fig. 14.29, b) sau suprimînd cite o legătură la 
naşteri şi cheie (arcul cu trei articulaţii) (fig. 14.29, c). Pentru oricare din 
aceste sisteme de bază, ecuaţiile formează un sistem de trei ecuaţii cu trei 
necunoscute 


Dura H dX + dX t Ap = 0 
Ba Xı d Baoăa + dag Xa + A = 0 
Sa Xı + dară A 
Calculele se pot simplifica în felul următor. Se consideră arcul secţionat 
la cheie, continuitatea arcului la cheie retătind-o printr-o bară infinit rigidă 
( = œ) pînă intr-un punct 0, ca în fig. 14.29, d. Arcul transformat (fig 
14.29, d) se comportă identic cu arcul iniţial (fig. 14.29, a) şi deci se poate 
rezolva arcul transformat. Sistemul de bază se obţine secționînd braţul in- 
finit rigid în punctul 8 şi introduciînd cele trei forţe de legătură interioare, necu- 
noscutele X, X, şi Xa (fig. 14.29, e). Pentru simplificarea calculelor se pun 


i 


Io.Ao XX 
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condiţii de anulare a coeficienţilor secundari ai căror expresii, conform dia- 
gramelor unitare (fig. 14.29, f, g şi h) sînt: 


Elda = | mm, se ds f zy ds feydaw =0 
S Elb = f mm = ds — fyi f ds fydaw=0 (14.32) 
I 


Ehðs = | mam ds = fat r ds = f zdw =0 
în care: Jy este momentul de inerție la cheie; Z — momentul de inertie 
într-o secțiune oarecare ; dw = I/I ds. 
Considerind pe fiecare element de arc o încărcare convenţională dw, 
numită încărcare elastică, ultimele două condiţii arată că punctul 0, în care 
se transferă necunoscutele arcului, este centrul de greutate ai încărcărilor 
elastice, numit şi centru elastic. Prima condiţie arată că momentul de inerție 
centrifugal al încărcărilor elastice este nul, deci axele x şi y sînt axe conju- 
gate. La arce simetrice prima și ultima condiţie sînt îndeplinite de la sine, 
deoarece. provin din integrarea de diagrame simetrice (în, n, m) cu diagrame 
antisimetrice (mg, n). Poziţia centrului elastic pe axa de simetrie (y) rezullă 
din condiţia de anulare a coeficientului secundar 5, în raport cu un sistem 
de axe inițial v’, y 


judo = f (yi — y')dw = y f dw — f y'dw = 0 


n= TE me XE (14.33) 
f de EW 
În calculul numeric s-au înlocuit integralele cu sume pe bolțari, încăr- 
carea elastică pe fiecare bollar fiind W = (DAs. 
Pentru necunoscutele transferate în centrul elastic al arcului, ecuaţiile 
de condiție vor fi ecuaţii independente, calculele ulterioare. efectu indu-se în 
raport cu siștemul de axe y,z, cu originea în centrul elastic: 


nat Arp = 0 
da2 Xa + Ap = 0 
das Xa + Azo =0. 


Coeficienții principali au următoarele expresii conform diagramelor din 
fig. 14.29, f—h: j 


; I si I O i 
El5u => | mi? ds + fn ds = | as + f cos? z- ds 


I z4 L KE RE 
El òa = f m ps + [n ȘI ds = fa y ds + [sint e: 2 ds 
Ehz = | mg 22 ds = je ds. 
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3 F EOE I , 
Se pot accepta următoarele aproximaţii : f cos? o. — ds sli? (ca la arcul 
A 


cu două articulații) şi f sin? ods = 0 faţă de prima integrală şi deci 
Eln & | pp ae +l 2 SyW, +1? 
Elba & fa Z ds 2 2Wa (14.34) 


Ela = $ ds x EW 
unde, pentru calculul numeric pe bolțari, s-a notat 
aok 3 : J 
W= FAs Ws =W; W, = yW. 


Termenii liberi depind de încărcările date şi se vor stabili pentru fiecare 
caz în parte. 

Încărcarea -cu forțe. Pentru sistemul de bază ales, sistem fără împingeri 
(două console), momentele M? fiind mari, influența forţelor axiale N? în 
calculul termenilor liberi se poate neglija și deci termenii liberi pot fi calculaţi 
cu aproximaţie acceptabilă cu expresiile 


~ DEF, I z 
Ehå, = | m M3 T ds f My = ds x — SMRW, 
. Elðsp = | mM? Je ds = f Mpa 22 ds x MW, (14.35) 
Elda 2 | mM? e as Z Jang ds x EMW. 
Expresiile necunoscute vor fi 
Te 
` My d: 
x, A, Pags n IVW, 
î ôn fe 2 apn  EuyWy+iā 
a — fae ds. ne 
x, Aep I oy EMW (14.36) 
LR [ae Je fi TW, 
i 
f a — as ; 
x, Ap x ZMW 
Bas fe. as Zw 
I 


După determinarea necunoscutelor, eforturile în orice secțiune a arcului 
se obţin prin suprapunerea efectelor pe sistemul de bază 


M = M} + mX, + mX, + mX; = M? — Xy + Xat + Xa 
N = Nọ + nX, + nX + nX, = N} — X, cos p + Xasin ọ. (14.37) 


i 
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Dacă forțele sînt simetrice, X, = 0, iar dacă sînt antisimetrice X =0, 
X; =0, 

Calculul necunoscutelor şi apoi al eforturilor se face întabulat, cum s-a 
arătat la arcul cu două articulații. 

Încărcarea cu variaţii de temperatură. Termenii liberi din variaţia sime- 
trică a temperaturii în axa arcului cu h > 0 sînt: 


Au = f ahn ds = — f al cos p ds = — alg f dt = —alal 
Aa = f ahn ds = 0; å = 0 


şi deci apare numai necunoscuta X, cu expresia 


Elgxlol x E loztol 
Ey W, +i 


xX, (14.38) 


fet assi 

1 

iar eforturile se obțin cu relațiile 
M, = — Xy; N= —X coso. (14.39). 


Din diferența de temperatură simetrică între feţele arcului A, = f, — f, >0 
rezultă 


At A 
Au = jam ds = — fa yds = adt f Las x -4AN Le As; A =0 
3 z 


At ; „A 1 As 
A. = r -= — = — La — 
a = ja z Ma ds= fa 7 ds = «At f i ds x aAIŞ k 


şi 
Enasi f E d ElgMY; Tas 
t 


Xı L N E e X, =0 
[eea HWN 
Et | > ds Enasi y A. 
p h p 
X, z (14.40) 
i E2 ds zw 
f 


iar etorturite vor fi 
Mae = — AX + Xg; Nar = — X, cos e. (14.41) 


Încărcarea cu cedări de reazeme. Dacă încastrările de la naşteri suferă 
deplasările u4, va, P4 şi respectiv uz, Vg, Qp (cu sensul pozitiv din fig. 14.30, a), 
arcul fiind static nedeterminat se deformează şi deci apar eforturi. 


` Xa: 1 
; lo 5 X3=1 iată 
Y, Yo Pon (t-yol t-%! Ti Pi) az 
jia Jr ; 
l 
a [e] i b C d 


Fig. 14.30. 
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Termenii liben din ecuaţiile de condiţie, conform fig. 14.30, B—d, sînt: 
Ajar rr [l ua — lus + (f Ypa —(f — heel = 
[ta — ue) + (f — gpa — 


Ayr = Fra A = (lva -lvy —0,5lou —0,5lop) = 
[es > va) —05t(ea — oa)] 
Aar = — Fr, = — (Lpa ~ Lou) = (oa — Pa) (14.42) 
Expresiile necunoscutelor sint : E 
x Four — Un) + (Pf 9) (9a — îm a Elt — Dn) d- (f — Vo) (or — aal 
asy e, = e 
fu e asg i Ey Wy + lig 
X El|?s — va — 0Bi(pa + eo] pe Elvy — va — 05e + pa) (14.43) 
[e Le as Ze, 
J 


X Elda — Pa) Eldoa — Pa) 
z a ; 
[2 a = 


După aflarea necunoscutelor, eforturile se determină cu relaţiile 


Mar = — Xy + Xat + Aa (14.44) 
Nar = — Xa cos o + Xa siu o. 


14.2.3. LINII DE INFLUENȚA LA ARCUL DUBLU ARTICULAT 


Pentru fiecare tip de arc este suficient să se determine liniile de influență 
ale necunoscutelor şi apoi, pe baza lor, folosind expresiile stabilite la incărcări 
fixe, se poate determina orice linie de influență. Fiind sisteme static nedeter- 
minate, liniile de influenţă vor fi curbe și nu linii poligonale ca la sistemele 
static determinate. x 

Arcul cu două articulații (fig. 14.31, a) fiind o dată nedeterminat este 
necesară determinarea în prealabil a liniei de influență a necunoscutei. 

Se ia ca sistem de bază arcul simplu rezemat (fig. 14.31, b), necunoscuta 
fiind împingerea arcului. Ecuația de condiție este 


daXı + du = 0 
in care termenul liber 5, reprezintă deplasarea pe direcția necunoscutei din 
forţa P = 1 mobilă intr-o secţiune oarecare i. 


Expresia liniei de influenţă a îinpingerii rezultă din ecuația precedentă 
sub forma 


y X y x ELŞ 
X; H Šis da òi oh | (14.45) 
Su Su òu Elby 


în care s-a folosit reciprocitatea deplasărilor din forțe unitare 3, = ò, și 
unde 3% reprezintă deplasarea pe direcția forţei P = 1 a oricărei secţiuni i, 
deci linia elastică a sistemului de bază din încărcarea cu X, = —I. Ordonatele 
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i Pil | Kiih 


Linio de inttuentă N, 
Linia de intluent& 
a necunoscutei X] 


Fig. 14.31. 


acestei linii elastice împărţite la constanta 3,, care a fost stabilită la încărcări 
fixe (Ern =] pe Je as + i) va reprezenta chiar linia de influenţă a necu- 
1 


noscutei X, : 

Această linie. elastică se obține cel mai simplu cu diagrama de momente 
pe grinda conjugată care pentru arcul simplu rezemat este o grindă dreaptă 
“Simplu rezemată. Încărcările elastice provin din diagrama mt = y (fig. 14.31, c) 
muitiplicată cu EJ, la fel ca și numitorul. Încărcarea elastică distribuită (pe 
unitatea de lungime de grindă conjugată fig. 14.31, d) w, se concentrează în 
calculele practice pe proiecția orizontală a bolţarilor în W, (fig. 14.31, e) 


lo — ds Ta say LA 
Wy 1 y dz Torp”? W, w, dz I yâs. 

Diagrama de momente fictive (calculate în secțiunile ce delimitează bol- 
țarii) din aceste încărcări elastice pe grinda conjugată împărțită la El 
va fi linia de influenţă a împingerii (fig. 14.31, f). A 

Liniile de influenţă într-o secţiune oarecare pe arc rezultă simplu prin 
suprapunerea liniilor de influenţă ale eforturilor pe sistemul de bază cu linja 
de influență a împingerii, multiplicate cu niște constante, conform expresiilor 
stabilite la încărcări fixe. Linia de influență a momentului încovoietor într-o 
secţiune oarecâre j pe arcul cu două articulaţii se obține conform relației 


M; = M} — Xy; = M-— Hy, 


scăzînd din linia de influență M4 a momentului în secțiunea respectivă pe 
arcul simplu rezemat (care este, aceeași cu a momentului pe grinda dreaptă 
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simplu rezemată), linia de influență a împingerii multiplicată cu ordonata y; 
a secțiunii respective. Această suprapunere grafică şi forma finală a liniei de 
influență pentru M, se prezintă în fig. 14.31, R. 

Linia de influență a efortului axial N, într-o secţiune oarecare j pe arc 
se obţine conform relaţiei 


N; = N} — X, cos e, = — T} sin ọ; — H cos o GRI 2 CE 


prin suprapunerea liniei de influență a forței tăietoare T9 în secțiunea j 
pe grinda dreaptă multiplicată cu constanta — sin ọ, cu linia de influență 
a împingerii N multiplicată cu constanta —cos ọ;. Această suprapunere și 
forma finală a liniei de influență N; se prezintă în fig. 14.31, i 

Observaţie. Pentru liniile de influență la arcul cu tirant static nedeter- 
minat singura diferență este că se introduce efectul deformării tirantului 
(li?) în relația 


Edy = fy? ds + IG + R) x Dr 3 + i) 
tabilit la încărcări fixe. 
14.2.4. LINII DE INFLUENȚA LA ARCUL DUBLU INCASTRAT 


Folosind același sistem de bază ca la încărcări fixe (fig. 14.32, a, d), cu 
necunoscutele transferate în centrul elastic, liniile de influență ale necunoscu- 
telor se obțin foarte simplu pe baza expresiilor rezultate din ecuaţiile de con- 
diţie 


x, Šu Su Pi èn 
òu ða Sa 
h = — d a — E (14.46) 
Bas Bos Bae 
p x, bu ba _ 3 
Sza Šas Sss 


în care termenii liberi din ecuațiile de condiţie, provenind din forța P = 1 
mobilă într-o secțiune oarecare i; s-au notat cu Ap = òo Az = zi Ago = Sas 
şi s-a folosit reciprocitatea deplasărilor din forțe unitare ĝu = ôn, Szi = Biz 


3 Šg: m Šia- 


În felul acesta, liniile de influență se obțin ca linii elastice (diagrame de 
deplasări pe verticală) 37, 5%, 3% din încărcarea sistemului de bază cu 
Xı = —i, Xz = —1 şi respectiv X, = —], împărţite la constante 8; 8z, 
ô; calculate cu expresiile stabilite la încărcări fixe, 

Liniile elastice se obțin ca diagrame de momente fictive pe grinda conju- 
gată formată din donă console (fig. 14.32, c) acționată de încărcările elastice 


date de diagramele de momente m} (din X, = — 1), m} (din X, = —1), 
m (din X, = —1). Încărcările elastice distribuite w sau concentrate W în 
calculul pe bolţari pentru fiecare din cele trei linii elastice vor fi 
; I I, n 
w, = Ta W, =- yâs pentru 3 
I 
w, =- 2r; Wa = 2 zAs pentru ô} (14.47) 
I coso 1 2 
w = e W = As pentru ô% 
1 cos p k: 
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x TS Linia ER ala 
x% %3 
2 a) 0.51 

Sistem conjugat h 


Cp O A 
Linio Ma ~ 


ni se bee 
ý A R =) SIN PA 
Xs-i Ç Linio NR 
d mř=+y 
woef a o 


(d Linia NA 


“Linia de influenţă XH 


B ma i M 
ALRI inia Mj 


7 Ea 
I 


J 


Linia N? 


E cu a 


Lina Nj 


Linia de iniluentā X3- 


Fig. 1432. 


Determinarea şi forma liniilor de influenţă pentru necunoscutele :X;, 
Xa şi X; sînt prezentate în fig. 14.32, d—f. 

Avind liniile de influenţă ale necunoscutelor, se pot obține liniile de in- 
fluentă pentru orice efort pe baza expresiilor stabilite la încărcări fixe. 

Linia de influență a momentului încovoietor într-o secţiune oarecare j 
(fig. 14.32, j) conform relaţiei : 


M; = M} — Xy; + Xor; + Xa 
Lă 
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se obţine prin suprapunerea liniei de influență a momentului pe sistemul de 
bază M? cu liniile de infivenţă ale necunoscutelor X, multiplicată cu constanta 
—yy X; multiplicată cu constanta q; şi Xg 

La fel, linia de influenţă a efortului axial N, (fig. 14.32, k) într-o secțiune 
oavecare j se obţine prin suprapunerea ` - 

N; = N} — X, cos o; + Nasin o; 
Linia de influenļă a momentului la cheie (fig. 14.32, g) se obține la fel 
Me = — No + X; 

efortul axial la cheie fiind N. = —X,.- 

Liniile de influenţă ale eforturilor la nașterea A (fig. 14.32, h, i) se obțin 
prin suprapunerea 

Ma = M — Auto — D — Xa 0,5 + X 


Na = N4 — A cos pa + Xa Sin ou 

Aplieaţia 14.5. Pentru arcul dublu încastrat prezentat în fig. 14.33, a, 
se cere: 

a) să se traseze diagramele de-eforturi datorate încărcării permanente 
(greutate proprie şi încărcări transmise la arc prin stilpi); 

b) să se traseze diagramele de eforturi datorate încărcării prezentate 
în fig. 14.35); 

c) să se determine liniile de influenţă ale momentelor încovoietoare și 
forţelor axiale în secțiunile de la naşterea i, la cheie și la sfert. 

Ca axă a arcului dublu incastrat se va adopta forma de coincidenţă a 
arcului cu trei articulaţii, corespunzătoare încărcărilor permanente (greutate 
proprie şi încărcări transmise prin stilpi). 

1) Axa arcului după curba de presiune a încărcărilor permanente. Înăl- 
ţimea bolţarilor variază după o curbă prezentată în fig. 14.33, b. În calculele 
greutăților bolţarilor se va adopta o înălțime medie pe bolşar, lățimea 
b = 0,5 m, iar greutatea specifică a betonului y = 26 kN/m?, 


R,=200KN 


Fig. 14.33. 
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, Ca axă iniţială se adoptă parabola de gradul doi i 


Tubelul 14.2 
4f 4.8 š 
e y z(l — x) = —— z(40 — z) = 0,8x — 0,00272. 
+ bi < [ăi 40: 
i pE ja] = i 
Sec- | Bol- 2 P i TE F E: ia a | Š E Caracteristicile geometrice și greutățile bolțarilor sînt prezentate în ta- 
ie | ri Tt i | È belul 14.2. 
< å a © RT : A ei 
É L Calculul ordonatelor primei curbe de presiune este prezentat sistematizat 
aee la e e ea e a e T D 
o 20 [400 |8000] 0 = în tabelul 14.3. 
25 3 1,005 | 325 4 
i 290| 0:123..|126.280 + a E Împingerea H are valoarea 
2 17,5 [306,25] 7,873 | 0.125 - 
n 25 | 0375 6,350 | 2,52 | 1,030] 33.8 ya% 11 777.2 DAEN 
——| 15,0 | 225,0 | 7,500 | 0,500 = = Eor =, E j 
E n | i 25 | 0,625 6,600 | 2,56 | 1,080 | 35,9 f 8 ; 
J———] 12,5 |156,25| 6,875 | 1,125 za Deoarece noile ordonate ale curbei de presiune y; diferă sensibil de ordo- 
H iv č 2,5 |. 0,875 7,016 | 2,65 [1,155 || 39,8 E pap š P Yı 1 d j; 
700. [00/00] t 000l 2000 natele corespunzătoare axei inițiale y’, se refac calculele adoptîndu-se ca axă 
a |— 10, 00| 6, x z A m t P S aud cl A 
v 2,5 | 1,125 7,515 | 2,75 [1,255] 44,9 a arcului curba obținută. Reevaluarea încărcărilor este prezentată în tabe- 
3 7,50 | 56,25| 4,875 | 3,125 lul 14.4, 
d vI as al 25 | 1,375 8,140 | 2,85 | 3,380 | 51,1 l 
Bi a E A Tabelul 14.4 
5,00 | 25,00| 3,500 | 4,500 — 
z ° va | 25 | 1,625 3,890 | 2,89 | 1,530 | 59,2 pe e eta toi ae a eta E 
7 250| 6,25] 1,875 | 6.125 ! 3 i E ag 
Ale 25 | 1,785 9,770 | 3,12 | 1,705 | 69,2 PR Ei Pi ža) 2 | afi [8 
e y La ol- k? D = - 
£ o o o 18,000 pt IDE țar | Az | ây a as | a 5 d + | cosp | sing 
i [] L ED ra 
al he pe e le ali ll a e $ RESE 
i i E Rip rii i 
a 0 
I 2,5 | 0,178 | 6,282 | 2,50 | 1,005 | 32,6 | 0,071 | 1,000 | 1,000 | 0,071 
1 |0178 
Tabelul 14.3 Ii 2,5 | 0,233 | 6,304| 2,51 | 1,030 33,6 | 0,093 | 1,004 | 0,996 |0,0926 
—— 2 |o41] 
| e GEKE IH 2,5 10,623 | 6,645) 2,57 ] 1,080] 36,1 ] 0,251) 1,029 ] 0,972 | 0,244 
a a+ Q 
E RI ERE a| e+ | 3 11,040 
6, (P| Er, | Ee [57,4506 6 3] a PEEN M ” j 1v | 2,5 10,200] 6,740] 2,59 | 1,155 | 38,9 | 0,280 | 1,037 | 0,965 | 0,270 
a ` T Q EEG d | 4 11,740 = 
lt + 6,2 5 Y 2,5 [1,170 | 7,620| 2,76 | 1,255 | 45,0 10,468 f 1,103 | 0,905 10,424 
Saa a aa a e aaa a eas N anl Se 5 |2,910 
o —i—— 0) 0 0 0 ui 2 9 9 2 2 vI 25 [1,250] 7,810 | 2,80 | 1,380] 50,3. | 0,500 | 1,118 | 0,894 | 0,447 
| oi 225 261,6] 261.6 [0,178 | 0,125 6. [4,160 
1 oj 9% |0 90,0 | 36,6 : => a VIr | 2,5 [1,810| 9,750| 3,12 [1,530| 62,0 | 0,748 | 1,248 | 0,801 | 0,600 
=| 1 [558 = E Gem 7 | 6,030 
2 200| so 32,5 122,5 | 38,0 306 344,0 605,6 | 0,411 | 0,500 VIH | 2,5 |1,970|10,150| 3,18 | 1,705 | 70.5 | 0,780 | 1,268 | 0,788 | 0,620 
— HE [35,9j— a s |an : 
3 |—|— o | 29 | 653| 355,3 | 40,4 892 932,4 | 1538,0 | 1,040 ] 1,125 s 
1V 139,8] SEES HEE A E O MN N TS E E PM N SAO | RE 
+ —— 240| 290 | 102,2] 392,2 | 44,8 980 | 1024,8 | 2562,8 |1,740 | 2,000 R 
V [4459 533 auto] a Cu încărcările reevaluate se determină ordonatele noii curbe de presiune 
d ZEI Si ză (ci Paza a a a E sai a d în a doua aproximaţie (tabelul 14.5). 
6 —— | h00 530 | 186,9 716,9 | 575 1 792 1 849,5 | 6 412,8 | 4,160 | 4,500 Împingerea H este 
VII [592| —- 11771.3 5 
7 — | o | 830. | 238,0 | 1068,0 | 66,4 | 2670 | 2736,6 | 8879,4 [6,0301 6,125 Hoa AT — 1471 KN: 
—| vrr 89,2 —| - 
8 —i—] a | 830 |2972 | 1127.2 | 77,8 | 2820 | 2897,8 |11 772,2 | 8,000 | 8,000 
E: PNI RN A SENAN, NN RD e ae E E S SC 
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Ordonatele y, şi y; sînt foarte apropiate, deci curba obţinută este definitivă 


şi se adoptă drept axă a arcului dublu încastrat. 
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Tabelul 14.5 Tabelul 14.6 


P 7 
: z jaje. Sr, | ga [sasa je, | Bih d a a mw Si | ue polar i | ha | ha | F| s w uw Poig 
D Â S 2 — 
o 0 
o Pa 90 0 0 0 0 0 0 0 O 0 á i 0,09 |1,005 į 1.00 |1,00 2,50 2,50 0,225 1,55 
1 SF ase D 30 0 90,0 31,6 225 261,6 261,6 | 0,18 10,178 i sc JI į 0,295 | 1,030 | 1,090 | 0,927 251 2,43 0,715 1,345 
2 [— — haoo 90 32,6 122,6 | 37.8 306 343,8 605,4 | 0,41 [0411 d pe ZII | 0,725 | 1,080 | 1,260 | 0,793 2,57 2,04 1,480 0,915 
t3 să ia paz 290 66,1 356,1 43,6 8% 931,6 1 337,0 1,04 | 1,040 £ 10 1v 1,39 [1,135 | 1,54 [0,649 239 1.68 2,300 0.250 
sii Si Ko 240| 290 |1022 | 392,2 | 43,8 981,1 | 1024,9 | 2564,9 | 1,74 [1,740 za eu Y [2,33 [1,255] 1,97510,506 | 2,78 1,395 3,250 | —0,690 
5 ial PR oļs30 jia cz |506| 1678 | 17286 | 4290,5 | 2,92 [2,910 du VI [3,545] 1,380 | 2,630 | 0,380 | 2,80 1,064 | 3,770 |—1,905 
Ea aid E ; 3 E 3 D 
6 S asi 300| 530 186.1} 716,1 | 56.6 | 1790 | 1846,6 | 6137,1 | 4,17 | 4,160 d sii VII |510 |1530} 3,580 | 0,279] 3,12 0,871 4550 | -3,16 
ta 7 i i d i 4 i 
ba jocu 0 | 830 [236,41 106644 | 96,8 2 665 2 734,8 8 871,9 | 6,03 | 6,030 K 603 VIII | 7,015 | 1,705 | 4,950 | 0,202 318 0.643 4.51 —5.375 
—ly ERE > > B A i E k 
Li tai Moe 0 1 830 298,1 1128,4 | 79,4 2 820 2 899,4 111 771,3 | 8,00 | 8,000 ză z 
12,623 20,70 


2) Alegerea sistemului de bază, necunoscute. Arcul dublu încastrat re- 
prezentînd un contur închis, necunoscutele X,, Xp X, se separă dacă sînt 
introduse în centrul elastic al arcului (fig. 14.34). 


greutate al bolțarilor în sistemul- de axe z'y'; y — ordonata centrului de greu- 
tate al bolțarilor în raport cu sistemul de axe ce trece prin centrul elastic 
U = ho — Yo); 

I, _ bRNn2 i 

TOO ORN W 
On 207 
T 12623 


= 1,64 m. 


Ya 


Observaţie. Deoarece arcul este simetric, calculul din tabelul 14.6 a fost 
condus numai pe jumătate din arc. 
4) Calculul deplasărilor 5,4, Sz ð Acest calcul se conduce astfel: 


Fig. 14.34. 


I 
Ehu = Í T Yds +f = cos? o ds = Dy W + E cos? q As. 


3) Determinarea poziţiei centrului elastic. Poziţia centrului elastic se 
obține din ecuaţia de momente statice a încărcărilor elastice față de axa 
orizontală 0a' ce trece prin cheia arcului. 

Pentru calculul numeric se introduc încărcările elastice în centrul de 
greutate al bolţarilor, deci poziţia centrului elastic se determină sub forma 

PAL A 
Yo = Ea 
unde W = (1,/I)As este încărcarea elastică. 

Calculul poziţiei centrului elastic este prezentat sistematizat în tabe- 
lui 14.6, unde s-au utilizat următoarele notații: y; — ordonata secţiunii de 
separație a bolțarilor, în sistemul de axe z'y'; ys — ordonata centrului de 


Al doilea terinen al expresiei anterioare se poate pune sub forma 


Ch i 
2 7 cos? pâs = 25W cos? 9 = Di? W cos? ọ x lif 
unde: 


A bha 12 7 
Pentru comparație, calculul lui 3, se va face atit exact cit și apro- 
ximativ utilizînd relațiile i 


Ehn = EpW + EPW cos? e sau Eh Su = Sy W + li? 
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N E Aa Tdi sea cata .: 5 : o 
ERa = fyr ds + f-ġ sin e ds x rW (sin q fiind mic, al doilea PA ERATO i a 
g oxaSsBaa |D 
P CIN e e e e = i 
> 


lermen se neglijează). 


Tahelui 14:7 


Ed = | 22 d = 3wW. 


D ANa y Ro 
$ |82583888 
Calculul sistematizat al deplasărilor 314, 322 Baa este prezentat în tabelul 2 “cesssss a 
14.7. ă 
Pe baza simetriei elastice, geometrice şi de încărcare a arcului, calculele Ei oaia aid 
au fost conduse pe o»jumătate de arc. Valorile deplasărilor pentru tot arcul ; È RaZReere < n tERRA-ă lZ 
vor fi zi scssscss e săădăree E: 
Els = 245,749 + 2:1,37 = 94,27 x Taea. x 
3 aa 
E 1 | sn =] 
EÑ: = 2-1 080,16 = 2 160,32 la PETERET 5 
T O D AmI YT 
EIS = 2 12,623 = 25,246 : 1  [SSSrazză REFELEFEERI 
0033 2,02 29, - PE Ssssssse Şi [e 
` AA À , A BăSSERIS |E 
Observaţie. Pentru un calcul aproximativ, ultimul termen din expresia lonanose |o 
la i „NO SA © 
lui 94, se poate calcula sub forma DI Aa Î 
33333393 |F LI II) 
x E E | z OFRO D Soe N 
li = 40: 2 = 40: 2 = 3,333 Eo |osissssă |s anggga g la 
A : zzassăae |S 
față de evaluarea corectă XWi? cos? e = 2,74. ea ae se lS 
5 orturi în arc datorate încărcării permanente. Este de precizat că, g 
5) Eforturi î datorat ării y te. Este de precizat EE E E EII 
deşi arcul cu trei articulații constituie o curbă de coincidență pentru încăr- E Zas anI |T l 
carea permanentă (greutatea arcului și încărcări transmise prin stilpi), arcul î SERESA |S aR A 
dubiu încastrat nu mai rămîne o curbă de coincidență datorită scurtării sale = da seta sa 
prin delormaţie axială, deci diagrama momentelor încovoietoare este diferită SEFETEFE 
de zero. z Ssanna t ITITS 
a) Determinarea necunoscutelor. Sistemul de bază pentru încărcările ; i ER3Sasae l 
exterioare este format din două console — sistem fără împingeri — deci URII | ot par A8f| 
influenţa forţelor axiale N? în calculul deplasărilor poate fi neglijată în raport 2 i 
cu cea a momentelor M}. Expresiile de calcul al termenilor liberi sînt : 
Elda = SMW,; Elea = 5EM}W:;. Eby = EMW. £ lareesase 
: Fi . a R . a j IESNAS A N oo ë DE leadan dadaa a 
Calculul sistematizat al valorilor termenilor liberi este prezentat în ta- aa REEERE 
belul 14.8. : a 
Efectuînd sumele pentru întreg arcul, se obţine: > o] 
El,A = 2-67 411,24 = 134 822,48 > |33383353 |8] | gasite 
010 = > > 5 iA |T 
EI Az = 408 087,24 — 408 087,24 = 0 
Ely = — 2:30 368,05 = — 60 736,1. EEEEETEIN 
Rezultă : > Ree TT 
x = IMP, 13482248 _ 1 430,17 
1 To 94,27 A e 10 in 0 poa 
Ey W, + E— cos? As ANANN NS AN N 
A - L] Sici cz 
X, =0 
P 
W 736,1 a 
x, ZMT e 2 405,8. E: s32 ri 
IW 25,246 ii IIS 
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b) Diagramele de eforturi M şi N. Eforturile finale într-o secţiune curentă 


a arcului se determină pe baza relațiilor 


M; = M} + mX, + mX, + mX, = M? — 9X; + X; 


N, = N? + Xi + nX: + mX, = N? — NX cos e. 


În tabelul 14.9 este prezentat sistematizat calculul eforturilor M şi N. 


Pebehul 14.9 


e M, =M= Xa + N, N, = N$- Xico? 
E > 
p z ; 
n MG y | —1 130,29 X, M, `; cos? |— X, cas N, 
3 n 1,64] —2 345,4} 2 405,8 604 | — 6,4 | 1,000 | —1 430,1] —1 436,5 
| oile Jal caosi aaa 50,2 88 | 1000 | a 430| —1 438,9 
Zara | 0,996 | — 14244] —1435,5 
—14.2 —1 424 Dia 
2 -605,4 1,23} —1 759,1] 2405,8 41,3 ma 1 424,4] _—1 438,6 
j 87,2 Za 3902] —1 4773 
— 96 pi gi af $ 
2j —15370 0,60] 858,1] 2 403,8 10,7 96.1 | 0,972 | —1300.1) —1 486,2 
—105,9 | 0.985] —1 380.11 — 1 486,0 
ză r —16 0,963 | —1 380.1] — 5 
«| 239,9 | ono) 143,0) 2405,8 | aaa | 21104 |0965 | —1 380.1 —1 496,5 
Z a286.6 | D,905 | —1 294.3} —3 580,9 
en 5.8 905 N i. as. 3 
s| —429,5 |oa2a) 1830,6! 2403,8 | — Bat |_ 73958 [0.905 | —1 294.8, —1 90.1 
315,4 | 0,894 | —1 275.5] —1 597.9 
el ermi |_2z0| sera) zas | _za3g | 73012 |093| —1 278.5] —1 6203 
Dea5,6 | 0,801 | —1 345.5) —1 781,1 
eas O BAI 
7] —a871,9 |—4,39) 62784] 2405,8 | —187,7 |6725 | 0:801 | —1 143,5) —1 818.0 
L699, | 0,788 | —1 120.9] —1 826.5 
e| —11771,3 |—6,36| 9095,9) 2405,8 | —269,6 | —743,1 | 0.7838 | —1 12619] —1 870,0 
6) Diagrama de eforturi datorate încărcării din fig. 14.35. 


a) Determinarea necunoscutelor. În fig. 14.36 sînt prezentate diagramele 
M" şi N° pe sistemul de bază, avînd mareate ordonatele corespunzătoare cen- 
trului de greutate al bolţarilor. 


„20kNIm 
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Fig. 14.36. 
Pe baza tabe i i ii N 
ia tabelului 14.10 se pot determina termenii liberi, sub forma : 
ELA — 990 373 60. za z 
oå = 29 375,59; EnA = 117 998,44 ; El As = — 12 481,98. 
Tabehi 74.10 
PTA w, , 
Boljar w d, w, an mw MW, mw, 
VII 10,643 | —12 5,6: 3 
vr just 312.08 35 —2 260,546 | 42 398,44 12 150,0 
vi De] Eaa -~ 2 299,98 | 37 364,84 7 961,48 
y A —2 011,625 | 27 640,9375 3 828,51 
în aia Mea) — 1763,55 19 870,31 1 2148,80 
ne aaa oaa —1 286,25 | 11 254,687 —321,56 
A I a — 796,875 4 900,469 — 729,29 
I 250 | aa — 341,72 1 281,09 -- 459,84 
s 2:30 i — 39,06 48,206 - 60,625 
IP |243 9,11 b i o 
Hr -| 2,04 12,75 o o y 
IV f1,68 14,70 o 6 o 
v 1,395 5 
z „395| 15,70 —174,375i —1 962,50 120,375 
1064 | 14,62 i 
elani 14.63 —399,00 | —5 482,50 759,375 
yra OSII Ala — 544,375] —8 843,75 1 884,3 
Ă 24 — 562,625| —10 552,50 3 024,0 
a A DON ANII 
—12 481,98 | 117 998,44 29 375,59 
Valorile necunoscutelor sînt: 
-o _ SMW, 29 375,59 
X, 7 -Z 311,61 kN 
EW, + L costos 94,27 
EMW, _ 117998,44 54,62 k 
Sew, 2 160,32 i Te e 
SM —12 481,98 : 
zw S 494,41 kN: m. 
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+ N 
so 
n Li ai 
+ N 
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La a 
o] 
ge 
ioo 
Xz 


Eforturile finale M și N (fig. 14.37) se calculează cu expresiile 
În tabelul 14.11 este prezentat sistematizat calculul eforturilor. 


Fig. 14.38. 


Fig. 14.37. 
a) Linia de influență pentru necunoscuta X 


7) Linii de influență ale necunoscutelor. 


încărearea 


» produse de 


în J 
7e 
yås;, = W$, 


i 


le elastice p = 


àrcării 
tru un bolțar i este 
I 
pae 


inc, 
= În m 


0). 


lastie 


94,27 iar 3, 
tă cu 
X, = —1 (fig. 14.38 
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ă încărca 


Elba 
Calculul momentului fictiv 


Încărcarea e 
ției de recurenţă 


unde: 
conjugat 


0000 L-7 


Mi este diagrama de momente pe grinda 
$ 
y 

într-o secțiune (rost) i se face pe baza rela- 
Ar 


Mi = Min + TiaAt + Win 


2 


lucra numai pe jumătatea 
tabelul 14.12 şi sînt repre- 


în 


încărcare se va 
z se obţin 
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WEZ s'ort ower  |pror |s'eeo— Goe | vos 
r'e gp As sili 
TIES — A 
parm ög —= ip A) 
Em f 9827 otr 99e— | pret | c'618— £'882 ooog eeg jost 
ote AA REC I-A ii A m 9v'0= i m 
Supe LA 4 dal 98 a da ese evo las9— 8'80€ 0'o9a— azro o| 881” ZI Li 
0'are— g'es— 0785 — DA dai că Ln E = 
: 2072 pom a AZO T) oro- pi 
oare e'er— oza £ z ooz— lerer zore- | ze o za | %0 foor i 
v'oTe— LYI L00- ! kja 
i ‘00g ~ i 9960 |_OLZ‘0 7 E e 
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Tabelul 14,12 


as | Profi ane 
Bollar wW, Sectiune Ti Tinde j WF | po it M, 4 
g o d ra 
PD NONE: ERIN a e ia a a DEE SR A aa Aaa (e 9 a 5 Aia 
Ei = — — — o o 
VIII — 3,436 
7 E — 4,32 4,32 4,32 0,0458 
VII -3,015 
6 3,450 5,64 3.768 | 12,408 16,728 | 0,177 
VI 2,025 
5 6,471 15,177 2,531 | 18,708 35,436 | 0,376 
v ,963 
4 8,456 21,24 1,203 | 22,443 57,879 | 0.614 
1v 0,420 > 
2 9,459 23,647 | —0,525 | 23,122 | 81,001 | 0,859 
HI 1,867 
2 9039 |: 22,597 | —2,333 | 20,264 | 101,265 | 1,074 
H 3,27 
SE 7,172 17,93 —4,087 | 13,843 | 115,108 | 1,221 
1 3,88 
0 3,902 9,755 | —4,85 4,905 | 120,013 | 1,273 


Tabelul 14.13 


e E E a a a a a 

Seet; ar | e Mi i 

w, Seeţi- | ry Ti, de | We Ax À 

Bolar a trr iza z rie i 
meae ee oaa aaeeea eea 

8 0 o 0 
"III 12,06 E 

7 15,08 15,08 —15,08i | —0;007 
VII 14,15 |= E z 

[i 2,06 30,16 17,70 =47,86 62,94 | —0,029 
vI 14,62 = 

3 26,21 65,50 18,28 83,78 146,72 0,068 
v 15,70 

4 40,83 102,0 19,62 121,62 | N=268,34 | —0,124 
1y 14,70 z 

Ei 56,53 | —141,30 | —18,38 | —159,68 |  —428,02 | —0,198 
In 12,75 - 

2 | — 74,23 178,20 15,94 194,14 622,16 0,288 
H 9,11 

1 -| —83,98 210,0 11,40 221,4 843,56 |  —0,39 
1 3,13 E 
— | o 93,09 232,6 3,91 336,51 1.080,16] —0,500 
PE O pe CR IN, DATELE AR PN (II i SRR i aa ANN PA dă E i IEC 


b) Linia de influență pentru necunoscuta X, 


22 
unde: Eloðz = 2 160,32, iar 3% = M? este diagrama de momente pe siste- 
mul conjugat încărcat cu încărcarea elastică p= = m&As datorată încărcării 
N = — 1 (fig. 14.39, a). 

Încărcarea elastică pentru un bołțar i este 
Ta 


7 zås = Wî. 


RARE i 
5 T Ins = 


Ordonatele 2; sînt date în tabelul 14.13 pentru jumătatea din stînga 
a arcului și reprezentate pentru tot arcul în fig. 14.39, b. 


> ŞI: xX 
ie = Tr i 
di m2=x Š Aa. 3210 
=: Yx 
TA Ti x a 
SUE a ANII 
87655321 SEL W 
OE vu, 
RERE REEE 
b OSOS SNA Linia X3 
b k 
BEZ sasa 
oooO k 
5 
Fig. 14.39, Fig. 14.40. 


c) Linia de influență pentru necunoscuta X, 


3: 
X, == 
3 3 Mai 


33 
unde: Elb; = 25,246, iar òh este linia elastică a formei de bază din încăr- 
carea X, = — 1 (fig. 14.40, à). , 
Încărcarea elastică aferentă unui bolţar i este 


Ordonatele ns, sînt calculate în tabelul 14.14 pentru jumătatea din 
stinga a arcului şi reprezentate pentru tot arcul în fig. 14.40, b. 


8) Linii de influență pentru eforturi. Pe baza suprapunerii efectelor pe 
sistemul de bază se vor determina liniile de influență ale momentelor în sec- 
ţiunile de la naştere, sfert, cheie și-a forței axiale în secţiunea de la naş- 
tere. $ ` 
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Tabelul 74.14 


TI A+ a = 
P „de La st 
Boltar wW, Seh Tin Ti zi in pi +w- ax AIA > Mg 
4 2 Eln 
s s — 0 0 0 0 
VIII 0,643 
7 — — 0,808 0,808 0,808 0,032 
VII 0,871 
6 0,643 1,61 1,09 2,70 3,508 | 0,139 
VI 1,064 
5 1,514 3,78 1,33 5,11 8,618 | 0,341 
Y 1,395 
4 2,578 6,44 1,74 8,18 16,798 0,665 
IV 1,680 
4 3,973 9,93 2,10 12,03 28,828 1,142 
JI 2,040 
2 5,853 14,13 2,55 16,68 45,508 1,802 
CEI PRIIRIE f ` 
Ir 2,43 
1 7,693 19,21 3,04 22,25 67,758 2,684 
T 2,50 
0 10,123 25,30 | 3,13 28,43 96,188 3,81 


ma a N e 
M, = M} + 01X, 


> E Mo = — 1,64 X; + X; 
y Ta Nar T 
1,64X, Taro M? 01X, —10X; 
PRD S E E a RR E RE 
0 0 0 0 0 0 0 
—0,007 | 0,032 | —0,075 | —0,043 0 0,00458 0,07 
—0,029 | 0,139 | —0,29 | —0,151 0 0,0177 0,29 
—0,068 | 0,341 | —0,617 | —0,276 0 0,0376 0,68 
—0,124 | 0,665 | —1,007 | —0,342 0 0,0614 1,24 
—0,198 | 1,142 | —1,408 | —0,266 | —2,5 | 0,0859 1,98 
—0,288 | 1,802 | —1,761 0,041 | —5,0 | 0,1074 2,88 
—0,390 | 2,684 . | — 2,002 0,682 | —7,5 | 0,1221 3,90 
= 3,81 2,088 1,722 10,0 | 0,1273 3.00 
0,50 A Ă A A , Za00 
0,390 | 2,864 | —2,002 0,682 0 0,1221 | —3,9 
0,288 | 1,802 | —1,761 0,041 o 0,1074 | —2,88 
1,198 | 1,142 | —1,408 | —0,266 o 0,0859 | —1,98 
0,124 | 0,665 | —1,408 | —0,342 o 0,0614 | —1,24 
0,068 | 0,341 | —0,617 | —0,276 o 0,0376 | —0,68 
0,029 | “0,139 | —0,29 | —0,151 o 0,0177 | —0,29 
0,007 | 0,032 | —0,075 | —0,043 o 0,00458 | —0,07 
0 o 0 o 0 o o 


Fig, H41. 


Liniile de influență pentru cforturi se determină pe baza relațiilor 


0,62X, 


M, = M? — YX; + 2X, + Xg = M? + 6,30X, — 20X, -+ Xa 
N, = N} — cos ọX, — sin ọX, = NU — 0,788X, 

M, = M} — yX, + Xa + Xa = M} + OLX, — 10X, + Xa 
Mo = M} — nX, + 3X + Xg = — 164X, + Xy 


Pe baza relațiilor date mai înainte s-a alcătuit tabelul 14.15 care per- 
mite determinarea ordonatelor liniilor de influență ale eforturilor în secţiunile 
specificate. În fig. 14.41 sint prezentate atit liniile de influenţă ale eforturilor 
pe sistemul de bază cit şi liniile de influenţă finale. 


Tabelul 14.15 


—10X,+ N, M, = Mẹ + 6,36X; — 20X; + X, Na — 0,788 X; — 0,62 X, 

Asra M? 6,36X,| 20X; Asra Ne —0,798X, | —0,62X; ays 

o 0 0 0 o —0,62 0 0) -—0,62 
0,106 —2,5 | 0,291 0,14 | —2.37 —0,62 | —0,036 0,0043 | —0,652 
0,4467 | —5,0 | 1,125 0,58 | —3156 | —0,62 | —0,139 0,0119 | —0,741 
1,058 —7,5 | 2.391 1,36 | —3,408 | —0,62 | —0,296 —0,874 
1,966 | —10,0 | 3,905 2,48 | —2.95 —0,62 | —0,484 —1,027 
0,708 | —12,5 | 5,463 3 —0,62 | —0,677 —1,174 
—0,2106 | —15,0 | 6,831 —0,62 | —0,846 7 —1,288 

—0,794 | —17,5 | 2,765 —0,62 | —0,962 | 0,242 | —1,34 

„31 
—1,063 | —20,0 | 8,096 —0,62 | —1,003 ea —1,313 
—1,094 o 7,765 o —0,962 | —0,242 | —1,204 
—0,908 0 6,831 D —0,846 | —0.178 | —1,024 
—0,752 0 5,463 9 D —0,677 | —0,1227 | —0,80 
—0,5136 0 3,905 — 2,48 2.09 o —0,484 | —0,0769 | —0,561 
—0,301 0 2391 —1,36 1,372 0 —0,295 | —0.0422 | —0,388 
—0,133 o 1,125 —0,58 0,648 o —0,139 | —0,0179| —0,157 
—0,033 o 0,291 —0,14 0,183 G) —0,036 | —0,0043 | —0,04 
o o o o o o D o o 


14.3. GRINZI CU ZĂBRELE STATIC NEDETERMINATE 


14.3.1. GRINZI CU ZABRELE STATIC NEDETERMINATE 
CU NODURI ARTICULATE 


La astfel de grinzi se mențin ipotezele de la grinzi statie determinate, 
inclusiv aceea că nodurile sint articulații perfecte. Rezultă că in bare se vor 
dezvolta numai eforturi axiale. Nedeterminarea statică poate proveni din 
legături suplimentare interioare (bare), (fig. 14.42, a), exterioare (fig. 14.42, b) 
sau combinate (fig. 14.42, c, d). Gradul de nedeterminare statică se deter- 
mină cu relaţia 

Gns = (b +r) — 2n 


m care: b este numărul de bare; r este numărul total de legături simple; 
n este numărul de noduri. 

Caleulul Ja încărcări fixe. Metoda de calcul care conduce la calcule mai 
simple este metoda generală a eforturilor. Sistemul de bază static determinat 
şi geometric strict invariabil se obține prin suprimarea unui număr de legături 
interioare sau exterioare corespunzător nedeterminării statice. Se pot utiliza 
şi sisteme de bază static nedeterminate (calculul în două etape) indicate în 
special cind necunoscutele sînt de natură diferită (eforturi în bare şi reacțiuni). 
La alegerea sistemului de bază trebuie ţinut seama de posibilitatea de simplifi- 
care a calculelor și ecuaţiilor de condiţie : simetria, necunoscutele unitare să 
producă eforturi într-un număr cit mai mic de bare etc. În fig. 14.42, e este 
prezentat sistemul de bază pentru grinda din fig. 14.42, d. În fig. 14.42, f 


PAV AVAVAVAVAYA: 


PEOR Ies 2 


596 


se prezintă sistemul de bază pentru grinda cu zăbrele continuă din fig. 14.42, c. 
Ecuația de condiţie i din sistemul de ecuaţii canonice are forma 


n 
E èX; + åp = O. 
j=1 
Goeficienții necunoscutelor,.şi termenii liberi au următoarele expresii 
(multiplicați cu EA, pentru a nu lucra cu valori foarte mici, Ag fiind aria 
secţiunii unei bare luată ca reper): 
FA Š Ao l: EA Š Ao e 
EAgdy = D- nins i. EA = Se nul 
— pentru încărcarea cu forțe 


BA Age SA (14.48) 


— pentru încărcarea cu variaţia temperaturii în axa barelor 
EAn = EAga È lonl; 

— pentru încărcarea cu cedări de rcazeme 
Edgar = —BAg D rÀ, 


în care: n; sînt eforturile în barele sistemului de bază din X; = 1; N° — eforturile 
axiale în barele sistemului de bază din încărcarea exterioară dată ; 1 — lun- 
gimile barelor; EA — modulul de rigiditate la efort axial al unei bare oare- 
eare; A — aria secţiunii transversale prin bare ; E — modulul de elasticitate 
al materialului ; « — coeficientul de dilatare termică a materialului ; f — va- 
riaţia de temperatură în axele barelor; Zr, — lucrul mecanic efectuat de 
grupul de forţe r; format din X, = 1 și reacţiunile corespunzătoare prin 
cedările de reazeme A, date. În formulele anterioare sumele se referă la toate 
barele sistemului de bază. 


Efortul axial într-o bară oarecare k se obține cu relaţia 
n 
Na = Ng FH E nui , (14.49) 
i=i 


Linii de influență. Expresiile liniilor de influență ale necunoscutelor în 
cazul folosirii unui sistem de bază static determinat rezultă din rezolvarea 
sistemului ecuaţiilor de condiţie (în care termenii liberi s-au notat Aj, = 544 
pentru forța P = 1 mobilă în poziţia oarecare i) sub forma 


Xy = Buda + Badia +o Bibat Peda be H Parma (14-50) 


unde s-a folosit reciprocitatea deplasărilor din forțe unitare (5, = 5,) şi în 
care coeficienții conjugaţi Bp; reprezintă valoarea necunoscută X, cind toţi 
termenii liberi sînt nuli în afară de 3, = 1 şi are forma 


Bum 


în care a, este minorul determinantului coeficienţilor necunoscutelor D 
corespunzător liniei i a coloanei j. 
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În acest mod, linia de influență a unei necunoscute se obţine prin su- 
prapunerea liniară a liniilor elastice din necunoscute unitare (8;; reprezintă 
linia elastică pe verticală a nodurilor căii din X; = 1). Aceste linii elastice se 
pot obţine prin procedeul grinzii conjugate, epura Williot (grafic san ana- 
litic) sau determinînd deplasările nodurilor cu formula Maxwell-Mohr. 

Liniile de influenţă ale necunoseutelor se pot obţine şi folosind un sistem 
de bază de (n — 1) ori static nedeterminat prin suprimarea legăturii pe direcția 
unei singure necunoscute. 

În acest caz, din ecuaţia de condiţie 


3; + du =0 


rezultă expresia necunoscutei sub forma 


Npe a an i = dup (14.51) 
Š; 5; òy - 
în care 3% este linia elastică pe verticala din X; = — 1 pe sistemul de bază 


de (n — 1) ori static nedeterminat iar ẹ;; este deplasarea pe direcţia necu- 
noscutei X; din încărcarea sislemului de bază, de (n — 1) ori static nedeter- 
minat cu X; = 1. 

După determinarea liniilor de influență ale necunoscutelor, liniile de 
influență ale eforturilor în barele grinzii cu zăbrele rezultă prin suprapunerea 
efectelor pe sistemul de bază sub forma 


N; = Ni Zu, 


în care: N? reprezintă linia de influență a efortului în bara k pe sistemul de 
bază; X; — liniile de influență ale necunoscutelor ; Nz; — efortul în bara k 
pe sistemul de bază din X; = 1. 

Calculele se efectuează în tabele. 

Aplicația 14.6. Se determină eforturile în barele grinzii cu zăbrele static 
nedeterminată din fig. 14.43, a in ipoteza nodurilor articulate. 

Grinda cu zăbrele dată este de opt ori static nedeterminată (Gs = 41 + 
-+3 —2:18 = 8). Pentru încărcare simetrică se alege un sistem de bază 
simetric grupînd necunoscutele în patru necunoscute simetrice Xp Xo X; 
și X, (fig. 14.43, b). Ecuațiile de condiție vor fi 


Ana + êX + Ap =0 
da Xi + SeX + 33X3 + A = 0 
dsaX2 + a3 X + òa Xa + Azp = 0 
daa X; + bya Xa + Åm =0 


în care s-a ţinut seama că din necunoscutele unitare apar ctorturi axiale nu mai 
în barele panoului corespunzător necunoscutei respective și deci 5,3 = du = 
= Op = Baa = da = 0. Eforturile pe sistemul de bază din încărcări, N°, 
şi din necunoscute unitare, n, sînt prezentate în fig. 14.43, c, d. 
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[_ i = 8-6=48m e 


0 +1050 +1800 + 2250 
c 


SFig, 14.43. 


Calculul coeficienţilor necunoscutelor și al termenilor liberi s-a făcut în 
tabelele 14.16 și 14.17. Din aceste tabele rezultă : 


EAs = 2:69,58 = 139,16; EA = 2-84,24 — 168,48; EAS 


33 = 


= 2-110,48 = 220,96 ; 


EAdyg = 2110,31 = 220,62; EA = EAn = EA, — 2-20.50 = 

= 4100; 
EAA,» = 2:84 230 = 168 460; FEAA, = 287610 = 175 290; 
EAA, = 266 100 = 132200; EAA, = 2-33 330 = 66 660. 


Rezolvind sistemul de ecuații se obțin următoarele valori pentru ne- 
cunoscute : 5 


Xı = — 1006,0 kN; X, = — 631,5 kN; X, = — 429,0 kN; 
X, = — 222,2 kN. 


Cu aceste valori s-au calculat în tabelul 14.17 eforturile în barele grinzii 
cu zăbrele static nedeterminate cu relația N = N° + nX, + mX; + nX; + 
F Xa d - E 
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A A 
Bara ly A, A. A A n Na m n 
A. è 
E iii OEELA EA Rus 
1—3 6,00 A 1,000 6,00 —0,60 
3-5 6,00 1,24 0,833 5,00 —0,60 
š—7 6,00 14A 0,714 4,28 —0,60 
7—9 6,00 1,54 0,667 4,00 —0,60 
2—4 6,00 1,24 0,833 5,00 — 0,60 
ie 6,00 1,54 0,667 4.00 —0,60 
6—8 6,00 174 0,588 3,53 —0,60 
$—10 6,00 184 0,555 3,33 —0,60 
2—3 10,00 0,54 2,000 20,00 1,00 
4—5 10,00 0,54 2,000 20,00 1,00 
TSM 
$ - — 
sot 10,00 0,34 3,333 3,33 1,00 
s—9 10,00 0,34 3,333 33,33 1,00 
1—d4 10,00 0,34 2,000 20,00 1,90 
3—6 10,00 0,54 2,000 20,00 1,00] , 
5—8 10,00 0,34 3,333 33,33 1,00 
7—10 10,00 0,34 3,333 33,33 1,00 
1—2 8,00 A 1,000 8,00 —0,80 
3—4 8,00 T254 4,000 32,00 —0,30 |—0,80 
āã—ê 3,00 0,254 4,000 32,00 —0,80| — 0,30 
7—8 8,00 0,254 4,000 32,00 —0,80| —0,80 


—0,80 


Tabelul 14.16 
N a a i N OI 


E Aa PA) 
m n n3 pt RN: Na ny; 
2,16 
1,80 
1,54 
i 1,44 
1,80 
1,44 
1,27 
1,20 J 
20,00 = 
20,00 
33,33 i 
33,33 
20,00 
20,00 
33,33 
33,33 
5,12 E 
20,50 20,50 20,50 
20,50 20,50 ina 
20,50 20,50 20,50 
20,50 
69,58 84,24 110,48 110,31 20,50 20,50 20,50 


| ECE IRINEI IE EC DI ECE CI 2775 IRI 
Bara N Na Ne nN’ mN’ N? TETEE IA II 
, nN’ RN’ nN” 
` gg 
3-5 1050 — 630 —3 150 
5—7 1800 |. —1 080 —4 622,4 
7—9 2 250 —1 330 
2—4 —1050 | 630 3150 
4-6 —1 800 1080 x 4320 
6-8 —2 250 1 350 4 765,5 
8—19 —2 420 —1 440 
2-2 1750 | 1 750 35 000 
s-a 1 250 1250 25000 
6—7 750 | 750 25 000 
8—9? 20] 250 
1—4 0 Ra 
3—6 o 
5—8 0 
7—10 0 
7-2 —1 600 | 1280 10 240 
3—4 —1 400 |1120 1120 35 840 35 840 
ö—6 —1 000 800 800 25 600 25 600 
7—8 — 600 480 480 15 360 
9—10 — 400 ata) 320 
84 230 87610 |; 66100 


14.3.2 GRINZI CU ZABRELE STATIC NEDETERMINATE 
CU NODURI RIGIDE. EFORTURI SUPLIMENTARE 


; În calculul grinzilor cu zăbrele se admite ipoteza că barele sint perfect 
articulate în noduri şi deci pentru încărcări aplicate la noduri, în bare apar 


numai eforturi axiale numite eforturi principale (fig. 14.44, a). În realitate, 
din motive constructive, nodurile--grinzilor cu zăbrele metalice şi din beton 


a b 


Fig. 1444. 
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Tabelul 14. 17 
N N E N 
nX, n Na MX, nX N 
nN” 


604 604 


415.0 1 455 


237,7 2 057,5 


—ă 400 133,5 2 383,5 
604 — 446,0 


415,0 —1 385 
257,5 1 1 992,5 


4 795,2 133,5 —2 206,5. 


—1 06 744,0 


— 691,5 — 558,5 


— 429,0 ci 321,0 


— 222,2 27,80 


—1 006 —1 006 


— 60,5 — 691,5 


— 429,0 — 429,0 


—222,2 © _—222,2 


805.0 — 795,0 
5 —41,50 


3. 
553,5 343.5 —103,0 


15 360 343,5 177,8 — 78,70 


10 240 . 355,6 — 44,40 
33 330 | i 


armat se realizează rigid. Datorită rigidităţii nodurilor, prin deformarea grinzii 
sub încărcări barele se deformează prin încovoiere şi deci apar momente în- 
covoietoare numite eforturi suplimentare (fig. 14.44, b). i 

Pe baza eforturilor axiale determinate în ipoteza nodurilor articulate se 
determină variațiile lungimilor barelor care produe rotiri de bare. Aceste rotiri 
de bare se pot determina prin unul din procedeele cunoscute : 

1) Aplicarea formei Maxwell-Mohr pentru fiecare bară în parte, rotirea 
fiind dată de relaţia 

By = Eee ma = FA rania (14.52) 
EA ma - 

în care: Nmn este efortul axial într-o bară oarecare m — n din Încărcările 
date; n, — efortul axial în bara m — n din încărcarea virtuală care este 
un cuplu unitar format din forțe concentrate normale la capetele barei i — j : 
de mărime 1/|;;; lmn ŞI Am — lungimea şi respectiv aria secţiunii barei m — n 
Alma — variația lungimii barei.m — n. Suma se referă la toate barele grinzii. 
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2) Procedeul grinzilor conjugate şi al încărcărilor elastice. 
3) Epura Williot (grafic sau analitic). 


Determinarea eforturilor secundăre se reduce în acest fel la calculul unui _ 


cadru cu noduri fixe încărcat cu deplasări cunoscute ale nodurilor (echiva- 
lente cu rotirile de bare determinate ca mai înainte). Metoda convenabilă de 
calcul este metoda deplasărilor în care necunoscute sînt rotirile nodurilor 
produse de deplasări de noduri cunoscute. Rotirile de bare produc, pe sistemui 
de bază al metodei deplasărilor cu noduri blocate la rotiri, momente de în- 
castrare perfectă egale cu : 


Aplicația 14.7. Se determină eforturile secundare în barele grinzii cu 
zăbrele din fig. 14.45 considerind prinderea rigidă a barelor la noduri. Datele 
caracteristice pentru barele grinzii sînt date în figură (EA = 2:10% kN; 
EI = 50 000 kN-m?). 


80 kN 80kN | 80kN 


Fig. 14.45. 


Eforturile axiale calculate în ipoteza nodurilor articulate sînt date în 
tabelul 14.18 în care s-au calculat şi alungirile sau scurtările barelor din aceste 


eforturi. 
Tabelul 14.18 
Bara lie Aje EA, Ne Niehe ål = x 
kN kN EN-m m 
A 20-10 | —1150 —5 750 —287,5-10-5 
0,84 16-10 1050 5 250 328,0-10-5 
0,34 6-105 — 50 —250 —41,7-10-5 
A 20-105 | —1 320 — 7 920 —396,0-10-5 
0,54 | 10-105 690 4140 414,0-10-5 
A 20-10 1350 —8 100 405,0-10% 


Tabelul 14.19 


T 
o | ee oļs 2 = 
e | © e | S ii 
MS | SE ca | aa ii = 
[= S > S S = © 
i SN, 
= că 
= o 
æ | æ fe 
2 S| 3 w| A z 
= aE set EnS Mtz a 
S S o [=) S =: 
x l 
i 
l = an =) S 
o [o p o G k 
[= Del i-ai aia aa = 
= e|e<|e<js|e = F 
z = 
Gi 
BP | æj 
= =|s|ă "e 
cet || “ră a 
ý e|<|<s|s|e = 
l ] 
T 
a č 
a 2 |s 
S% zi a 
Sleek a fe S a 
5 
z| 2 (= 
an 9 
= ci 
> aA E A E, S 
ji 
a > 2 IZA 
EI 3 = SE 
= a [că SE 
o S > Şi © 
S|eo S 2 
2 D= 
S 
n. 
a 
A 9 Pe] o 
ri a ai: 
Steriele e 
l 
> 2 
r oja o 
2L GA [= Gr [= = 
= bă pc Mari EA a 
m S|ele|es|ra S $ 
5 a 
ci 
A Di pal an n 
7 2 AJAJ A 
s|e|e|s]|s S 
$ 
vololni oles 
m X %ia| a eja 
aN Fri i- e a e 
ci Lac) II E a za 
i i Tir $ 
< 
e E E aa 
ã “else 
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Pentru calculul rotiritor barelor din de- 


. 
Pa formare uxială s-a construit epura Williot în 
i Sa, fig. 14.46. Segmentele r;, pot îi măsurate la 
l RNA scara respectivă sau calculate analitic pe ba- 
i `e za elementelor geometrice din epura Williot. 
i RNK ra = 284,5107; ra = 994-103; 

4 š ; s 
h `N Foa = 1 002,7:1075; ria = 1 4821075; 
1 E Pi 3 

d Epura Williot a Tia = 1 976,510. 

pi SS 

=i x Rezultă următoarele rotiri de bare 
Abt): 

1 pe i d E 
482-103 i E 
a i Üiz = HERIT 296 4-10-3; 
l ză Ni 99410% i 
Ñ 94.105 A 
i G 5 Opa = EIO = 198,810; da = O 
A t ö 
Ta RP A ! 284,5410 p ; 
yL, ' Da = = 5049-1073; 
Aia Său Ma! Pie 
i ba = HET = 177,1107; 
i 1 976,5 -10% 
Fig 1446, d = Hiari, 10. — 329,4 107. 


Rotirile de bare au fost recalculate cu formula Maxwell-Mohr în ta- 


belul 14.19. ui 
Coeficienţii de rigiditate și momentele de încastrare perfectă din rotiri de 


bare s-au calculat în tabelul 14.20, 


Tabelul 14.20 


i e =2 di 0.9 EI GEI MWp = My 
Bara 1 po | GA z 
n 1=6 ii Nem l = 
1—2 
r= 5,00 | £ 120 | 2,902 | 50000 | 60000 STT 
2—3 . a 
E 5,00 | 0,67 | 0,72 1,988 30 000 36 000 i — 71,6 
3—4 
CEE 5,00 | 0,17 | 0,12 0,568 5000 6 000 ~—3,4 
l 2-4 ` 
Zd 6,00 | T 1,00 1771 50 000 50 000 — 38,5 
1—3 i 
r=y 6,00 | 0,37 | 0,3 3,294 15 000 15 000 — 49,4 
3—7 6,00 | T + | 1,00 0 50 000 50 000 0 
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momentelor încovoietoare la capetele barelor se face cu me 
nsmiterii rotirilor. Coeficienții de transmitere a rotirilor sîni 


A ez) 
2 r 
la = -> Ha — 0,2055; ta = -3 mom -4 0,400 
bg = — 2 Pe = — 0,2195; 
tea = Za = — 041238; tg d Pa = — 0,0915; 
În = -i E = —0,100 


FET y 35 Red 
m? d i TO NI A 
28 + 01 i NP X 
T67 p ii ee: 
A 166 233 239186 
Fig. 14.47. Fig. 14.48 


Valorile inițiale ale rotirilor nodurilor sint: 


gia 177,7 
o J PER" — 177,7 — 49,4 
94 Pa Pı 1,50 + 151,3; 
à —177,7 — 71,6 — 885 - A 
5 , ; fe at —49,4 — 74,6 — 3,4 e 
È 2,92 + 115,4; q3 Te -+ 75,9. 


Determinarea rotirilor finale de noduri s-a făcut pe schema din fig. 14.47, 
Obţinerea momentelor de capăt este prezentată în fig. 14.48, a iar diagrama 
de momente încovoietoare în fig. 14.48, b. 
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